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Séminaire Henri CARTAN 5maQL
(Topologie cifférentielle)
14e annde, 1961/62, n° 5 27 novembro 1961

IE IEMME DE THOM ET IES THROREMES DE PLONGEMENT DE WHITNEY

par Claude MORLET

II. Quelques ouverts fondasentaux des espaces d' applicationse

ﬁ%ant donndes deux variétés de classe C° , solent V et M, on notera
IE( s M) (r<s) 1'espace des jets d'ordre r de V dans M c'est une va-
riété de classe s = r , fibrée sur V x I « Si 2 chaque fonction f de classe
¢ de V dans M (r <r' < s) on essocie 1'ensemble de ses jets d'ordre r,
on obtient une application de classe &' ge V dans JE (v s 1), qui en fait
est une section de Jr(V ’ M) considéré comme fibré sur V §3 cette epplication
sera sppelée la r—idme dérivée de V , et sera notée . Remarquons que, pour
r=0, J%V, M stidentified V x M, et que 1'application £° ntest

autre que 1l'application dont 1'imcge est le graphe de f o

THEREME 1. = Soient V et M deux variétés de classe C° (w>s>1r32 0),
F un enseuble fermé de J°(V , M) ; alors 1l'ensemble des spplications f de V
dans M, telles que (V) ne rencontre pas F , st un ouvert de Hom® (V s M)

pour la topologie & .

Démmontrons d'abord un lemme.

]
IEE 1. = L'application f » f est une epplication continue de Hom™ (V , 1)
[ . !
da?s Hom™ r(Y s JE(V : M)) quand on mun}t ces espaces des topologies C ot
& Nrespe 6 et €T ; respe K=C' et K-C' ¥
de V )o

pour tout compact K

]
I1 suffit bien entendu de le voir dans le cas des topologies K = ¢t et
' . ,
K= C' T . Il suffit alors de remarquer que localement les dérivées partielles

de f° sont prises parml les dérivées partielles de f

A cause du lemme a (exposé 4), il reste alors & prouver le lemme suivant pour

avoir le théoréme annoncé 3

IEME 26 - Soient V et M deux varidtés, F un fermé de Iij 1'ensemble des
applications de V dans M dont 1'image ne rencontre pas F est un ouvert de

Hom® (V s M) pour la topologie c® .
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Par définition méme de la topologie ¢ s ce lemme résultera du lemme suivant

IEMME 3¢ = Soient V et M deux variétés, F un fermé de &, K un com
pact de V 3 1'ensemble des applications continues de V dans M telles que.
f(K) n F soit vide est ouvert dans Hom®(V , 1) pour la topologie K = c® .

On peut toujours se placer dans un Hom” (A s V4 M) et se remener au cas o
K est contenu dans un des ouverts de coordonnées qui ont servi & définir A
Si 1'on note alors d la métrique de la carte locale qui contient 1'image de X,
et si f est une fonction qui répond & la question, on a d(f(X) , F) = a>0
(peut~Btre m®me a infini) ; donc si g est cuffisamnent voisine de f au sens
K = C° pour que 1'on ait d(f(x) , g(x)) <a/2 pour tout x de K, g rdpond

aussi a la questione

COROLLATRE le = Soient V et M deux variétés de classe c® (Lge g =,
L'ensemble des applications de classe ¢® de V dans M s qui sont de rang supé=-
rieur ou égal & p en tout point, est un ouvert de Hom® (V s M) pour la topolo-
gie c® « Bn particulier (si dim M >dim V ) 1'ensemble des immersions locales

de V dsans Ii est ouvert pour la topologie c®.

I1 suffit d'appliqusr le théoréme avec r =1, F étant le sous~ensemble de
Jl (V, M formé des jets de rang inférieur & p j ce sous-espace est fermé puis-
que localement, au-dessus de V x M, il s'écrit comme 1l'ensemble des zéros d'un
certain nombre de déterminants extraits de le matrice jacobienne dont les coef=

ficients sont continuse

THECREIE 24 = Soient i et V deux variétés de classe ¢®, et F un fermé
de JN(V s M) x JE (v s ) (0<r <s <« ; alors & toute application de classe
C® de V dans M on associe £ x f1 & VxV 23 (V, M x J°(V, ¥) . Soit
U un voisinage ouvert de la diagoncle dans V x V o Alors 1'cnsemble des applie
cations propres de classe ¢° de V dans M telles que

(frxfr)(cu) OF"-?ﬁ

est ouvert dans Hom"(V , M) pour la topologie .

Remarques = On pourrait énoncer un résultet anelogue avec plus de deux facteurse

Comme pour le théoreme 1 (et & ceuse des lemmes 1 et a (exposé 4)), il suffit de

démontrer le lemme suivant s
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IEME 44 = Soient V et M deux variétésy, F un fermé de Mx M, U un
voisinage ouvert de la diagonale dans V x V ; 1'ensemble des applications conti-
nues f de V dans M, propres, et telles que (f x f) Cu) nF=p, est ouvert
dans Hom’(V , 1) pour la topologie c® . '

Considérons 1'spplication de Hom®(V s M) dans Hom®(V x V = U s Mx M) défi-

nie par ¢
£ 22 (x, ) » (2, £23) .

I1 suffit de montrer qu'elle est continue pour les topologies c® sur le sous~

espace des applications propres, et d'appliquer le lemme 2e

Or on voit tout de suite qu'elle est continue si 1'on met sur le second espace
une topologie (K x K!') = c° et sur le premier la topologie (K u K') = " core
respondante ( XK et X' étant des compacts disjoints de V )e Soit donc unc
femille localcment finie (Ki) de compacts de V tcls que les Ki x K
(tels que K; n K, soit vide) recouvrent V x V = U o Soit une fonction f
pour que g soit telle que &(g) soit dens un voisinage donné de ®(f) au sens
c® , il suffit que pour tout couple (i, j) tel que K, n Kj soit vide, ®(g)
soit dans un certain (K, x Kj) - C° voisinage de ®(f) ; c'est-de=dire, d'aprés
ce qui précéde, que pour chacun de ces couples (i, j) , g soit dans un voim
sinage Vij de g (au sens de la topologie (K u K, ) - C° )o Nalheureusement
1'intersection des Vij n'est pas en gcénéral un vo:.s:mage de f au sens CO
car les K U KJ considérés ne forment pas une famille localement finiee Toutefois
si f est propre, on peut choisir Hom (7\. Vo, M) qui conticmme f s €t alors,
pour tout i, il n'existe qu'un nombre fini de j tels que g(K ) n g(K ) puisse
2tre non vide si g appartient & Hom (A V, M, et il suffit bien sﬁr de se
restreindre aux couples (i, j) correspondants ; alors les K. o Kj forment une
famille localenent finie.

CROLLAIRE 2e = Soient V et M deux variétés de classe S (s >1) o L'ensen-
ble des plongements (applications propres injectives et qui sont des immersions
locales) de V dans M est un ouvert de Hom" (V s M) pour la topologie e .
(Cet ouvert peut évidemment &tre vide.)

En effet, soit f un plongement ; on se place dans un Homs(k s Vo, M qui
contient f o« Si g est dans cet Homs()» s Vo M) c'est une application propre,



5=04

et on sait que si g est suffisamment voisine de f, g est une immersion
locale (corollaire 1)

Soit (Vi) le systéme de cartes locales choisi sur V ; donnons-nous pour

chaque i un nombre positif ay o Les g qui vérifient, pour tout i,
Hdlfx - dng $a; pour tout = de V,

forment un voisinage de f « Mais si les ay ont été choisis suffisamment petits

‘ceci entraine des indgalités de la forme

le() = el > byllx = 3l

pourvu que x et y soient assez voisine dans Vi e Bt comme ceci est vrai pour
tout i, on a donc un voisinage U de la diagonale dans V x V tel que

g(x) = gly) entraine (x, y) ¢ U (pourvu que g soit suffisamment voisine de
f )e On applique alors le théoréme 2 avec r =1, F ¢étant la diagonale de
TV, M x T, N .

Remarques = Il n'y a aucun espoir G'obtenir un tel résultat sans imposer aux
fonctions d'8tre propres : il suffit de regarder une géodésique non fermée du
tore ¢ c'est une application injective et une immersion locale de la droite dans
le tore, et pourtant aussi prés que 1l'on se place de cette application on trou=

vera des applications non injectivese

Il n'y a pas non plus de résultat scmblable si 1l'on enléve la condition A'®tre
. . . . . . 0 R .

une imumersion locale (en particulier si 1'on travsille au sens C ) : il suffit
de remarquer qu'aussi prés que l'on veut d'une courbe & point de rebroussement

(application injective de la droite) on trouvera des courbes & point double 8

aussi prés que 1'on veut

~

COROLLATRE 3¢ = Soit V une variété sans bord, connexe, de eclasse O (s >1) »
L'ensemble des automorphismes différentiables de classe c® de V sur elle-mPme
ost un ouvert de Hom®(V s V) pour la topologie e .
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I1 suffit de voir que ces automorphismes sont les plongements de V dans
elle=nfime. Il est évident que les automorrhismes sont des plongements ; récie
proquement un plongement est une immersion localey, donc (les dimensions étant
égales) sont image est un ouvert de V j mais c'est aussi un fermé, car un plon-

gement est une application propre, d'oy le résultat par reaison de connexitée

Définition. - Ftant donndes trois variétés V , W, M de classe C° (s>1),
on dira que les applications f de V dans M et g de W dans M (£ et
g de classe c® ) sont transversales si, chaque fois que 1'on a un point x de
V et unpoint y de W tels que £(x) = g(y)(= 2z) , on a la relation

(1) £(Tp) + e(T) = T .

Si dim V + dim W < dim M, la relation (1) ne peut pas 8tre vérifide, donc
"f et g transversales" équivaut alors A " In f n Im g= @ . Dans ce cas on
peut donc étendre la définition aux fonctions de clesse C° 3 ctest ce que 1'on

ferae

51 V et M sont deux variétés et N une sous-variété de M , on dira que
1'application f de V dans M est transversale sur N si f et 1'injection

de N dans M sont transversaless

THECREME 3¢ = Soient V et M deux variétés de classe c® s N une sous-
variété de classe C°F de J°(V, M) (avec s>r si dim V 3 codim N, et
8 >r si dimV < codim N )e Alors 1'ensemble des applications de classe C°
de V dans M, telles que £° soit transversale sur N s est ouvert dans
Hom®(V , M) pour la topologie C° .

Seul le cas oy dim V > codim I' est & démontrer, 1'autre rentre dans le cadre
du théoréme lo Dans ce cas, 7 est supposé de classe Cl au moins § consie
dérons alors (fF )l s c'est une application continue de V dans Jl(V s I (v . M);
la condition " f¥ transversale sur N ¥ dquivaut alors & dire que (£ )1 (v)
ne rencontre pas un certain fermé F défini de la fagon suivente ¢ F est 1l'en~
gemble des points de it (v, I (v s M) qui se projettent sur N, et tels que
les dérivées partielles du jet en ce point, jointes & une base de 1l'espace tan-
gent & N en ce point, forment une matrice qui n'est pas de rang maximum (c'est
bien un fermé, car localement au~-dessus de N c'est l'ensemble des zéros d'un
certain nombre de déterminants dont les coefficients sont des fonctions continues

de N )e On applique alors le théorime 1 et le lemme l.
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THECREME 4. = Soient V ot M deux variétés de classe O s N une souse
variété de classe C°F de JY(V s M) x Jr(V s M) (avec r>s si
dim V > codim N, et r>s si dimV < codim N )« Alors si U est un voisi=-
nage ouvert de la diagonale dans V x V , l'ensemble des applications propres f
de classe C° de V. dans I telles que £ x f* s restreinte au complémentaire
de U, soit une application transversale sur N , est ouvert dans Hom?(V ’ M)
pour la topologie CS .

On se raméne au théoréme 2 de la m®me fagon que pour le théoréme 3 on s'est

ranené au théoréme le

Remarquee = Dans les applications, N sera en général 1'ensemble des jets de
rang au moins égal & un certain entier p , donc cve ne sera pas une "vraie" sous-
variétés Ce sera un fermé qui se décompose en sous-variétés localement fermées
Ni de dimensions croissantes et qui vérifiera la condition suivante $ une seule
de ces sous-variétés est de codimension inférieure ou égale 2 la dimension de V o
Alors f sera transversale sur un tel fermé si son image ne rencontre pas les
composantes. Ni de codimension strictement supérieure & la dimension de V ; et
si, considérée alors comme une application de V dans la variété d'arrivée moins
ces composantes, elle est transversale sur le dernier Ni (qui est une sous~variété
fermée de ce qui reste)e

I1 est facile de voir, gr8ice au lemme by, que les théorémes 3 et 4 sont encore
vrais dans le cas ai N est une telle "borne sous=variété stratifide".




