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Sérincire H. CARTAN 6-01
E.N.S., 1948/49. Topologic =lgébrique.

La COHCriCLOGIE DE EECH—ALEXANDER-
(Exposé fait par H. CARTAMN, le 10.1.1949).

N.B.~ Les définitions qui suivent velent pour un espece localement compact.

Pour un espacc compact, les groupss (resp. anneaux) de cohornologic auxquels elks
conduiscnt sont les mémes que ceux définis par Cech pour les espaccs normeux ;
mais, pour un cspace localerent compact non corpact, m8me s'il est normal (ce qui
arrive notarment s'il est réunion dénombrable de compects), les résultats obte-

nus ici sont différents de ceux auxquels conduiscnt les définitions de éech, qui,
semble-t-il, sont sans intéré&t pour un espace non compact. Ceci dit, nous apnel-

lerons néanmoing cohonologie de éech-Ale&ander la cohomologie telle que nous

ellons la définir pour un espace lccalement compact ;3 cette dénomination permet
de la distinguer de la cchorologie singuliére (exposé 5). La définition adoptée
ici est dquivelcnte & celle de SPANIER (Ann. of Math., 1948), qui s'inspire
d'une définition proposée antéricurement par ALEXANDER. I1 feudrait aussi citer
les noms de KOLi:OGOROFF et dc LERAY,

l.— RAPPEL : Chalnes et cochalnes d'un complexe "simple".

Soit E wun enscmble abstrcit 3 il définit un complexe simplicial gimple
(exposé 2, peragrephe 3), c'est-i-dire pour lequel toutes les pertics finies de

E sont des "simplexes". Tout ensemble gbstrait E définit donc un groupe de
chaines C(E) (cheines "ordonnées"™) et, pour chaque grcupe Yy de coefficients,
un groupe de cochaines CX(E,X) (resv. un anncau de cochaines si Yy estun
anneau). On a démontré (expcsé 2, poragraphe 3) que le groupe d'homologie H(E)
est trivial, dans le sens suivant : Hp(E) est nul pour tout entier p # 0, et
isomorvhe eu grcupc additif des entiers pour p = O . On retrouvera ce résultat
dans 1l'exposé suivant, cu 1'on montrera aussi que lc¢ groupe de cohomclogie

HP(E) est nul pour p #0 et isomernrhe & ¥y pour p =10 .

Scit, sur l'ensemble E , une structure de complexe simplicisl. Notons K
1l'enserble E runi de cette novvelle structure ;3 XK est un scus-complexe du
complexe simple E . Le grovpe des chalnes C(K) s'identifie & un sous-groupe
permis de C(E) , et C*(K,K) s'identifie au quotisnt du groupe C(E,¥) per
le sous-grcoupe des cochelnes qui s'asnulent sur tous les simplexes de K . Au
point de vue de le structure multiplicative (si y est un annesu) C*(K,g)

est 1'snneau quotient de l'an-eau C*(E,X) per 1'idéal des cochalines qui
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s'ennulent sur tous les simplexes de K

2.— Cochctnes d'un espzce localement compact.

Suvposons désormais que l'ensemble E

que qui fasse de E

soit muni d'une structure topologi-
un esvace locclement compect (c'est le cas 1le plus intéres-
sant). Soit V un recouvrement de E tel que tout point de E soit intérieur
4 au moins un ensemble de V , par exemple un recouvrement de E par des ensem~

bles ouverts (c'est ici qu'intervient la topologie de E ). Un tel recouvrement

V définit un sous—complexe Kv du comvlexe simple E : une partie finie de E

est un "simplexe" de KV si elle est "petite d'ordre V ", c'est-a-dire conte-
nue dans au moins un ensemble de V ., Le groupe des cochaines de KV (& valeurs
dans ¥ ) est le quotient de C*(E,X) par le sous-groupe (resp. idéal s'il

s'egit de la structure multiplicative quand ¥ est un anneau) Iv que voici

une cochaine f homogéne de degré p apvpartient & I, si f(xo,...,xp) =0
chaque fois que 1l'ensemble des points XsenesX est petit d'ordre V .
Soit I 1la réunion des IV relatifs & tous les recouvrements V du type

dit (on pourrazit se borner & considérer les recouvrements ouverts ; cela ne

chengerait pas 1o réunion des Iy Yo I est un sous-groupe (resp. idéal) per-
mis de C*(E,x) . Le groupe quotient (reosp. anneau quotient) C*(E,g)/l est
un groupe gradué a dérivetion (resp. anneau gr. a dér.), ou l'opérateur 5

est de degré +1 . Ce groupe (resp. anneau) sers noté E(E,Bﬁ , et azopelé le

groupe (resp. anneau) des cochaines d'Alexander de 1l'espace topologique E , re~

. v
lativement & ¥ o On éerira CP(E,X) pour le sous-groupe des cochaines homogd-
nes de degré D .

3.~ Supports.

-

Nous allons donner une sutre définition de I : soit f(xo,...,x ) une co-

- ’ « 42 . n+l . .
chaine de “egré p . Considérons l'espace produit E- , et soit A 1la "diago-

nale" de cet espace ; f est une fonction définie sur 1l'espace topologique
1
EP*

, et 1'application x =¥ (X,%,...,X)
sur &

est 1'homfomorvhisme canonique de E

. Reletivement & f , les points de & sont de deux sortes : ceux au

voisinage desquels f est identiguement nulle, et les autres. Ces derniers

forment un ensemble fermé ; les points correspondants de E constituent, par

définition, le support de la cochaine f ; c'est un ensérble fermé. On voit

alors que les cochaines de degré p qui svmartiennent &4 I sont celles qui

prennent 1o valeur O dens tout un voisinage de la dicgonale A , autrement
dit, ce sont les cochaines de supvort vide.
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Deux cochaines équivalentes modulo I ont éviderment méme support. On défi-
v
nit donc le support d'un élément de C(Z,¥) (cochaine d'Alexander). On notera

que le support de & f est contenu drns le support de f .

v
4.- Cohomologie de Cech-aAlexander.

Le groupe dérivé (resp. enneau dérivé si y est un anneau) de E(E,y) se
notera ﬁ(E,x) et s'appellera le groupe (resp. anneau) de cohomologie (de
éech—Alexander) de l'espace localecment compact E , relativement & ¥y . C'est
un groupe gradué (resp. anneau gradué) ; notation ﬁp(E,gﬁ pour le sous-groupe

des é1léments de degré p .

v
Signification de HO(E,x) .~ Ce oroupe s'identifie au groupe des cocvcles
de degré O . Or les cochaines de degré O sont les fonctions de point
f(x) ; une telle cochaine est un cocycle si f(x) = f(y) chaque fois que

les points x et y sont suffisamment voisins, c'est-a-dire si f est

locelement constante. Or une fonction localement constante est une fonction

constante sur chaque composante connexe, et réciproquement ; meis il faut

.

préciser le sens que 1l'on donne & "composante connexe", et qui est ici diffé-
rent de celui rencontré en homologie singuliére (exposé 5, paragraphe 1), ol
i1 s'egissait de la connexion "par arcs". Ici, un point .y appartieht a la
composante connexe de x si, pour tout recouvrement ouvert V de l'espace

. d'ensembles U, de V , tels
l1<ign i
que x €U, , y&U ,etquechaque U, (i € n-1) rencontre Usiyg » Om

obtient bicn ainsi une relation d'équivelence, dont les classes (les "compo-

E , il cxiste une suite finie (Ui)

sahtes connexes"™ de E ) sont des ensembles fermés, Un espace E sera dit
connexe s'il n'a qu'une seule composante connexe ; les composantes connexes
sont des espaces connexes., Pour que E soit non connexe, il faut et il suf-
fit qu'il n'existe pas de vartition de E en deux sous-ensembles ouverts
non vides.

En résumé, le groupe de cohomologie d: éech-Alexander, pour la dimension
0 , s'identifie au groupe des applications, dans ¥ , de l'ensemble des

composzntes connexes de E ; il se riduit &4 ¥ si E eost connexe.

5.- Effet d'une avpnlication continue de E dans E' .

Une telle application <« définit une apvlicetion simplicizle du complexe
simple E dens le complexe simple E' , d'ot un homomorphisme permis de
* * . RN . v
CT(E',y) dens G (E,y) . C'est c2lui qui, & f(xé,...,xé) , associe f( (xo),

...,Cp(xp)) . Cet homomorphisme applique I' dens I , parce que (P est
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continue. D'ol, pcr pessege au quotient, un homomorphisme permis @

¥ v
Y o C(E'x) — C(E,Y) .
On en déduit, corme d'hzbitude, un homomorphisme : H(E',y) — H(E,x) . Si ¥
cst un annecau, c'est un homomorphisme pour les structures d'annezux. Condition

évidente de tronsitivité dans le cas de trois espaces.

Remargue : si f € C(8') , le svpvort de W(f) est contenu dans 1'imege

réciproque du support de £ . -

6.~ Cohomologie de deuxidme espece, ou & suvvorts compacts.

On va donner de nouvelles définitions, mais qui, dens le cas d'un esnace

compact, ne conduisent & rien de nouveau.

On a déja défini le suonort (fermé) d'une cochaine de C(E,y) . Dans lec

v
groupc (resp. anneau) C(E,X) , les cochaines dont lc support est compact for-

ment un sous-groupe (sous-onneau) permis C(E,y) . Le groupe(anneau) dérivé

s'appelle le groupe (resp. anneau) de cohomologie compacte de 1'espace locale-—
v

ment compact E ; nous lc noterons ég(E,X) R

\%
Intcerprétetion de ’gﬁo(E,X) .~ C'est le groupe des fonctions qui sont nul-

les sur chaque composante connexe non compachte et constentes sur les compow
santes connexes compactes., S1 E est connexe et non compact, le groupe de

cohomologie compacte, pour la dimension O , est pul.

Une application continue propre de E dens E' (cf. définition, exnosé
5, puragraphe 6) définit un homomorphisme permis de C(E') dans €G(E) , donc
un homomorphisme de MW(E') dans H(E) .

Le. cohomologie compacte donne lieu & unc théorie relative lorsqu'on envisa-
ge un sous-espace Fermé de E et son complémer-taire (ouvert). Cette théorie,

fort importente, sere exposée plus tard.



