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UN MODÈLE JOUET POUR LE TRANSPORT RÉSONNANT

CHRISTOPHE PALLARD

Résumé. On introduit et étudie un modèle jouet inspiré d’une situation de couplage
résonnant entre une équation d’ondes et une équation cinétique. Il s’agit d’un travail en
collaboration avec P. Gérard [2].

1. Le système de Vlasov-Maxwell relativiste

1.1. Un problème de physique des plasmas. Notre point de départ est l’étude d’un
nuage de particules chargées interagissant par le seul biais du champ électromagnétique.
Les collisions entre particules sont négligées et pour simplifier, les particules sont supposées
toutes identiques. L’état du système est décrit par une fonction de distribution f ≡ f(t, x, ξ)
donnant à l’instant t une densité de probabilité sur l’espace des phases R3

x×R3
ξ où x ∈ R3

désigne la position et ξ ∈ R3 l’impulsion d’une particule. L’équation de Vlasov, qui gouverne
la dynamique du nuage, s’écrit alors :

(1) ∂tf + v(ξ) · ∇xf +K · ∇ξf = 0 ,

où v(ξ) est la vitesse d’une particule d’impulsion ξ. La force de Lorentz K qui s’applique
à une particule a pour expression :

(2) K(t, x, ξ) = E(t, x) + v(ξ)×B(t, x) ,

où (E,B) est le champ électromagnétique dont l’évolution au cours du temps est dirigée
par les équations de Maxwell :

∂tE −∇x ×B = −j , ∇x · E = ρ ,(3)

∂tB +∇x × E = 0 , ∇x ·B = 0 .(4)

Les termes ρ et j s’expriment en fonction de f de la façon suivante :

(5) ρ(t, x) =

∫
f(t, x, ξ)dξ , j(t, x) =

∫
f(t, x, ξ)v(ξ)dξ .

Le système de Vlasov-Maxwell relativiste (VMR) est constitué des équations (1-5) avec :

v(ξ) =
ξ√

1 + |ξ|2
.

On peut aussi considérer la version classique du système en choisissant v(ξ) = ξ. Noter
enfin que toutes les constantes physiques ont ici été prises égales à l’unité.
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1.2. Le problème de Cauchy. On se place dans le cadre suivant. Soit :

(6) (f0, E0, B0) ∈ C1c (R6)× C1c (R3,R3)× C1c (R3,R3)

une donnée initiale vérifiant les conditions de compatibilité :

(7) ∇x · E0 =

∫
f0(x, ξ)dξ , ∇x ·B0 = 0 .

Le système (VMR) admet une solution classique sur un intervalle de temps [0, T ∗) maximal :

(8) (f, E,B) ∈ C1([0, T ∗)× R6)× C1([0, T ∗)× R3,R3)× C1([0, T ∗)× R3,R3) .

La question qui nous intéresse est celle de savoir si T ∗ est infini ou non. On peut répondre
par l’affirmative dans un certain nombre de cas [3, 4, 5, 7, 8] :
• Données petites.
• Perturbation de certaines solutions globales.
• Dimension petite.
• Symétries supplémentaires.

Toutefois, le cas général reste ouvert. Dans ce contexte, le résultat le plus significatif reste
encore à ce jour le théorème suivant.

Théorème 1. [6] Pour toute fonction g ∈ Cc(R3 × R3) on définit :

R(g) = sup{|ξ| : ∃x ∈ R6 g(x, ξ) 6= 0} .
Soit une donnée initiale (f0, E0, B0) et la solution f correspondante, comme en (6-8). Si
le temps maximal d’existence T ∗ est fini alors la solution doit nécessairement vérifier :

(9) lim sup
t→T ∗

R(f(t, ·)) = +∞ .

Ce critère trouve une interprétation plaisante puisque la condition (9) signifie que des
particules doivent atteindre en temps fini une vitesse v(ξ) arbitrairement proche de 1 —
ici la vitesse de la lumière. En d’autres termes, des singularités ne peuvent se former tant
que la séparation entre les vitesses apparaissant dans l’opérateur de transport d’une part,
et la vitesse de propagation du champ électromagnétique d’autre part, est assurée.

Le principe de la démonstration est le suivant. La construction de solutions C1 amène
naturellement à rechercher des estimations lipschitziennes sur le terme de force K dans
l’équation de transport. Le champ électromagnétique vérifiant les équations d’ondes :

(∂2t −∆x)E = −∂tj −∇xρ , (∂2t −∆x)B = ∇× j ,
on est donc conduit à estimer en norme L∞ les dérivées de quantités du type :

Y3 ∗t,x (1t>0∇t,xρ) , Y3 ∗t,x (1t>0∇t,xj) ,

où l’on note Y3 la solution élémentaire des ondes en dimension 3 d’espace. Si ρ et j sont
des fonctions de classe C1 quelconques, ceci nécessite des informations sur leurs dérivées
secondes. Mais ce sont ici des moments de f , qui vérifie (1). La séparation des vitesses
ondes/transport — situation que l’on qualifiera de non-résonnante — permet à ce stade
de récupérer une dérivée en utilisant l’équation de Vlasov. On va étudier dans la section
suivante un système présentant une structure tout à fait analogue en dimension 1 d’espace.
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2. Couplage onde-transport 1D non-résonnant

2.1. Un modèle 1D. Considérons le système suivant :

∂tf + v(ξ)∂xf + ∂xU∂ξf = 0 ,(10)

(∂2t − ∂2x)U = ρ ,(11)

d’inconnues f ≡ f(t, x, ξ) et U ≡ U(t, x) avec (x, ξ) ∈ R× R. On note à nouveau :

(12) ρ(t, x) =

∫
f(t, x, ξ)dξ , v(ξ) =

ξ√
1 + ξ2

.

Les données initiales sont ici :

(13) f(0, x, v) = f0(x, v) , (U, ∂tU)(0, x) = (U0, U1)(x) .

On dispose alors du résultat d’existence globale suivant.

Théorème 2. Soit (f0, U0, U1) ∈ C1c (R2) × C2c (R) × C1c (R). Il existe une unique solution
(f, U) ∈ C1(R+ × R2)× C1(R+ × R) du problème (10-13).

La démonstration de ce résultat est basée sur l’obtention d’estimées a-priori que l’on va
maintenant détailler. On commence par établir une majoration sur la taille du support de
f en la variable ξ. Ceci assure la non-résonnance, au sens où les vitesses apparaissant dans
l’opérateur de transport sont distinctes des vitesses caractéristiques de l’opérateur d’ondes.
Cette propriété permet ensuite le contrôle des dérivées de f .

2.2. Estimations sur R. On a tout d’abord :

(14) ‖f(t, ·, ·)‖L∞(R2) = ‖f0‖L∞(R2) .

Les équations des courbes caractéristiques de l’équation de transport (10) sont :

X ′(t) = v(Ξ(t)) , Ξ′(t) = ∂xU(t,X(t)) .

En notant R(t) = R(f(t, ·, ·)) comme précédemment, il vient donc :

R(t) ≤ R(0) +

∫ t

0

‖∂xU(s, ·)‖L∞(R)ds .

La solution fondamentale de l’équation des ondes unidimensionnelles à support dans le
futur étant Y1(t, x) = 2−11|x|≤t on dispose d’une estimation directe :

‖∂xU(t, ·)‖∞ ≤ C(t)
(
1 + ‖ρ‖L∞([0,t]×R)

)
.

En utilisant (14) et la définition de R(t) :

(15) ‖ρ(t, ·)‖∞ ≤ 2‖f0‖∞R(t) .

On obtient par conséquent :

R(t) ≤ C(t)

(
1 +

∫ t

0

R(s)ds

)
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et le lemme de Gronwall permet de conclure. On observera que cette partie repose sur
l’aspect unidimensionnel du problème considéré, exploitant à la fois la régularité de Y1 et
la possibilité d’obtenir l’estimation (15) sur ρ.

2.3. Non-résonnance et estimation Lipschitz sur U . D’après ce qui précède, et
compte-tenu de l’expression de v, pour tout T > 0 il existe RT > 0 tel que :

(16) ∀t ∈ [0, T ] ∀(x, ξ) ∈ supp f(t, ·, ·) |v(ξ)| ≤ v(RT ) < 1 .

On observe par ailleurs que pour tout v ∈ R \ {±1} on a :

(17) ∂2xY1 = (∂t + v∂x)

(
x

vx− t ∂xY1
)

+
1

v2 − 1
δ(t,x)=(0,0) .

Compte-tenu des hypothèses sur les données initiales U0 et U1, la contribution ∂xUhom de
ces dernières à ∂xU se majore aisément, de sorte que ‖∂2xUhom‖L∞([0,T ]×R) ≤ C. Déterminons
maintenant l’expression de la contribution du terme source ρ dans ∂xU :

∂2xUinh(t, x) =

∫
∂2xY1 ∗t,x (f(·, ·, ξ)1t>0)(t, x)dξ .

Appliquons (17) avec v = v(ξ) ce qui est licite d’après la propriété de non-résonnance (16) :

∂2xUinh =

∫ (
x

v(ξ)x− t∂xY1
)
∗t,x (∂t + v(ξ)∂x)(f1t>0)dξ +

∫
f(t, x, ξ)

v2(ξ)− 1
dξ .

L’équation de transport donne (∂t + v(ξ)∂x)(f1t>0) = −∂ξ(∂xUf)1t>0 + f0δt=0. Il ne reste
alors plus qu’à intégrer par parties en la variable ξ pour estimer le premier terme et par
suite majorer la quantité ‖∂2xUinh‖L∞([0,T ]×R).

2.4. Retour au cas 3D. L’analyse élémentaire de la section 2.2 n’est évidemment pas
valable pour le système (VMR) en dimension 3 ; à ce jour, l’éventualité d’une explosion de
R en temps fini n’a toujours pas été écartée. L’argument de la section 2.3 en revanche se
prolonge naturellement au cas de la solution élémentaire Y3. Soit en effet v ∈ R3 un vecteur
de norme < 1. Pour tous i, j ∈ {0, . . . , 3}, il existe des coefficients aki et bkij homogènes de
degré k tels que :

∂iY3 = (∂t + v · ∇x)(a
0
iY3) + a−1i Y3 ,

∂i∂jY3 = (∂t + v · ∇x)
2(b0ijY3) + (∂t + v · ∇x)(b

−1
ij Y3) + b−2ij Y3 ,

en notant ∂0 et ∂i les dérivées ∂t et ∂xi respectivement. Deux jeux d’égalités sont désormais
nécessaires puisque les dérivées de Y3 ne sont plus des mesures. On renvoie au lemme 3.1
de [1] pour plus de détails et notamment la définition rigoureuse des b−2ij Y3.

3. Résonnance : modèle jouet

3.1. Une question. L’argument de la section précédente permet plus généralement de
montrer l’existence globale de solutions classiques au système (10-13) dans le cas de profils
de vitesse v ∈ C1(R) vérifiant la condition suivante :

(18) v(R) ∩ {−1,+1} = ∅ .
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En effet, la condition de non-résonnance (16) est alors satisfaite, ce qui permet de procéder
à l’identique. En revanche, lorsque (18) n’est pas vraie, l’argument précédent tombe en
défaut. Il est alors naturel de se demander si des solutions explosives peuvent exister. C’est
un problème ouvert. Formulons un problème analogue plus simple encore :

(S)





∂tf + v(ξ)∂xf + U(t, x)∂ξf = 0 ,

∂tU = ρ ,

f(0, x, v) = f0(x, v) , U(0, x) = 0 .

Ici on supposera que v ∈ C1(R) est une fonction prenant la valeur 0 — mais non identi-
quement nulle ! Dans ce système la résonnance apparait lorsque v s’annule. Une question
ouverte est alors la suivante :

Question. Trouver une donnée initiale f0 ∈ C1c (R2) pour laquelle :

(1) Il existe (x, ξ) ∈ R× supp v tel que f0(x, ξ) 6= 0 et v(ξ) = 0.

(2) On sait déterminer si la quantité ‖∂xf(t, ·)‖∞ explose en temps fini ou non.

Regardons les équations satisfaites par les dérivées de f :

(19) (∂t + v(ξ)∂x + U(t, x)∂ξ)

(
∂xf
∂ξf

)
= −

(
0 ∂xU(t, x)

v′(ξ) 0

)(
∂xf
∂ξf

)
.

Le terme quadratique ∂xU(t, x)∂ξf(t, x, ξ) est certes susceptible de provoquer une explo-
sion, mais la situation est obscurcie à la fois par le caractère non local de U vis-à-vis de la
variable ξ, et la géométrie a priori inconnue des caractéristiques. Notons aussi que l’allure
de v′ au voisinage des zéros de v peut jouer un rôle d’amortissement !

3.2. Modèle jouet. Ne sachant répondre à la question posée, nous nous proposons de
modifier (19). Puisqu’il s’agit manifestement de la valeur critique, nous commencerons par
imposer la vitesse de résonnance 0 dans le membre gauche. Nous substituons par ailleurs
∂xρ à ∂xU dans le membre droit, pour obtenir :

(20) (∂t + U(t, x)∂ξ)

(
∂xf
∂ξf

)
= −

(
0 ∂xρ(t, x)

v′(ξ) 0

)(
∂xf
∂ξf

)
.

Nous remplaçons ensuite le terme de force auto-consistant par un terme fixé E(t) pour
obtenir un système dont nous appellerons les inconnues u1 et u2 :

(21) (∂t + E(t)∂ξ)

(
u1
u2

)
= −

(
0

∫
u1dξ

v′(ξ) 0

)(
u1
u2

)
.

Pour finir, nous remplaçons ce système par un problème scalaire d’inconnue u :

(22) ∂tu(t, ξ) + E(t)∂ξu(t, ξ) = φ(ξ)u(t, ξ)

∫
u(t, ξ)dξ ,

où E ∈ C1(R+) et φ ∈ C1c (R) sont fixés. Nous allons maintenant étudier quelques propriétés
du modèle jouet (22). On s’intéresse ici au problème de Cauchy pour des données initiales
u0 ∈ C1c (R). Enonçons d’abord un résultat d’existence locale, qui s’obtient facilement par
un argument de point fixe.

Exp. no XVI— Un modèle jouet pour le transport résonnant
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Proposition 1. Soit une donnée initiale u0 ∈ C1c (R). Il existe T > 0 et une unique solution
u ∈ C1[0, T ) × R) de (22) telle que u(0, ·) = u0. Notons T ∗ le temps maximal d’existence
d’une telle solution. Si T ∗ < +∞ alors :

(23) lim sup
t→T ∗

|U(t)| = +∞ .

On dispose par ailleurs de la minoration suivante :

(24) T ∗ ≥ T1 =
1

‖φ‖L∞(R)‖u0‖L1(R)
.

3.3. Cas E ≡ 0. Il est instructif de considérer dans un premier temps le problème de
Cauchy pour l’équation (22) lorsque E est identiquement nul :

(25) ∂tu(t, ξ) + φ(ξ)u(t, ξ)

∫
u(t, ξ)dξ = 0 , u(0, ξ) = u0(ξ) .

L’étude de (25) se ramène simplement à celle d’une équation différentielle dont le coefficient
dépend de la donnée initiale u0 et de la fonction de troncature φ.

Proposition 2. Supposons u0 ∈ C1c (R) et posons :

(26) f(z) =

∫
ezφ(ξ)u0(ξ)dξ ,

pour tout réel z. Alors V (t) =
∫ t
0
U(s)ds vérifie l’équation différentielle V ′(t) = f(V (t)).

Démonstration. Donnons deux preuves de la proposition.
• Notons d’abord que u(t, ξ) peut s’écrire :

(27) u(t, ξ) = u0(ξ) exp(φ(ξ)V (t)) ,

d’où U(t) =
∫
u0(ξ) exp(φ(ξ)V (t))dξ = f(V (t)) et donc V ′(t) = f(V (t)).

• Une autre démonstration consiste à regarder la quantité :

I(t, y) =

∫
eyφ(ξ)u(t, ξ)dξ .

Manifestement I(0, y) = f(y) et I(t, 0) = U(t). Nous trouvons par ailleurs que

∂tI(t, y) = U(t)

∫
φ(ξ)eyφ(ξ)u(t, ξ)dξ = I(t, 0)∂yI(t, y) .

Pour obtenir à nouveau I(t, y) = I
(

0, y +
∫ t
0
I(s, 0)ds

)
. �

On constate que le comportement de la solution u(t, ξ) est entièrement décrit par la
fonction f . En effet, un corollaire immédiat de la proposition est la monotonie de la fonction
V , dont le sens de variation est donné par le signe de f(0) = U(0) :
• Si U(0) = 0 alors U(t) = 0 et V (t) = 0 sont constantes ainsi que t 7→ u(t, ξ).
• Si U(0) > 0 alors t 7→ V (t) est croissante.
• Si U(0) < 0 alors t 7→ V (t) est décroissante.
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Dans l’hypothèse où par exemple f(0) > 0, on peut distinguer deux cas suivant la valeur
du plus petit zéro positif de f :

ω = inf {z > 0 : f(z) = 0} .
• Si ω < +∞ alors T ∗ = +∞ et V (t) croit vers la limite ω. On en déduit :

lim
t→+∞

u(t, ξ) = u0(ξ) exp(ωφ(ξ)) .

• Si ω = +∞ alors le temps d’existence maximal est donné par :

T ∗ =

∫ ∞

0

dw

f(w)
.

Cette intégrale peut-être finie ou infinie. Donnons un exemple de comportement possible
dans le cas T ∗ < +∞.

Proposition 3. Supposons φmax := maxφ > 0. Soit une donnée u0 ∈ C1c (R) telle que les
inégalités suivantes soient vérifiées :

∫
u0(ξ)dξ > 0 , a :=

∫

{ξ : φ(ξ)=φmax}
u0(ξ)dξ > 0 .

Alors T ∗ < +∞ et pour tout réel ξ tel que φ(ξ)u0(ξ) 6= 0 il vient :

u(t, ξ) ∼ u0(ξ)

(
1

aφmax(T ∗ − t)

)φ−1
maxφ(ξ)

,

quand t→ T ∗.

Démonstration. Les hypothèses garantissent d’une part que f(0) > 0 et d’autre part que
f(z) ∼ aφmaxe

zφmax quand z → +∞. Ceci assure T ∗ < +∞ d’après la discussion précédente
et permet en outre d’obtenir l’équivalent souhaité. �

3.4. Cas E non nul. Enonçons maintenant quelques propriétés dans le cas où le terme
E est non identiquement nul. Notons ξ(t, 0, ζ) les courbes caractéristiques de l’équation :

ξ(t, 0, ζ) = ζ +

∫ t

0

E(s)ds .

Commençons par une condition garantissant l’existence globale d’une solution. Il suffit
pour cela de s’assurer qu’aucune des caractéristiques portant les valeurs non nulles de u ne
séjourne trop longtemps dans l’ensemble {φ > 0} :

Proposition 4. Supposons u0 ≥ 0 et posons :

(28) A =
⋃

u0(ζ)6=0

{s : φ(ξ(s, 0, ζ)) > 0} .

Si la mesure de Lebesgue de A vérifie L(A) < T1 avec T1 défini en (24), alors il existe une
unique solution globale u ∈ C1(R+ × R).

Exp. no XVI— Un modèle jouet pour le transport résonnant
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Démonstration. Supposons par l’absurde T ∗ < +∞. La solution u doit s’écrire :

u(t, ξ(t, 0, ζ)) = u0(ζ) exp

(∫ t

0

φ(ξ(s, 0, ζ))U(s)ds

)
.

Prenons χ ∈ Cc(R) tel que ‖χ‖∞ ≤ 1 avec χ ≥ 1A∩(0,T ∗) et L({χ 6= 0}) < T1. Alors pour
tout ζ ∈ R tel que u0(ζ) 6= 0 il vient :

|u(t, ξ(t, 0, ζ))| ≤ |u0(ζ)| exp

(
‖φ‖∞

∫ t

0

|U(s)|χ(s)ds

)
.

En notant W (t) =
∫ t
0

∫
|u(s, ξ)|dξχ(s)ds nous obtenons l’inégalité :

W ′(t) ≤ χ(t)‖u0‖L1(R) exp(‖φ‖∞W (t)) .

Donc pour tout t ∈ (0, T ∗) on trouve :
∫ W (t)

0

dσ

‖u0‖L1(R) exp(‖φ‖∞σ)
≤
∫ t

0

χ(s)ds < T1 =

∫ ∞

0

dσ

‖u0‖L1(R) exp(‖φ‖∞σ)
.

Il existe ainsi C > 0 tel que W (t) ≤ C pour tout t ∈ (0, T ∗). Ceci contredit (23). �
Si au contraire une caractéristique reste trop longtemps dans l’ensemble {φ > 0} alors il

se peut que le temps d’existence de la solution soit fini, comme l’indique le résultat suivant.

Proposition 5. Soit une donnée initiale u0 ≥ 0. Supposons qu’il existe ξ0 ∈ R tel que
u0(ξ0) 6= 0 avec L({t > 0 : φ(ξ(t, 0, ξ0) > 0}) = +∞. Alors T ∗ = +∞.

Enonçons enfin un résultat concernant le comportement des solutions engendrées par des
données ”grandes”. Pour ces dernières, l’effet dispersif n’est plus suffisant pour autoriser
l’existence de solutions globales en temps.

Théorème 3. Soient u0 ≥ 0 et φ ≥ 0 telles que ‖φu0‖L1(R) 6= 0. On note à nouveau f la
fonction introduite à la proposition 2 et T ∗(λ) le temps d’existence de la solution engendrée
par une donnée λu0. Lorsque λ→ +∞ on a :

T ∗(λ) ∼ 1

λ

∫ ∞

0

dz

f(z)
.

On renvoie à [2] pour la démonstration de ces deux derniers résultats.
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