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1 Loi de Weyl presque sûre pour des opéra-

teurs différentiels non-autoadjoints

Depuis les travaux de L.N. Trepheten [14], E.B Davies [2] et M. Zworski
[15], nous savons que la norme de la résolvante peut être très grande, même
loin du spectre. Dit autrement, le spectre est très instable sous petite pertur-
bation. Une question naturelle est de comprendre comment le spectre bouge
quand l’opérateur est perturbé, et notamment d’étudier l’effet des perturba-
tions aléatoires.

Mildred Hager [6] a étudié une large classe d’opérateurs h-pseudo-
différentiels non-autoadjoints sur la droite réelle avec des perturbations
multiplicatives aléatoires et montre, avec une probabilité qui tend vers 1
lorsque h → 0 que les valeurs propres se distribuent dans l’intérieur de
l’image du symbole selon une loi de Weyl (bien connu dans le cas autoad-
joint). La méthode impose une condition de non-annulation du crochet de
Poisson {p, p̄}.

Séminaire Équations aux dérivées partielles
Centre de mathématiques Laurent Schwartz, 2008-2009
Exposé no IV, 1-18
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Hager et Sjöstrand [8], en se fondant sur une nouvelle approche ont étendu
ce résultat aux cas des opérateurs sur Rn; l’hypothèse de non-annulation du
crochet de Poisson a été remplacée par une condition plus faible sur les
volumes. La classe de perturbation étudiée est différente de [6].

Dans ce travail, on se propose de continuer la série des travaux sur
les distributions spectrales de perturbations aléatoires d’opérateurs non-
autoadjoints. Nous étudions un système elliptique sur S1 avec une pertur-
bation aléatoire de rang inférieur. Sous des hypothèses additionnelles nous
montrons que les grandes valeurs propres se distribuent presque sûrement
selon une loi de Weyl. Notre analyse est principalement basée sur une
réduction semiclassique, où on utilisera et étendra les méthodes de Hager [6]
au cas des systèmes, puis l’utilisation du lemme de Borel-Cantelli.
Remerciements : Ce travail fait partie de la thèse de Doctorat de l’auteur
préparée sous la direction de J. Sjöstrand.

1.1 Résultats

Par simplicité nous ne considérons que le cas scalaire, les grandes idées
demeurant.

Cas semiclassique Considérons l’opérateur différentiel non-autoadjoint
sur L2(S1,R).

P =
∑
α≤m

aα(x)(hDx)
α, Dx =

1

i

∂

∂x
,

muni du domaine

Hm
sc := {u ∈ L2(S1); ‖u‖Hm

sc
:=

∑
α≤m

‖(hDx)
αu‖ <∞},

où ‖ · ‖ désigne la norme L2. aα est supposé lisse.

Hypothèse 1.1 P est elliptique au sens où am(x) 6= 0.

Sous cette condition, P − z : D(P ) → L2(S1) est Fredholm d’indice zéro.
La perturbation aléatoire est de la forme δQω où δ est un petit paramètre

et
Qω =

∑
α0≤α≤α1

qα(x)(hDx)
α, 0 ≤ α ≤ α1 ≤ m− 1,

où qα est une série de Fourier aléatoire satisfaisant

qα(x) =
∑

qα,k
eikx

√
2π
, qα,k ∼ N (0, (σα,k)

2). (1.1)

Toutes nos variables aléatoires sont indépendantes. On rajoute aussi une
hypothèse de sommabilité sur les variances.

William Bordeaux Montrieux
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Hypothèse 1.2 • Pour tout α, σα,k ≤ C〈k〉−ρ, ρ > 1,
• σα1,k ≥ 1

C
〈k〉−ρ.

Sous ces hypothèses, Qω est presque sûrement borné comme opérateur de
D(P ) → L2.

Nous introduisons l’ensemble Λ(p) des points z qui vérifient {p, p̄}(ρ) 6= 0
si ρ ∈ p−1(z), nous avons donc

Λ(p) = p(T ∗S1) \ {z, ∃ρ ∈ T ∗S1 avec p(ρ) = z, {p, p̄}(ρ) = 0}. (1.2)

Nous pouvons montrer que pour tout point z de Λ(p) nous avons

p−1(z) = {ρj
+(z), ρj

−(z); j = 1, . . . , β(z)}, ± 1

2i
{p, p̄}(ρ±) > 0, (1.3)

où β(z) est constant sur chaque composante connexe de Λ(p).
On rajoute aussi des hypothèses additionnelles.

Hypothèse 1.3 Pour tout z appartenant à Γ b Λ(p), on demande que

ρj
±(z) = (xj, ξj

±), et xj 6= xk, j 6= k.

L’opérateur perturbé aléatoirement est noté

Pδ := P − δQω. (1.4)

Théorème 1.4 Soit Γ b Λ(p) avec ∂Γ lisse. Soit N0 > 0 et ε > 0. Il existe

C > 0 tel que si hN0 ≤ δ ≤ h(ρ+ε+ 1
4
)β+1, nous avons avec une probabilité

≥ 1− C h2ε
√

h ln h−1
, que le spectre de Pδ est discret et

|#(σ(Pδ) ∩ Γ)− 1

2πh
vol p−1(Γ)| ≤ C

√
h ln(1

δ
)

h
.

La probabilité est intéressante si ε > 1/4.

On dit deux mots pour le cas matriciel : On introduit les ensembles

Σ :=
⋃

(x,ξ)∈T ∗S1

σ(p(x, ξ)), σ(p(x, ξ)) := spectre de p(x, ξ)

Φ = {z ∈ Σ; ∃ρ ∈ T ∗S1 avec z ∈ σ(p(ρ)), {qz, q̄z}(ρ) = 0}

où qz(x, ξ) = det(p(x, ξ) − z). Dans le théorème final, les domaines Γ sont
inclus dans Σ \Φ (dans le cas scalaire, on retrouve Λ(p) = Σ \Φ). vol p−1(Γ)
est alors remplacé par

∫∫
mΓ(x, ξ)dxdξ, où mΓ(x, ξ) = #(σ(p(x, ξ)) ∩ Γ).

Exp. no IV— Loi de Weyl presque sûre pour des opérateurs différentiels non-autoadjoints
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Hautes fréquences Nous considérons l’opérateur non-autoadjoint dans
L2(S1)

P =
∑
α≤m

aα(x)Dα
x , D =

1

i

∂

∂x
,

muni du domaine D(P ) := Hm, qui est l’espace de Sobolev usuel. aα est
supposé lisse.

Nous notons pm := amξ
m son symbole principal classique.

Hypothèse 1.5 P est elliptique au sens où am(x) 6= 0.

Sous cette condition, P − z : D(P ) → L2(S1) est Fredholm d’indice zéro.
Nous introduisons l’ensemble ouvert qui est un cône

Λ(pm) = p(T ∗S1) \ {z; ∃ρ ∈ T ∗S1 avec pm(ρ) = z, {pm, pm}(ρ) = 0}.

Pour tout point de Λ(pm), nous pouvons montrer que

p−1
m (z) = {ρj

+(z), ρj
−(z), j = 1, . . . , β(z)}, ±1

i
{pm, pm}(ρ±) > 0,

où β(z) est constant sur chaque composante connexe de Λ(pm).
Notre perturbation aléatoire Qω est d’ordre inférieur

Qω =
∑

α0≤α≤α1

qα(x)Dα
x 0 ≤ α0 ≤ α1 ≤ m− 1,

où qα est une série de Fourier aléatoire

qα(x) =
∑
k∈Z

qα,ke
ikx, qα,k ∼ N (0, (σα,k)

2).

Toutes les variables aléatoires sont supposées indépendantes. On ajoute deux
conditions sur les variances.

Hypothèse 1.6 Il existe C > 0 tel que
• σα,k ≤ C〈k〉−ρ, ρ > 1,
• pour tout α, σα1,k ≥ 1

C
〈k〉−ρ.

Nous rajoutons ensuite des hypothèses sur les point ρ±.

Hypothèse 1.7 Pour tout z appartenant à Λ(pm), on demande que ρj
±(z) =

(xj, ξj
±), et que xj 6= xk, j 6= k.

Nous étudions alors la distribution des grandes valeurs propres de P − Qω.
Soit 0 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤ 2π. Soit g ∈ C∞([θ1, θ2], ]0,∞[). Nous définissons un
profil conique comme étant un ensemble de la forme

Γg
θ1,θ2

= {reiθ; θ1 ≤ θ ≤ θ2, 0 ≤ r ≤ g(θ)}.

William Bordeaux Montrieux

IV–4



Théorème 1.8 Soit Γ un profil conique b Λ(pm). Si m − α1 − ρ − 3
4
> 0,

alors il existe M̃ un ensemble de mesure 1, P(M̃) = 1, tel que ∀ω ∈ M̃, le
spectre de P −Qω est discret, et on a, ∀λ > 0,

|#(σ(P −Qω) ∩ λΓ)− 1

2π
vol p−1(λΓ)| ≤ C(ω) + C̃λ1/(2m)

√
lnλ.

1.2 Idées des preuves

Problème de Grushin et stratégie de Hager [6] Nous commençons
par rappeler un lemme de constructions de quasimodes.

Lemme 1.9 P un opérateur h-pseudodifférentiel sur R, de symbole principal
p. Si ρ0 = (x0, ξ0) ∈ T ∗(R) avec

p(ρ0) = z,
1

2i
{p, p̄}(ρ0) = {Im p,Re p}(ρ0) > 0,

alors il existe une solution BKW, u normalisée, microlocalement concentrée
près de ρ, de la forme u = h−1/4a(h)χ(x − x0)e

i
h

φ(x), φ′+(x0) = ξ0, a(h) ∼
a0 + ha1 + . . . , a0 6= 0, telle que

‖(P − z)u‖ = O(h∞).

χ ∈ C∞0 (Vois(0,R)).

Pour la preuve on consultera [4].
Dans la suite P est l’opérateur h-différentiel évoqué plus haut. Soit z ∈

Γ ⊂⊂ Λ(p).
On choisit dans le lemme χ avec un support de longueur < 2π et on

identifie les intervalles de longueur < 2π à des intervalles de S1.
On note ej

+ le quasimode normalisé de P − z microlocalement concentré
près de ρj

+, et ej
− le quasimode normalisé de (P − z)∗ microlocalement

concentré près de ρj
−.

Comme dans [6], nous allons poser un problème de Grushin. Si nous
définissons R+ : Hm

sc → Cβ, R− : Cβ → L2, par (R+u)j = (u|ej
+), R−u− =∑

j u
j
−e

j
−, alors

P =

(
P − z R−
R+ 0

)
: Hm

sc × Cβ → L2 × Cβ

est bijectif d’inverse

E =

(
E E+

E− E−+

)
=

(
E F+

G− 0

)
+O(h∞),

où

Exp. no IV— Loi de Weyl presque sûre pour des opérateurs différentiels non-autoadjoints
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– (G−v)j = (u|ej
−),

– F+u+ =
∑

j v
j
+e

j
+, et ‖E‖L2→H1

sc
= O( 1√

h
).

Nous travaillons sous les hypothèses du théorème 1.4.
Considérons maintenant l’opérateur perturbé.

Lemme 1.10 Il existe C > 0 tel que pour tout 0 < h� 1 nous avons

P(‖Q‖Hm
sc
≤ 1/

√
h) ≥ 1− Ce−1/(Ch).

Si la norme de la perturbation δQω est �
√
h, (soit ‖δQω‖Hm

sc
�
√
h) la

matrice de Grushin perturbée

Pδ =

(
P − z + δQω R−

R+ 0

)
,

a un inverse borné

Eδ = E
(

1− δ

(
QE QE+

0 0

))−1

=

(
Eδ Eδ

+

Eδ
− Eδ

−+

)
et nous avons des séries de Neumann pour les différentes entrées, en particu-
lier,

Eδ
−+ = E−+ + δE−QE+ + δ2E−QEQE+ + . . . .

Et nous obtenons que

z ∈ σ(Pδ) ⇐⇒ detEδ
−+(z) = 0.

Proposition 1.11 Nous avons

∂z̄ detE−+(z) + f(z) detE−+(z) = 0, (1.5)

où f(z) := f+(z) + f−(z),

f+(z) = tr((∂z̄R+)E+), f−(z) = tr(E−∂z̄R−). (1.6)

Donc

∂z̄(e
F (z)/hE−+(z)) = 0 si

1

h
∂z̄F (z) = f(z). (1.7)

De plus nous avons

1

h
(∆ ReF (z))dRe z∧d Im z =

1

h

∑
1≤j≤β

(dξj
−∧dx

j
−−dξ

j
+∧dx

j
+)+O(1). (1.8)

William Bordeaux Montrieux
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Preuve. Pour la démonstration, nous suivons le cours de J. Sjöstrand [12]
(Séville ou Xedp) qui est une variante de celle de Hager [6] ou de l’auteur [1].
(1.5) et (1.6) suit de ∂z̄E + E(∂z̄P)E = 0. Nous avons

f+(z) =
∑

1≤j≤β

〈ej
+, ∂ze

j
+〉+O(h∞).

Utilisant le fait que e+ est comme une gaussienne, avec un maximum au
point x+(z), nous pouvons appliquer une variante de la phase stationnaire
pour avoir

〈ej
+, ∂ze

j
+〉 = − i

h
(∂zφ

j
+)(xj

+(z), z) +O(1),

φ+ a été introduit au lemme 1.9. Utilisant que φ(x+(z), z) = 0, φ′x(x+(z), z) =
ξ+(z), et après avoir appliquer ∂z à φ(x+(z), z) = 0 nous obtenons que
(∂zφ)(x+(z), z) = −ξ+∂zx+(z). De p(x+(z), ξ+(z)) = z nous en tirons que

∂z̄x+ =
p′ξ

{p, p̄}
(ρ+), ∂z̄ξ+ =

−p′x
{p, p̄}

(ρ+).

Nous avons un résultat analogue pour f− (1.6). Ce qui donne

1

h
(∆ ReF (z)) = Re 4∂zf =

2

h

∑
1≤j≤β

(
1

1
i
{p, p̄}(ρj

+)
− 1

1
i
{p, p̄}(ρj

−)
) +O(1).

(1.9)
En écrivant z = Re z + i Im z, nous avons

dξ+ ∧ dx+ =
−2

1
i
{p, p̄}(ρ+)

dRe z ∧ d Im z.

On a aussi un résultat similaire avec dξ− ∧ dx−. �

Comme pour detE−+ nous avons l’équation (1.5) pour detEδ
−+

∂z̄ detEδ
−+(z) + f δ(z) detEδ

−+(z) = 0, (1.10)

où

f δ(z) = f(z) +O(
δ

h2
).

Aussi 1
h
∂z̄F

δ(z) = f δ(z), avec F δ = F + O( δ
h
). On a finalement trouvé une

fonction holomorphe eF δ/h detEδ
−+ avec les mêmes zéros que Eδ

−+.On termine
comme chez Hager [6].

Proposition 1.12 Avec une probabilité ≥ 1− Ce−1/(Ch), nous avons

ln |uδ| ≤
1

h
(ReF (z)), ∀z ∈ Γ; uδ := eF δ/h detEδ

−+. (1.11)

Exp. no IV— Loi de Weyl presque sûre pour des opérateurs différentiels non-autoadjoints
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Soit ε > 0. Supposons hN0 ≤ δ ≤ h(ρ+ε+ 1
4
)β+1. Nous avons, pour chaque z

dans Γ, avec une probabilité ≥ 1− Ch2ε,

ln |uδ| ≥
1

h
(ReF (z)− Ch ln((hδ)−1). (1.12)

Pour avoir le théorème 1.4, nous appliquons ensuite un résultat de comptage
de zéros de fonctions holomorphes : proposition 1.8.1 [7].

L’idée principale derrière (1.12) est de montrer avec une grande probabi-
lité que E−QωE+ est dominant dans l’expression Eδ

−+. On peut alors écrire
detEδ

−+ sous la forme

detEδ
−+ = δβ

∏
j

〈Qej
+, e

j
−〉+O(

δβ+1

hβ/2h
).

On remarque ensuite que 〈Qe+, e−〉 peut être écrit comme une somme de
variables gaussiennes centrées indépendantes : 〈Qe+, e−〉 ∼ N (0, σ2). Appli-
quant la formule standard pour la variance de somme de gaussiennes, nous
obtenons pour la variance σ2

σ2 =
∑
α,k

(σα,k)
2|〈ek(hDx)

αe+, e−〉|2,

où ek := eikx/
√

2π. On peut montrer que σ2 � h2ρ−1/2.

Hautes fréquences Nous faisons maintenant les hypothèses du théorème
1.8.

On introduit l’ensemble

Λ(pm) c Γr1,r2 = {reiθ; θ1 ≤ θ ≤ θ2, r1 ≤ r ≤ r2}

pour 0 ≤ θ1 < θ2 ≤ 2π et 0 < r1 < r2 < ∞. On donne ici les idées de la
preuve de notre théorème pour des profils coniques de la forme Γ0,λ.

Nous souhaitons compter les valeurs propres de P −Qω dans Γ1,λ quand
λ→∞.
Soit k(λ) le plus grand entier k pour lequel 2k ≤ λ, et décomposons Γ1,λ sous
la forme suivante

Γ1,λ = (

k(λ)−1⋃
0

Γ2k,2k+1) ∪ Γ2k(λ),λ.

On commence par compter les valeurs propres de P − Qω dans Γ2k,2k+1 . Si
on définit h par hm2k = 1 (réduction semiclassique), on a

#(σ(P −Q) ∩ Γ2k,2k+1) = #(σ(hm(P −Q)) ∩ Γ1,2)

1

2π
vol p−1

m (Γ2k,2k+1) =
1

2πh
vol p−1

m (Γ1,2),

William Bordeaux Montrieux
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On rappelle que pm est le symbole principal classique de P.
Nous pouvons ensuite appliquer les résultats du cas semiclassique. Alors,

si m−α1− ρ− 3
4
> 0, avec une probabilité ≥ 1− εk, (εk → 0 quand k →∞,

et vérifiant
∑
εk <∞) nous avons

|#(σ(P −Q) ∩ Γ2k,2k+1)− 1

2π
vol p−1

m (Γ2k,2k+1)| ≤ C2k/(2m)O(k). (1.13)

Similairement, avec une probabilité ≥ 1 − εk(λ), nous avons simultanément

pour tout λ̃ ∈ [λ, 2λ[

|#(σ(P −Q) ∩ Γ2k(λ),λ̃)−
1

2π
vol p−1

m (Γ2k(λ),λ̃)| ≤ Cλ1/(2m)
√

lnλ. (1.14)

Pour avoir (1.14), il est important que le théorème 1.4 soit aussi vérifié uni-
formément pour une famille de domaine Γ. Puisque la somme

∑+∞
0 εk est

finie, le lemme de Borel-Cantelli implique que, presque sûrement ; il existe
un entier k(ω) tel que pour tout λ ≥ 2k(ω), nous avons

|#(σ(P −Q) ∩ Γ2k(ω),λ)−
1

2π
vol p−1

m (Γ2k(ω),λ))| ≤ C̃λ1/(2m)
√

lnλ. (1.15)

Ce qui implique le théorème principal, puisque le spectre de P − Qω est
presque sûrement discret.

2 Estimations de résolvante

Une question intéressante est d’étudier la norme d’opérateur, P, h-pseudo-
différentiel non-autoadjoint. Nous savons qu’en général, nous avons un qua-
simode lorsque le paramètre spectral se promène dans l’intérieur de l’image
du symbole principal, dans le sens suivant : Il existe une famille de fonctions
u(h) ∈ C∞0 (Rn) normalisées dans L2 telles que ‖(P − z)u(h)‖L2 = O(h∞),
impliquant que

‖(P − z)−1‖ ≥ 1

CNhN

(en adoptant la convention que la ‖(P − z)‖ = ∞ si z appartient au spectre
de P ). Une autre question est donc de comprendre ce qui se passe quand z est
proche du bord de l’image du symbole. N. Dencker, J. Sjöstrand, M. Zworski
[4] ont montré pour certain point du bord, la résolvante à une croissance
1/h(k/k+1) dans des disques de rayon O(h(k/k+1)), centrés en certain point du
bord, où k ∈ 2, 4, . . .. Nous améliorons ce résulat dans le cas k = 2 pour
un opérateur modèle hDx + g(x) où g ∈ C∞(S1). La clé principale réside
dans la construction de quasimode très près du point du bord. Certaines
généralisations ont été ensuite obtenues par J. Sjöstrand [11]. On citera aussi
J. Martinet [10] et Almog-Helffer-Pan [9].

Exp. no IV— Loi de Weyl presque sûre pour des opérateurs différentiels non-autoadjoints
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2.1 Résultat

Nous considérons l’opérateur modèle non-autoadjoint, étudié par M. Ha-
ger [5], dans L2(S1) :

P = hDx + g(x), h ∈ (0, 1], Dx =
1

i

∂

∂x
,

muni du domaine H1
sc(S

1) := {u ∈ L2(S1); ‖u‖ + ‖hDxu‖ < +∞}. Nous
imposons :

Hypothèse 2.1 Im g′ 6= 0, sauf en deux points critiques deux S1, a et b, tels
que, pour tout point x du cercle,

Img(a) ≤ Im g(x) ≤ Im g(b).

Nous imposons Im g′′(a) > 0, c’est à dire que p est de type fini d’ordre 2
au sens de [4], sur la partie de ∂Σ donnée par Im z = Im g(a), où Σ =
{Im g(a) ≤ Im z ≤ Im g(b)}.

Pour simplifier, nous avons pris a = 0, Im g(a) = 0 et Im g(b) > 1. Le spectre

est discret et porté par la droite d’équation Im z = 1
2π

∫ 2π

0
Im g(x)dx.

Dans ces conditions, pour tout z dans l’intérieur de Σ, il existe ρ± =
(x±, ξ±) tels que

ρ±(z) ∈ p−1(z), ± 1

2i
{p, p̄} = ∓ Im g′(x±) > 0.

Proposition 2.2 Soit P = hDx+g(x) comme ci-dessus. Soit K un compact

contenu dans {z ∈ C; Im z < 1
2π

∫ 2π

0
Im g(x)dx}. Nous avons les assertions

suivantes :
i) ([4]) Il existe C̃ > 0 et C > 0 tel que

∀z ∈ K avec Im z ≤ h2/3/C, ‖(P − z)−1‖ ≤ C̃h−2/3.

ii) Pour tout z de K, vérifiant Im z � h2/3, nous avons la résolvante qui
satisfait

‖(P − z)−1‖ ≤ 1√
h(Im z)1/4

O(1)eC
(Im z)3/2

2 .

2.2 Idée de la preuve

On restreint notre étude au cas : h2/3 � Im z � 1. Nous notons e+, e− les
quasimodes respectifs de P−z et (P−z)∗. Comme dans la section précédente,
grâce à l’existence de quasimodes, nous allons pouvoir formuler un problème
de Grushin.
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Nous restreignons le paramètre spectral z à un domaine compact Kh

inclus dans Σ, disjoint et situé en dessous de la droite contenant le spectre,
et tel que Im z vérifie Im z � h2/3. On remarque alors que les points x+(z)
et x−(z) vont se rapprocher lorsque Im z → 0. Nous avons, en effet,

x−(z)− x+(z) � (Im z)1/2.

Remarque 2.3 On identifiera fréquemment les intervalles de R de longueur
< 2π à des intervalles de S1.

On peut trouver des intervalles J+ et J− tels que

x±(Kh) ⊂ J±, dist(J+, J−) >
1

C
h1/3.

On pose I± = S1 \ J∓, de plus nous notons I+ = (a+, b+), a+ < 0 peut
être choisi indépendant de h tandis que b+ > 0 est d’ordre ' h1/3, et I− =
(b−, a−), avec a− > 0 indépendant de h, et 0 > b− ' −h1/3.

Considérons sur I+, la fonction

e+ := c+(z, h)e
− i

h

R x
x+

(g(y)−z)dy
= c+e

i
h

ϕ+ . (2.1)

Lemme 2.4 On désigne par e+ ∈ H1
sc(I+) la solution normalisée dans

L2(I+) de (P − z)e+ = 0 sur I+. Nous avons la représentation asymptotique
suivante pour h2/3 � Im z � 1,

e+ ∼
(Im z)1/8

h1/4

(
cst +O(

h

(Im z)3/2
)

)
e
− i

h

R x
x+

(g(y)−z)dy
.

En fait, de manière plus précise, nous avons

e+ ∼
φ′′+(x+)1/4

(πh)1/4

(
1 +O

(
h

x3
+

))
e
− i

h

R x
x+

(g(y)−z)dy
. (2.2)

Rappelons que,

x+ � Im z1/2 et φ+(x) := Imϕ+(x), φ′′+(x+) � |x+| � Im z1/2.

De manière analogue nous avons :

Lemme 2.5 On désigne par H1
sc(I−) 3 e− = c−e

i
h

ϕ− la solution normalisée
dans L2(I−) de (P − z)∗e− = 0 sur I−. e− admet la représentation asympto-
tique suivante pour h→ 0 et h2/3 � Im z → 0,

e− ∼
(Im z)1/8

h1/4

(
cst +O(

h

(Im z)3/2
)

)
e
− i

h

R x
x−

(g(y)−z) dy
.

De manière précise, on a une formule équivalente à (2.2).
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La preuve de ces lemmes résultera du même changement de variable que
l’on fera plus loin, combiné avec le lemme de la phase stationnaire (voir ci
après). Dans le cas de la phase ϕ+, on obtient∫

e−
2
h

Im ϕ+χ+dx ∼
(πh)1/2

(Imϕ′′+(x+))1/2

(
1 +O

(
h

x3
+

))
, (2.3)

où χ+ est une troncature sur I+.

Proposition 2.6 (Phase stationnaire) 1) Soit a ∈ C∞0 (R). Supposons
que 0 ∈ K = supp(a) et

ϕ(0) = ϕ′(0) = 0, ϕ′′(0) 6= 0, Imϕ ≥ 0.

Supposons en plus que ϕ′(x) 6= 0 sur K − {0}. Posons g(x) = ϕ(x) −
ϕ′′(0)x2/2. Alors, nous avons le développement asymptotique explicite,
lorsque h tend vers zéro ∫

R
eiϕ(x)/ha(x)dx ∼(

2πih

ϕ′′(0)

) 1
2 ∑

k≥0

∑
`≥0

(
h

2iϕ′′(0)

)k
1

`!

1

k!

d2k

dx2k
((i/h)`g`a)(0). (2.4)

En particulier, nous voyons que le premier terme est

(2πih)1/2ϕ′′(0)−1/2a(0)

et que le second est

√
2π

2

(
ih

ϕ′′(0)

)3/2 (
c0a

′′(0) + c1a
′(0)(

ϕ′′′(0)

ϕ′′(0)
)

+ a(0)(c3
ϕ′′′′(0)

ϕ′′(0)
+ c4

ϕ′′′(0)2

ϕ′′(0)2
)

)
, 2.8 (2.5)

pour certains cj. 2) On impose maintenant que x0 =: α� 1. Supposons que
x0 ∈ K = supp(a) et

ϕ(x0) = ϕ′(x0) = 0, ϕ′′(x0) 6= 0, Imϕ ≥ 0, (2.6)

h� α3 � 1, Imϕ′′(α) ∼ Cα.

Supposons en outre que ϕ′(x) 6= 0 sur K − {x0}. Alors, on a la formule
suivante lorsque h� α3 � 1∫

R
eiϕ(x)/ha(x)dx ∼ (2πih)1/2

(ϕ′′+(x+))1/2
(1 +O(

h

α3
)). (2.7)
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Pour une preuve de 1) on pourra consulter [13] p.36. Pour 2) (on considère
pour simplifier le cas imginaire, c’est-à-dire Reϕ = 0), après un changement
de variable linéaire, on se ramène au cas où

ϕ(0) = ϕ′(0) = 0, ϕ′′(0) = Cα.

Donc φ(x) = C0αx
2 + O(x3) dans la limite quand x tend vers zéro. Sans

perte de généralité, on suppose que φ(x) = C0αx
2 + C1x

3. Un changement
de variable αy = x donne∫

R
eiϕ(x)/ha(x+ x0)dx =

∫
eC0

iα
h

x2+C1
1
h

x3

a(x+ x0)dx

= α

∫
e

iα3

h
(C0x2+C1x3)a(αx+ x0))dx.

Donc, h� α3 � 1, l’intégrale au dessus admet un développement asympto-
tique.

On remarquera que le terme O( h
α3 ) dans (2.7) provient en fait du dernier

terme dans (2.8) : ϕ′′′(0)2

ϕ′′(0)2
. �

Problème de Grushin

Proposition 2.7 Pour v ∈ L2(I+), v+ ∈ C, le problème de Cauchy (P −
z)u = v, u(x+) = 0, admet la solution unique u = F̃ v avec

‖F̃‖L2(I+)→H1
sc(I+) ≤

C√
h (Im z)1/4

. (2.8)

Nous allons donner une intuition de l’estimation (2.8) avec la “fausse” preuve
suivante. Considérons l’opérateur Q = hDx + ix2 on sait que la solution du
problème de Cauchy admet une unique solution telle que ‖F‖ ≤ 1/

√
h (voir

Hager [6]). Le changement de variable y =
√

Im z x (ici x+(z) = −
√

Im z)
nous permet d’identifer Q− z avec (Im z)Q0, où Q0 vérifie

h

Im z3/2
Dx + ix2 − Re z

Im z
− i.

Donc, si h2/3 � Im z, le problème de Cauchy de Q admet une solution unique
telle que

‖F‖ ≤ C(Im z)3/4

√
h Im z

=
C√

h(Im z)1/4
. �

Soit χ± ∈ C∞0 (I±) avec χ± = 1 sur J± tels que suppχ+ ∩ suppχ− = ∅.
Il est clair que les troncatures χ± dépendent de Im z, et par conséquent

de h. Etant donné que la distance qui sépare J± de l’origine est de l’ordre de
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h1/3, les troncatures χ± peuvent être choisies de telle sorte qu’au voisinage
de 0 nous avons supp(χ+) ⊂ (−C, 0) et supp(χ−) ⊂ (0, C), avec

|χ(n)
± | = O(h−n/3). (2.9)

Nous définissons l’opérateur R+ : L2(I+) → C par

R+u := 〈u, χ+e+〉 =

∫
I+

u(x)χ+e+(x)dx. (2.10)

Corollaire 2.8 Pour v ∈ L2(I+), v+ ∈ C le problème{
(P − z)u = v
R+u = v+

(2.11)

admet la solution unique

u = Fv + F+v+ ∈ H1
sc(I+)

où

F+v+ :=
1

〈e+, χ+e+〉
v+e+ =:

1

D+

v+e+, Fv = (1− F+R+)F̃ v. (2.12)

De plus,

‖F‖L2(I+)→H1
sc(I+) ≤

C√
h (Im z)1/4

, ‖F+‖C→H1
sc(I+) = O(1). (2.13)

Près de x− la situation de (P − z)∗ est analogue à (P − z) pour x+. On
procède comme dans la proposition 2.7 et en se référant au lemme 1.2.3 de
[7] pour montrer :

Proposition 2.9 Pour v ∈ L2
comp(I−) le problème

(P − z)u+R−u− = v

où
R−u− := u−χ−e−, u− ∈ C

admet la solution unique (u, u−) ∈ H1
sc, comp(I−)× C

u = Gv, u− = G−v.

où

G−v :=
1

〈χ−e−, e−〉
〈v, e−〉 =

1

D−
〈v, e−〉.
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De plus, en tant qu’opérateur L2
comp(I−) → H1

comp(I−),

‖G‖L2→H1
sc
≤ C√

h (Im z)1/4

et en tant qu’opérateur L2
comp(I−) → C,

‖G−‖L2→C = O(1).

On reproduit les arguments de la section “1.2.3 Inverse global” de [7] pour
construire un inverse à droite.

Nous choisissons une partition de l’unité ψ± ∈ C∞0 (I±), telle que χ± ≺ ψ±,
où ψ ≺ φ signifie

supp (ψ) ∩ supp (1− φ) = ∅.

Proposition 2.10 Pour tout z ∈ Kh.

P =

(
P − z R−
R+ 0

)
est inversible d’inverse

E =

(
E E+

E− E−+

)
où

E = G

(
ψ− +

h

i
χ′−Fψ+

)
+ (1− χ−)Fψ+ (2.14)

E+ = (1− χ−)F+ +G
h

i
χ′−F+

E− = G−(ψ− +
h

i
χ′−Fψ+)

E−+ = G−
h

i
χ′−F+ = − h

iD−D+

〈χ′−e+, e−〉.

Les normes vérifient

‖E‖L2→H1
sc

= O(
1√

h (Im z)1/4
), ‖E+‖ = O(1), ‖E−‖ = O(1), (2.15)

‖E−+‖ = O
(√

h (Im z)1/4e−
(Im z)3/2

Ch

)
. (2.16)
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Preuve. Pour (2.14), ce n’est autre que la proposition 1.2.4, [7], pour laquelle
on a reproduit les arguments. Nous avons donc

E−+ =− hc+c̄−
iD+D−

(

∫
I+∩I−

χ′−e
i
h

R x+
x−

(g(y)−z) dy
dx

+

∫
(I++2π)∩I−

χ′−e
− i

h

R x−
x++2π(g(y)−z) dy

dx),

=− hc+c̄−
iD+D−

(e
i
h

R x+
x−

(g(y)−z) dy − e
− i

h

R x−
x++2π(g(y)−z) dy

), (2.17)

puisque l’intégrale sur χ′− donne 1 sur I+ ∩ I− et 1 sur (I+ + 2π) ∩ I−. �

Pour avoir le théorème 2.2, il suffit de remarquer que (P − z)−1 s’écrit sous
la forme E − E+E

−1
−+E−.

3 Complément par rapport à l’exposé oral

Pour donner un texte relativement compact, nous n’avons pas abordé
les estimations de résolvante après perturbations aléatoires. Nous souhaitons
nous en servir dans des problèmes d’évolution avec déformation de contour.

Deuxièmement, de l’expression exacte de E−+ (proposition 2.10) et des
asymptotiques des quasimodes e+, e− (lemmes 2.4 et 2.5) découle, en fait,
directement une estimation de résolvante qui précise l’estimation déjà obte-
nue, proposition 2.2. On espère qu’une telle formule peut se maintenir dans
des cas plus généraux. Cette dernière (proposition 3.1 ii) a été obtenue après
l’exposé oral de l’auteur.

Proposition 3.1 Soit P = hDx + g(x) comme ci-dessus. Soit K contenu

dans {z ∈ C; Im z < 1
2π

∫ 2π

0
Im g(x)dx}. Nous avons les assertions suivantes :

i) ([4]) Il existe C̃ > 0 et C > 0 tel que

∀z ∈ K avec Im z ≤ h2/3/C, ‖(P − z)−1‖ ≤ C̃h−2/3.

ii) Pour tout z de K, vérifiant Im z � h2/3, nous avons l’estimation

‖(P − z)−1‖ ∼
√
π exp( 1

h
Im `0(z))

h1/2( 1
2i
{p, p̄}(ρ+))

1
4 ( 1

2i
{p̄, p}(ρ−))

1
4

(1 +O(h̃)) (3.1)

+O(
1√

h Im z1/4
),

où h̃ � h
Im z3/2 , et `0 est défini par

`0 =

∫ x+

x−

(g(x)− z)dx =

∫ x+

x−

ξ dx, (3.2)

ξ + g − z = 0, (x, ξ) ∈ p−1(z).
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Preuve. Pour démontrer le point ii), il faut remarquer que le second membre
de (2.17) est exponentiellement petit, ensuite que D+D− = 1 + O(h̃∞), et
que c+ est donné par

c+ =
φ′′+(x+)1/4

(πh)1/4
(1 +O(h̃)), φ′′+(x+) = Im g′+(x+),

=
(−1

2i
{p, p̄}(ρ+))

1
4

(πh)1/4
(1 +O(h̃)).

On a une formule similaire pour c−. Donc

E−1
−+ ∼

√
πe

1
h

Im `0(z)

h1/2φ′′+(x+)1/4φ′′−(x−)1/4
(1 +O(h̃)). (3.3)

Enfin, E+E
−1
−+E− s’écrit aussi (E−1

−+)E+E− (E−1
−+ est scalaire) où ‖E+E−‖ =

1 +O(e−C/h̃). �
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