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Solutions globales d’énergie infinie pour l’équation des ondes

critique

Pierre Germain

Abstract

Nous considérons dans cet article l’équation des ondes semilinéaire critique

(NLW )2∗−1






�u+ |u|2∗−2u = 0
u|t=0 = u0

∂tu|t=0 = u1 ,

posée dans tout l’espace R
d, avec 2∗ = 2d

d−2
· Shatah et Struwe [31] ont prouvé que

si les données initiales sont d’énergie finie, c’est à dire si (u0, u1) ∈ Ḣ1 × L2, alors
il existe une solution globale. Planchon [22] a montré que c’est aussi le cas pour
certaines données initiales d’énergie infinie : il suffit que les données initiales soient
de norme petite dans Ḃ1

2,∞ × Ḃ0

2,∞. Nous construisons ici des solutions globales de
(NLW )2∗−1 pour des données initiales d’énergie infinie arbitrairement grandes, en
utilisant deux méthodes qui reviennent à interpoler entre solutions d’énergie finie et
solutions d’énergie infinie : la méthode de Bourgain et la méthode de Calderón. Ces
deux méthodes donnent des résultats complémentaires.

Cet article est consacré à l’étude d’équations d’onde semi-linéaires, du type

(NLW )p





�u+ |u|p−1u = 0
u|t=0 = u0

∂tu|t=0 = u1 ,

Avant de présenter et de prouver les théorèmes obtenus dans le cas critique p = d+2
d−2 , nous

nous efforcerons dans la partie 1 de résumer les principaux résultats connus ayant trait à
l’existence, l’unicité, et au comportement asymptotique des solutions de (NLW )p.

1 Principaux résultats connus sur (NLW )p

1.1 Solutions faibles

Existence

Commençons par rappeler la définition de l’énergie de u : on pose

(1) E(u, t) =
1

2
‖∇u(t, ·)‖2

2 +
1

2
‖∂tu(t, ·)‖2

2 +
1

p+ 1
‖u(t, ·)‖p+1

p+1 .

En multipliant (NLW )p par ∂tu puis en intégrant en espace, on obtient facilement qu’une
solution C∞ de (NLW )p décroissant rapidement pour |x| → ∞ vérifie

E(u, t) = E(u, 0) ∀t ∈ R .
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Cette propriété de conservation de l’énergie permet d’utiliser un argument de compacité
(notons que ce ne serait pas le cas si on choisissait une non-linéarité de signe opposé, c’est
à dire −|u|p−1u au lieu de |u|p−1u) et de prouver le théorème suivant.

Théorème 1.1 (Segal [27], voir aussi Shatah et Struwe [31]) Soit p > 1. Pour des
données initiales (u0, u1) ∈ (Ḣ1 ∩Lp+1)×L2, (NLW )p admet une solution u au sens des
distributions telle que u ∈ L∞(R, Ḣ1 ∩ Lp+1), ∂tu ∈ L∞(R, L2) et

∀t ∈ R , E(u, t) ≤ 1

2
‖∇u0‖2

2 +
1

2
‖u1‖2

2 +
1

p+ 1
‖u0‖p+1

p+1 .

Unicité ?

Ces solutions sont-elles uniques ? La réponse à cette question repose sur des méthodes
d’unicité fort-faible, donc sur la théorie des solutions fortes, qui va être développée dans
la suite. Mais nous donnons sans attendre jusque là quelques résultats connus en matière
d’unicité des solutions faibles.

Il est usuel dans l’étude de (NLW )p, de distinguer les cas sous-critique, critique et sur-
critique, suivant que p est inférieur, égal ou supérieur à

2∗ − 1 =
d+ 2

d− 2
·

(2∗ correspond bien sûr à l’exposant de Sobolev associé à Ḣ1). On a alors les résultats
suivants

• Pour p < 2∗ − 1, elle a été prouvée par Ginibre et Velo [11].

• Dans le cas critique, l’unicité pour d = 4, 5, 6 dans la classe C(R, Ḣ1) est due à
Planchon [23]. Toujours dans le cas critique, et pour d = 3, Struwe [36] a montré
qu’une solution faible est unique si elle est issue de données initiales (u0, u1) ∈
Ḣ2 × Ḣ1. Notons enfin le résultat récent de Masmoudi et Planchon [19], qui donne
l’unicité dans le cas où une identité locale de conservation de l’énergie est vérifiée.

• On ne sait pas si les solutions faibles sont uniques dans le cas sur-critique p > 2∗−1.

1.2 Inégalité de Strichartz

Les estimations de Strichartz (dont l’étude remonte à l’article original [34]) consistent en
des estimations sur la solution U d’une équation des ondes linéaire non-homogène :

(2)





�U = F
U|t=0 = U0

∂tU|t=0 = U1 .

Si l’on note

(3) W (t)
déf
=

sin(t|D|)
|D|
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(c’est à dire de manière plus explicite F(W (t)f)(ξ) =
sin(t|ξ|)

|ξ| F(f)(ξ), où F est la

transformée de Fourier), la formule de Duhamel permet de réécrire sous forme intégrale
l’équation ci-dessus :

(4) ∀t ∈ R , U(t) = Ẇ (t)U0 +W (t)U1 +

∫ t

0
W (t− s)F (s) ds .

Le théorème qui suit regroupe les estimations de Strichartz pour léquation des ondes ;
nous notons LqLr pour Lq(R, Lr(Rd)), c’est à dire

‖u(t, x)‖LqLr =

(∫

R

(∫

Rd

|u(t, x)|r dx
)q/r

dt

)1/q

.

Théorème 1.2 (Ginibre et Velo [10], Keel et Tao [15]) Supposons d ≥ 3, et don-
nons-nous j ∈ Z.
Si U0(x) et U1(x) sont deux fonctions de R

d dont les transformées de Fourier sont sup-
portées dans la couronne {2j ≤ |ξ| ≤ 2j+2}, alors la solution U de

(5)





�U = 0
U|t=0 = U0

∂tU|t=0 = U1

vérifie

‖U‖LqLr + 2−j‖∂tU‖LqLr ≤ C2
j
“
− 1

q
− d

r
+ d

2

”

(‖U0‖2 + 2−j‖U1‖2) ,

si

(6) q ≥ 2 , (q, r, d) 6= (2,∞, 3) et
1

q
+
d− 1

2r
≤ d− 1

4
·

Si d’autre part F (t, x) est une fonction de R × R
d dont le support de la transformée de

Fourier (en x) est inclus dans {2j ≤ |ξ| ≤ 2j+2}, et si U est la solution de





�U = F
U|t=0 = 0

∂tU|t=0 = 0 ,

alors on a

‖U‖LqLr + 2−j‖∂tU‖LqLr ≤ C2
j
“
− d

r
− d

er
− 1

q
− 1

eq
+d−1

”

‖F‖Leq′Ler′

dès que les couples (q, r) et (q̃, r̃) vérifient (6), en notant (q̃′, r̃′) pour les exposants con-
jugués de (q̃, r̃).

Du fait des hypothèses faites sur les supports des transformées de Fourier de F , U0 et U1, le
théorème ci-dessus n’est pas utilisable tel quel dans les applications, mais il est très facile
d’en tirer des estimations pour des normes d’espaces fonctionnels usuels (par exemple
à l’aide de la théorie de Littlewood-Paley). Nous en déduirons ainsi dans la suite une
estimation de u pour des normes de Besov ; nous nous bornons ici à donner un exemple
plus simple.
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Corollaire 1.1 Soit U la solution de (5) ; on ne fait plus d’hypothèse de type localisation
en fréquence. On dispose alors de l’estimation suivante

‖U‖LqLr ≤ C
(
‖U0‖Ḣγ + ‖U1‖Ḣγ−1

)
,

si q et r vérifient (6) et si

γ =
d

2
− d

r
− 1

q
·

1.3 Solutions fortes d’énergie finie

Nous avons défini en (1) l’énergie d’une solution de (NLW )p. Comme nous l’avons dit,
c’est une quantité conservée par l’équation au cours du temps, aussi est-il naturel de tirer
parti de cette estimation a priori pour obtenir des résultats d’existence globale de solutions
fortes.

Le cas sous-critique p < 2∗ − 1

C’est Jörgens [13] qui, en 1961, initia l’étude de (NLW )p, en prouvant, dans le cas d = 3,
p < 3, et pour des données initiales de classe C3, l’existence d’une solution globale de
(NLW )p. Jörgens n’utilise pas d’estimations de Strichartz (elles étaient inconnues alors),
mais tire parti de la forme particulière de la solution fondamentale de l’équation des ondes
en dimension 3. Ce dernier outil permet en fait de montrer aussi l’existence globale de
solutions pour des données initiales régulières, p < 5 = 2∗ − 1, et toujours d = 3, voir
Shatah et Struwe [31], section 6.3.

Grâce aux estimations de Strichartz, Ginibre et Velo [11] ont pu traiter le cas de données
initiales d’énergie finie quelconque.

Théorème 1.3 (Ginibre et Velo [11]) Soit d ≥ 3, p < 2∗ − 1, et considérons des
données initiales (u0, u1) ∈ Ḣ1 × L2. Alors il existe une solution unique u de (NLW )p,
telle que

(u, ∂tu) ∈ C(R, Ḣ1 × L2) .

Cette solution est unique dans l’ensemble des solutions telles que (u, ∂tu) ∈ L∞(R, Ḣ1 ×
L2).

Le cas critique p = 2∗ − 1

En utilisant des techniques similaires à celles de Jörgens, Rauch a pu établir un résultat
d’existence globale pour (NLW )2∗−1, mais avec la restriction toutefois que d = 3, et que
l’énergie des données initiales soit petite.
Le cas p = 2∗ − 1 est particulièrement délicat puisque contrairement au cas sous-critique
l’énergie pourrait a priori se concentrer en un point de l’espace-temps, et rendre impossible
la prolongation d’une solution. L’hypothèse d’énergie petite de Rauch exploite le fait que
la concentration d’une quantité assez petite d’énergie ne pose en fait pas de problème.
Cependant, si l’énergie des données initiales est grande, un nouvel argument est nécessaire
pour assurer qu’il n’y a pas concentration d’énergie. Cet argument est fourni par des
estimations de Morawetz ; c’est Struwe [35] qui les emploie pour la première fois dans ce
contexte, afin de prouver l’existence globale de solutions de (NLW )2∗−1, dans le cas radial
et pour d = 3.
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Grillakis [12] a été le premier à prouver l’existence de solutions de l’équation critique
(NLW )2∗−1 pour des données initiales d’énergie quelconque. Sa preuve a été simplifiée et
généralisée par Shatah et Struwe [29] [30] [31]. Nous aboutissons finalement au théorème
suivant.

Théorème 1.4 ([31]) Soit d ≥ 3, considérons des données initiales (u0, u1) ∈ Ḣ1 × L2.
Alors le problème de Cauchy (NLW )2∗−1 admet une unique solution u telle que

(u, ∂tu) ∈ C(R, Ḣ1 × L2) ∩ Lµ
loc(R, Ḃ

1/2
µ,2 × Ḃ

−1/2
µ,2 ) ,

où µ = 2(d+1)
d−1 ·

Le théorème précédent repose sur le fait que l’énergie ne se concentre pas en un point,
c’est à dire que si T ∈ R

+,

sup
y , 0<t<T

∫

B(y,r)

(
1

2
|∇u(x, t)|2 +

1

2
|∂tu(x, t)|2 +

1

p
|u(x, t)|p

)
dx dt

r→0−→ 0 .

On peut être plus précis : le degré de concentration de l’énergie pour (NLW )2∗−1 est
mesuré par les normes de Strichartz (c’est à dire des normes espace-temps issues des
estimations de Strichartz que nous avons vues plus haut).
On dipose aussi d’un contrôle global des normes de Strichartz, en fonction de l’énergie des
données initiales. Ce résultat a été d’abord prouvé par Bahouri et Gérard [1], puis par
Nakanishi [20], qui donne une formule explicite.

Théorème 1.5 (Nakanishi [20]) Considérons des données initiales (u0, u1) ∈ Ḣ1×L2,
et notons

E = ‖u0‖Ḣ1 + ‖u1‖L2 .

Soit u la solution de (NLW )2∗−1 fournie par le théorème 1.4. Il existe alors des constantes
C > 0 et κ > 0 telles que

‖u‖Lq0 (R,Ḃ
s0
r0,2)

≤ C expEκ ,

en posant

q0 =
2(d2 + 2)

(d+ 1)(d− 2)
r0 = 2∗ s0 =

1

q0
·

Le cas sur-critique p > 2∗ − 1

Peu de choses sont connues sur les solutions d’énergie finie dans le cas critique. Notons le
résultat d’instabilité obtenu par Lebeau [17].

1.4 Solutions fortes d’énergie infinie

Le moment est venu de nous intéresser à l’homogénéité de (NLW )p. On vérifie facilement
que, si u est solution de (NLW )p avec les données initiales (u0, u1), alors, si λ est un réel
strictement positif,

(7) λ
2

p−1u(λx, λt)
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est solution de (NLW )p avec les données initiales

(8) (λ
2

p−1u0(λx), λ
2

p−1
+1u1(λx)) .

L’espace de Sobolev invariant par cette transformation (pour les données initiales) est

Ḣ
d
2
− 2

p−1 × Ḣ
d
2
− 2

p−1
−1 :

‖(λ
2

p−1u0(λ·), λ
2

p−1
+1u1(λ·))‖

Ḣ
d
2−

2
p−1 ×Ḣ

d
2−

2
p−1−1 = ‖(u0, u1)‖

Ḣ
d
2−

2
p−1 ×Ḣ

d
2−

2
p−1−1 .

C’est un phénomène courant dans l’étude des équations aux dérivées partielles que le
scaling d’une équation détermine les espaces de données initiales pour lesquels l’équation
est bien posée. Si ce principe s’applique à (NLW )p, l’équation devrait être bien posée si
(u0, u1) appartient à Ḣs × Ḣs−1 avec

s ≥ d

2
− 2

p− 1
·

Nous allons voir que cette condition s’applique pour certaines valeurs de p seulement ;
d’autres effets que le scaling doivent être pris en compte dans le cas général.

L’outil principal pour montrer des résultats d’existence locale est fourni par des estimations
de type Strichartz.
Deux exposants critiques apparaissent lors de l’étude de ce problème.

p0
déf
=





3 si d = 2
(d+ 1)2

(d− 1)2 + 4
si d > 3

et p∗
déf
=

d+ 3

d− 1
·

Lindblad et Sogge [18] ont obtenu des résulats définitifs, que nous énonçons ci-après, pour
p ≥ p0. Le cas p < p0 n’est pas totalement résolu, voir notamment [37].

Théorème 1.6 (Lindblad et Sogge [18]) Soit d ≥ 2, et p ≥ p0. Supposons que les
données initiales (u0, u1) appartiennent à Ḣs × Ḣs−1. Alors

1. Si

s ≥ s(p)
déf
=





d+ 1

4
− 1

p− 1
si p0 ≤ p ≤ p∗

d

2
− 2

p− 1
si p ≥ p∗ ,

il existe un T > 0 et une unique solution u de (NLW )p telle que

(u, ∂tu) ∈ C([0, T ], Ḣs × Ḣs−1) et u ∈ Lr([0, T ], Lq) ,

où q = (p−1)(d+1)
2 et r = q si p ≥ p∗, alors que r = 4q

(d−1)(q−2) si p0 < p ≤ p∗.

2. Si s < s(p), (NLW )p n’admet pas en général de solution locale (c’est à dire définie
sur [0, T ] × R

d, avec T > 0) pour des données initiales (u0, u1) dans Ḣs × Ḣs−1

3. Si s = s(p), p ≥ p∗, il existe ε > 0 tel que si

‖u0‖Ḣs + ‖u1‖Ḣs−1 < ε ,

on peut prendre T = ∞ dans 1.
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1.5 Interpolation entre solutions d’énergie finie et infinie

Nous venons de voir que, si p0 < p < 2∗ − 1, des solutions fortes globales d’énergie finie de
(NLW )p existent à condition que (u0, u1) appartienne à Ḣ1 × L2, alors que des solutions
fortes globales d’énergie infinie existent à condition que (u0, u1) soit de norme assez petite
dans Ḣs(p) × Ḣs(p)−1.
Pour étendre ces résultats d’existence globale Kenig, Ponce et Vega [16], puis Gallagher et
Planchon [8] ont employé des techniques d’interpolation non-linéaire entre les deux types
de solutions qui viennent d’être mentionnés.
Ces méthodes seront présentées, dans le cas particulier de l’équation des ondes critique,
dans la section 2.

Théorème 1.7 (Kenig, Ponce et Vega [16]) Supposons d = 3. Le système (NLW )p
admet une solution globale si (u0, u1) ∈ Ḣs × Ḣs−1, avec

s ≥ s̃(p)
déf
=

5p − 9

4p − 4
si 2 ≤ p ≤ 3

et

s ≥ s̃(p)
déf
=

26p − 3p2 − 39

16p − 2p2 − 14
si 3 ≤ p ≤ 5.

1.6 Solutions auto-similaires

Nous avons vu dans la section 1.4 que la transformation (7) laisse invariante les solutions
de (NLW )p à condition que les données initiales subissent la transformation (8).
Que se passe-t-il si les données initiales sont invariantes par la transformation (8) ? Fixons
pour plus de simplicité u1 = 0 ; on est alors amené à examiner le cas où

(9) u0(x) = λ
2

p−1u0(λx) .

La théorie que nous avons décrite jusqu’ici ne nous permet pas de traiter ce cas, puisque
si u0 vérifie la relation (9), il n’appartient à aucun espace de Sobolev, à moins d’être nul.
Par contre, si u0 est quelque peu régulier en dehors de 0 et satisfait (9), il appartient à

l’espace de Besov Ḃ
d
2
− 2

p−1

2,∞ (voir l’appendice pour une définition des espaces de Besov).
L’exemple le plus évident d’une telle fonction est

u0(x) =
1

|x|
2

p−1

·

L’existence de solutions de (NLW )p avec des données initiales dans des espaces de Besov
de troisième indice infini a été étudiée par Planchon [22].

Théorème 1.8 (Planchon [23]) Soit p > p∗, et considérons des données initiales

(u0, u1) ∈ Ḃs
2,∞ × Ḃs−1

2,∞

avec

s =
d

2
− 2

p− 1
·

Alors
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• Si les données initiales (u0, u1) sont dans l’adhérence de S dans Ḃs
2,∞ × Ḃs−1

2,∞, il
existe T > 0 et une solution u de (NLW )p sur [0, T ] telle que

(u, ∂tu) ∈ L∞([0, T ], Ḃs
2,∞ × Ḃs−1

2,∞) .

• Il existe ε > 0 tel que si l’on suppose

‖u0‖Ḃs
2,∞

+ ‖u1‖Ḃs−1
2,∞

≤ ε ,

il existe une solution u de (NLW )p sur R telle que

(u, ∂tu) ∈ L∞(R, Ḃs
2,∞ × Ḃs−1

2,∞) .

Ce théorème s’applique en particulier à des données initiales autosimilaires régulières en
dehors de 0, mais permet de traiter des situations bien plus générales.
Les solutions auto-similaires ont aussi été étudiées par Ribaud et Youssfi [25] [26], ainsi
que par Pecher [21].

1.7 Récapitulation

Le tableau ci-dessous reprend la plupart des résultats énoncés ci-dessus. Il recense les
résultats d’existence (locale ou globale) et d’unicité des solutions. Il se rapporte au système
(NLW )p avec des données initiales (u0, u1) appartenant à Ḣs × Ḣs−1.

Valeur de p p0 < p < p∗ p∗ ≤ p < 2∗ − 1 p = 2∗ − 1 p > 2∗ − 1

Existence d’une

solution faible

(s ≥ 1)

oui oui oui oui

Unicité de la

solution faible
oui oui oui si s ≥ 2 ?

Solution forte

locale

oui ssi

s ≥ d+1
4 − 1

p−1

oui ssi

s ≥ d
2 − 2

p−1

oui ssi

s ≥ d
2 − 2

p−1

oui ssi

s ≥ d
2 − 2

p−1

Solution forte

globale à

données petites

(d=3)

oui si

s ≥ 5p−9
4p−4

oui ssi

s ≥ d
2 − 2

p−1

oui ssi

s ≥ d
2 − 2

p−1

oui ssi

s ≥ d
2 − 2

p−1

Solution forte

globale à

données grandes

(d=3)

oui si

s ≥ 5p−9
4p−4

(d=3)

oui si

s ≥ 26p−3p2−39
16p−2p2−14

oui ssi

s ≥ 1
?

Figure 1: Un résumé des résultats énoncés ci-dessus
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1.8 Scattering et comportement asymptotique

Nous avons vu jusqu’ici quatre types de solutions globales de (NLW )p : les solutions
d’énergie finie en section 1.3, les solutions d’énergie infinie en section 1.4, les solutions
“interpolées” en section 1.5, et enfin les solutions “auto-similaires” en section 1.6.

La présente section est consacrée au comportement asymptotique de ces solutions globales.
Nous allons voir que des phénomènes très différents peuvent se produire.

Scattering

On parle de scattering (ou de diffusion) pour une solution de (NLW )p si elle se comporte à
l’infini (en temps) comme une solution de l’équation des ondes linéaires. Le scattering est
dû au caractère dispersif de l’équation des ondes, on peut l’expliquer heuristiquement de la
manière suivante : en temps très grand (|t| → ∞), la masse d’une solution u de (NLW )p
tend à se disperser dans l’espace tout entier, les interactions non-linéaires deviennent alors
négligeables, si bien que u ressemble à une solution de l’équation des ondes linéaire.

Venons-en à une formulation plus mathématique : on considère dans la suite une solution
globale u de (NLW )p avec des données initiales (u0, u1) dans un espace de Banach X.
On dit qu’il y a scattering s’il existe des opérateurs bijectifs W+ : X → X et W− : X → X
tels que

(10)
‖u(t) −W (t)W+(u0, u1)‖X

t→+∞−→ 0

‖u(t) −W (t)W−(u0, u1)‖X
t→−∞−→ 0 ,

où W est défini en (3). On peut alors définir l’opérateur de scattering

S = W+W
−1
− .

Cet opérateur mesure en quelque sorte la force de l’interaction non linéaire (en l’absence
de non-linéarité, il est égal à l’identité).

Quand y a-t-il scattering ? Commençons par le cas des solutions d’énergie finie.

Théorème 1.9 Si p ≤ 2∗ − 1, il y a scattering pour les solutions d’énergie finie de
(NLW )p : les opérateurs W+ et W− sont bien définis et bijectifs de Ḣ1×L2 dans Ḣ1×L2.
L’opérateur S est lui aussi bien défini de Ḣ1 × L2 dans Ḣ1 × L2.

Le fait qu’il y ait scattering dans le cas critique p = 2∗ − 1 découle de l’article de Bahouri
et Shatah [2], voir aussi Bahouri et Gérard [1].
Nous avons laissé de côté le cas sur-critique dans le théorème ci-dessus. On ne sait en effet
pas si des solutions globales existent à données grandes.
Cependant, il y a alors scattering pour des données petites, si l’on se place dans le cadre
des solutions d’énergie infinie.

Théorème 1.10 (Lindblad et Sogge [18]) Supposons p ≥ p∗, et soit

s = s(p) =
d

2
− 2

p− 1

Il y a scattering à données petites dans Ḣs×Ḣs−1 pour (NLW )p: les opérateurs W+, W−

sont bien définis et bijectifs d’un voisinage de 0 dans Ḣs × Ḣs−1 dans un voisinage de 0
dans Ḣs × Ḣs−1.
De même, l’opérateur S est bien défini d’un voisinage de 0 dans Ḣs × Ḣs−1 dans un
voisinage de 0 dans Ḣs × Ḣs−1.
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Explosion en temps grand (“weak turbulence”)

Intéressons-nous maintenant aux solutions “interpolées” données par le théorème 1.7.

Théorème 1.11 (Kenig, Ponce et Vega [16]) On suppose d = 3, p ∈ [2, 5[ et on
prend s = s̃(p) tel que défini dans le théorème 1.7. Alors, si les données initiales (u0, u1)
sont prises dans Ḣs × Ḣs−1, il existe par le théorème 1.7 une solution globale u.
Cette solution s’écrit

u(t) = Ẇ (t)u0 +W (t)u1 + z(t) ,

avec

sup
t∈[0,T ]

‖z(t)‖Ḣ1 ≤ CT
1−s

1−s−β

et

β =

{
p(1 − s) − 1 + (1−s)(p−1)2

5−p si 2 ≤ p ≤ 3
p−3
2 + p(1 − s) + 2(1−s)(p−1)

5−p si 3 ≤ p < 5 .

En d’autres termes, u s’écrit comme la somme d’une partie linéaire d’énergie infinie,
Ẇ (t)u0 +W (t)u1, et d’une partie non-linéaire, z(t), d’énergie finie pour tout temps, mais
explosant - éventuellement - si t→ ∞.
Notons cependant qu’en l’absence (à notre connaissance) d’une preuve du contraire, nous
ne pouvons exclure qu’il y ait scattering pour (NLW )p pour des données initiales grandes
dans Ḣs × Ḣs−1, où s = s̃(p) est défini dans le théorème 1.7.

Profil non-linéaire

L’étude du comportement asymptotique de solutions de (NLW )p dans le cas des données
initiales auto-similaires est très intéressante.

Soient u0 et u1 des fonctions auto-similaires au scaling de (NLW )p, c’est à dire telles que

u0(x) = λ
2

p−1u0(λx) et u1(x) = λ
2

p−1
+1
u1(λx) ∀λ > 0 ;

si l’on suppose de plus que (u0, u1) est petit en norme dans Ḃ
d
2
− 2

p−1

2,∞ × Ḃ
d
2
− d

p−1
−1

2,∞ , on
obtient par le théorème 1.8 une solution globale u de (NLW )p. Du fait de l’homogénéité
de (NLW )p (voir section 1.4), on a

u(x, t) = λ
2

p−1u(λx, λt) ∀λ > 0 .

Ceci implique l’existence d’un profil ψ tel que

u(x, t) =
1

t
2

p−1

ψ
(x
t

)
.

Cette dernière formule exprime le comportement asymptotique de u. Le profil ψ est
non-linéaire : il satisfait une équation aux dérivées partielles non-linéaire, voir Kavian et
Weissler [14].

Notons enfin que l’existence d’un profil asymptotique exclut toute possibilité de scattering.
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2 Résultats obtenus

Nous nous concentrons à partir de maintenant sur l’équation critique (NLW )2∗−1.
Les solutions globales connues pour cette équation sont

• Les solutions de Shatah et Struwe (voir section 1.3), qui correspondent à des données
(u0, u1) d’énergie finie, c’est à dire

(11) (u0, u1) ∈ Ḣ1 × L2 .

• Les solutions de Planchon (voir section 1.6), qui sont issues de données d’énergie
infinie petites, en d’autres termes telles que

(12) ‖u0‖Ḃ1
2,∞

+ ‖u1‖Ḃ0
2,∞

≤ ε ,

pour un certain ε > 0 ; on se reportera à l’appendice pour une définition des espaces
de Besov.

Notre but dans cet article est d’améliorer ces résultats en prouvant qu’une solution globale
existe pour des données initiales d’énergie infinie et de norme grande.
Pour parvenir à ce résultat, nous nous proposons d’interpoler entre les deux types de so-
lutions globales qui viennent d’être évoquées : celles correspondant à des données initiales
grandes et d’énergie finie (cas (11)) et celles correspondant à des données initiales petites
et d’énergie infinie (cas (12)).
Pour réaliser ce programme, deux stratégies sont envisageables. Leur point de départ est
identique : on écrit les données initiales (u0, u1) sous la forme

(u0, u1) = (v0, v1) + (w0, w1) ,

avec (v0, v1) ∈ Ḣ1 × L2 et ‖w0‖Ḃ1
2,∞

+ ‖w1‖Ḃ1
2,∞

< ε, où ε est une petite constante. On

peut alors procéder de deux façons.

• La méthode de Bourgain a été utilisée par cet auteur dans l’étude de l’équation de
Schrödinger [4] non linéaire, puis appliquée, voir ci-dessous les théorèmes 1.7 et 1.11,
par Kenig, Ponce et Vega à l’étude de l’équation des ondes. Elle consiste dans le cas
qui nous intéresse à considérer d’abord v solution de (NLW )2∗−1 pour les données
initiales (v0, v1), puis à résoudre l’équation perturbée

(13)





�w + (v + w)|v + w|2∗−2 − v|v|2∗−2 = 0
w|t=0 = w0

∂tw|t=0 = w1 .

Pour montrer que le problème de Cauchy ci-dessus admet une solution globale w,
nous aurons recours de manière répétitive à une construction de type point fixe.

Cette méthode aboutit au théorème 2.1, énoncé ci-après et prouvé dans la partie 3.

• La méthode de Calderón est en quelque sorte duale de la précédente. Elle a été intro-
duite par Calderón pour étudier l’équation de Navier-Stokes tridimensionnelle [6] ;
elle a ensuite été utilisée par Gallagher et Planchon pour obtenir des solutions glob-
ales de l’équation de Navier-Stokes bidimensionnelle [7] ainsi que de l’équation des
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ondes cubique en dimension trois [8]. Dans le cas présent, cette méthode consiste à
construire d’abord une solution globale w de (NLW )2∗−1, puis à montrer qu’il existe
une solution, locale dans un premier temps, puis globale de

(14)





�v + (v + w)|v + w|2∗−2 − w|w|2∗−2 = 0
v|t=0 = v0
∂tv|t=0 = v1 .

Pour prouver qu’il existe une solution globale v du problème de Cauchy ci-dessus, le
point-clé est l’utilisation de méthodes d’énergie.

Cette manière de procéder aboutit au théorème 2.2, dont l’énoncé suit, et qui sera
prouvé dans la partie 4.1.

Notre premier théorème garantit que (NLW )2∗−1 admet une solution globale à condition
que les données initiales (u0, u1) soient choisies dans un voisinage de Ḣ1×L2 dans Ḃ1

2,∞×
Ḃ0

2,∞.

Théorème 2.1 Soit d = 3, 4 ou 6. Il existe des constantes C > 0 et κ > 0 telles que, si
des données initiales (u0, u1) peuvent s’écrire

(u0, u1) = (v0 + w0, v1 + w1) .

avec
E = ‖v0‖Ḣ1 + ‖v1‖L2 <∞ .

et
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞
≤ C exp(− exp(Eκ)) ,

alors (NLW )2∗−1 admet une solution globale (définie pour t ∈ R).

De plus, si l’on note

(15) µ =
2(d+ 1)

d− 1
, ν =

2(d + 1)

d+ 3
, α =

µ

ν(2∗ − 1)
et

1

ρ
=
α

µ
+

1 − α

2
,

alors

w ∈ X
déf
= L̃µ/α(R, Ḃ1−α/2

ρ,∞ )

(voir l’appendice pour une définition des espaces L̃q(R, Ḃs
r,k)). Enfin, u est unique dans

l’ensemble

(16) E déf
= {u , dX(u,S) < ε1}

où ε1 > 0 est une constante universelle et

dX(u,S) = inf{‖f − u‖X , f ∈ S} .

Nous nous restreignons à d = 3, 4 ou 6 car ceci correspond à 2∗ entier ; ceci nous permet
d’éviter trop de développements techniques.
Ce théorème est prouvé dans la partie 3.

Notre second thèorème est complémentaire du premier : nous y restreignons la partie
d’énergie infinie (dans les conditions initiales) à une forme bien particulière, mais en retour,
sa norme est indépendante de la norme de la partie d’énergie finie.
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Théorème 2.2 Soit d = 4 ou 6. Il existe ε > 0 tel que le problème de Cauchy (NLW )2∗−1

admette une solution globale u à condition que les données initiales (u0, u1) puissent
s’écrire

u0(x) = v0(x) +
c0

|x| d
2
−1

et u1(x) = v1(x) +
c1

|x| d
2

,

avec (v0, v1) ∈ Ḣ1 × L2, c1 < ε et c2 < ε.
De plus, u est unique dans l’ensemble

(17) E déf
= {u , dX(u,S) < ε1}

où ε1 > 0 et les notations sont celles du théorème 2.1.

Remarquons que

x 7→ 1

|x| d
2
−1

∈ Ḃ1
2,∞ \ Ḣ1 et x 7→ 1

|x| d
2

∈ Ḃ0
2,∞ \ L2 ,

sans quoi le théorème serait sans intérêt.
Ce théorème est prouvé dans la partie 4.1.

3 Preuve du théorème 2.1

3.1 Noyau de la preuve

1. Donnons-nous v0 comme dans le théorème, et soit v la solution de (NLW )2∗−1 associée.
Pour prouver le théorème, il suffit de prouver qu’une solution globale de

(18)





�w + (v + w)|v +w|2∗−2 − v|v|2∗−2 = 0
w|t=0 = w0

∂tw|t=0 = w1

existe, puisqu’alors v + w est solution de (NLW )2∗−1 avec pour données initiales (v0 +
w0, v1 + w1).

2. L’idée de la preuve est maintenant la suivante : nous partageons la demi-droite réelle
en N intervalles [Tn, Tn + 1], avec T0 = 0 et TN = +∞.
Puis nous résolvons l’équation perturbée (18) ci-dessus successivement sur les intervalles
[Tn, Tn+1], à l’aide d’un théorème de point fixe, dans

X[Tn,Tn+1]
déf
= L̃µ/α([Tn, Tn+1], Ḃ

1−α/2
ρ,∞ ) ,

où µ, α et ρ ont été définis en (15).
L’utilisation de ce théorème de point fixe est rendue possible par la petitesse de v dans
l’espace X[Tn,Tn+1], pour Tn assez proche de Tn+1.
Il nous faudra bien sûr contrôler la norme de w(Tn) pour chaque n, afin qu’elle reste
suffisamment petite. Enfin, le point crucial est que N est bien fini. Ceci est garanti par le
théorème 1.5, qui nous donnera une majoration de la norme de v dans X[0,∞[.
Au total, nous obtiendrons ainsi une solution de (18) pour t ∈ [0,+∞[ ; comme le cas
t ∈] −∞, 0] est identique, nous obtiendrons en fait une solution de (18) définie sur R, et
le théorème sera prouvé.
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3. Nous allons appliquer le programme défini ci-dessus. Par le théorème 1.5, on a

(19) ‖v‖Lq0 Ḃ
s0
r0,2

≤ C expEκ .

avec

q0 =
2(d2 + 2)

(d+ 1)(d− 2)
r0 = 2∗ s0 =

1

q0
·

D’autre part, le théorème 1.2 implique que la solution U de (2) vérifie (on note comme
dans l’énoncé du théorème X = X]−∞,∞[)

‖U‖X ≤ ‖U‖eLµ/α(R,Ḃ
1−α/2
ρ,2 )

≤ C
(
‖U0‖Ḣ1 + ‖U1‖L2 + ‖F‖Lq1 (R,Ḃ

s1
r1,2)

)

avec

q1 =
2(d2 + 2)

(d+ 1)(d+ 2)
r1 =

2(d2 + 2)

d2 + 2d− 2
s1 =

1

q0
·

Si l’on applique cette inégalité à v solution de (NLW )2∗−1 avec les données initiales (v0, v1),
on obtient

‖v‖X ≤ ‖v‖eLµ/α(R,Ḃ
1−α/2
ρ,2 )

≤ C
(
‖v0‖Ḣ1 + ‖v1‖L2 + ‖v|v|2∗−2‖Lq1 Ḃ

s1
r1,2

)

≤ C

(
‖v0‖Ḣ1 + ‖v1‖L2 + ‖v‖2∗−1

Lq0 Ḃ
s0
r0,2

)
,

(20)

où la dernière inégalité est prouvée dans l’article de Nakanishi [20], page 34.
En combinant (19) et (20), on obtient, pour de nouvelles constantes strictement positives κ
et C,

(21) ‖v‖X ≤ C exp(Eκ) .

Donnons-nous ε > 0, auquel nous assignerons par la suite une valeur précise. Nous con-
struisons

0 = T0 < T1 < · · · < Tn < Tn+1 < · · · < TN = ∞
grâce au lemme suivant, dont la preuve sera donnée après celle du théorème.

Lemme 3.1 Soit v comme ci-dessus et ε > 0. Il existe un entier N et N + 1 réels
T0, . . . , TN tels que

0 = T0 < T1 < · · · < Tn < Tn+1 < · · · < TN = ∞

et

‖v‖X[Tn,Tn+1]
≤ ε .

De plus, on dispose de l’estimation

(22) Nα/µε ≤ C exp(Eκ) .

4. Le lemme suivant précise sous quelles conditions (18) admet une solution sur [0, T1], et
permet de majorer la norme en T1 de cette solution.
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Lemme 3.2 Soit T > 0. Il existe des constantes c0 et C0 telles que si
{

‖w0‖Ḃ1
2,∞

+ ‖w1‖Ḃ0
2,∞

≤ c0

‖v‖X[0,T ]
≤ c0

alors le problème de Cauchy (18) admet une solution w ∈ X[0,T ] telle que

‖w‖X[0,T ]
≤ C0

(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞

)

et
‖w(T )‖Ḃ1

2,∞
+ ‖∂tw(T )‖Ḃ0

2,∞
≤ C0

(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞

)
.

Nous ne prouvons pas tout de suite ce lemme, et montrons d’abord comment il permet
d’achever la preuve du théorème. On applique tout d’abord le lemme 3.1 avec ε = c0. On
obtient T0 . . . TN . Si ‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞
≤ c0, on peut utiliser le lemme 3.2, qui nous

donne une solution w ∈ X[0,T1] telle que

‖w(T1)‖Ḃ1
2,∞

+ ‖∂tw(T1)‖Ḃ0
2,∞

≤ C0

(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞

)
.

On applique alors à nouveau le lemme 3.2 au problème de Cauchy

(23)





�w + (v + w)|v +w|2∗−2 − v|v|2∗−2 = 0
w|t=T1

= w(T1)

∂tw|t=T1
= w(T1) ,

afin d’obtenir une solution sur [T1, T2].

A condition que C0

(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞

)
≤ c0, le lemme donne une solution w ∈ X[T1,T2]

telle que

‖w(T2)‖Ḃ1
2,∞

+ ‖∂tw(T2)‖Ḃ0
2,∞

≤ C2
0

(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞

)
.

En itérant ce processus, on obtient une solution w sur [0,∞[ à condition que

CN
0

(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞

)
≤ c0 .

Il découle de cette inégalité et de (22) qu’une condition suffisante pour obtenir une solu-
tion w globale est que

‖w0‖Ḃ1
2,∞

+ ‖w1‖Ḃ0
2,∞

≤ C exp (− exp (Eκ)) ,

pour des constantes C et κ indépendantes de ε et E ; ceci prouve la partie “existence” du
théorème.

5. Reste la partie “unicité”. Observons d’abord que la solution u = v+w qui vient d’être
construite appartient effectivement à l’ensemble E défini en (16). En effet, on sait par (20)

que v ∈ L̃µ/α(R, Ḃ
1−α/2
ρ,2 ). Ceci implique

(24) dX(v,S) = 0 .

D’autre part, nous allons majorer ‖w‖X[0,∞[
(une majoration de ‖w‖X s’obtient de manière

identique) ; nous utiliserons pour ce faire les temps T0, T1 . . . TN définis plus haut. Soit

an,j
déf
= 2j(1−α/2)‖∆jw‖Lµ/α([Tn−1,Tn],Lρ) .
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En utilisant l’inégalité de Minkowski, on peut écrire

‖w‖eLµ/α([0,∞[,Ḃ
1−α/2
ρ,∞ )

= sup
j∈Z

(
N∑

n=1

a
µ/α
n,j

)α/µ

≤ sup
j

N∑

n=1

an,j

≤
N∑

n=1

sup
j
an,j =

N∑

n=1

‖w‖eLµ/α([Tn−1,Tn],Ḃ
1−α/2
ρ,∞ )

.

(25)

D’autre part, on déduit du lemme 3.2 et du point 4. précédent que

(26)
N∑

n=1

‖w‖eLµ/α([Tn−1,Tn],Ḃ
1−α/2
ρ,∞ )

≤ C
(
δ + C0δ + · · · +CN

0 δ
)
≤ Cε

et cette dernière quantité est plus petite que ε1 à condition que ε soit choisi assez petit,
ce que nous pouvons supposer.
En rassemblant (24), (25) et (26), on trouve

dX(u,S) ≤ dX(v,S) + dX(w,S) ≤ ‖w‖X ≤ ε1 ,

et donc u ∈ E .

6. Montrons maintenant qu’il y a bien unicité dans E . Donnons-nous ainsi deux solutions u
et ũ issues de la même donnée initiale, en supposant bien sûr que cette donnée initiale
satisfait les conditions du théorème 2.1. Supposons par l’absurde que ces deux solutions
ne sont pas égales pour tout temps ; on peut alors supposer que 0 est le temps maximal
jusqu’auquel ces solutions sont égales.
Le lemme suivant, qui est démontré dans la section 3.2, va nous permettre de conclure

Lemme 3.3 Il existe ε > 0 et ζ > 0 tels que, si (u0, u1) sont des données initiales vérifiant

dḂ1
2,∞×Ḃ0

2,∞
((u0, u1),S)

déf
= inf{‖(u0, u1) − f‖Ḃ1

2,∞×Ḃ0
2,∞

, f ∈ S} ≤ ε ,

alors il existe T > 0 et u tels que

• u est solution de (NLW )2∗−1 sur [0,T] pour les données initiales (u0, u1),

• et pour tout t ≤ T , u est unique sur [0, t] si l’on ajoute la condition

‖u‖eLµ/α([0,t],Ḃ
1−α/2
ρ,∞ )

< ζ .

On observe alors que, si u ∈ E ,

limsup
t→0

‖u‖eLµ/α([0,t],Ḃ
1−α/2
ρ,∞ )

< ε1 .

En particulier, si ε1 < ζ (on fixe ε1 de la sorte), et pour t assez petit, on peut appliquer
le critère d’unicité du lemme ci-dessus à u et ũ. On obtient que u = ũ sur [0, t], ce qui est
absurde. Ainsi s’achève la preuve du théorème. �
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3.2 Preuves des lemmes auxiliaires

Cette section est consacrée à la preuve des lemmes 3.1, 3.2 et 3.3, que nous avons utilisés
dans la preuve du théorème 2.1.

Preuve du lemme 3.1 : Considérons tout d’abord la fonction

f : t 7→ ‖v‖eLµ/α([0,t],Ḃ
1−α/2
ρ,2 )

.

Comme v ∈ L̃µ/α([0,∞[, Ḃ
1−α/2
ρ,2 ), la fonction f est continue. Il est en outre clair qu’elle

s’annule en 0, et a pour limite ‖v‖eLµ/α([0,∞[,Ḃ
1−α/2
ρ,2 )

en +∞. Si ε est plus petit que cette

dernière quantité, on peut donc trouver T1 tel que f(T1) = ε. En itérant ce procédé, on
définit T2, T3, et ainsi de suite. Le fait que cette construction s’arrête après un certain
nombre d’itérations, ainsi que l’estimation (22) contenue dans le lemme 3.1, vient de
l’inégalité que nous allons maintenant prouver. Supposons avoir construit T1 < T2 <
· · · < TN comme nous venons de l’expliquer.

On définit comme plus haut la suite (an,j) indexée par n ∈ {1 . . . N} et j ∈ Z par

an,j
déf
= 2j(1−α/2)‖∆jv‖Lµ/α([Tn−1,Tn],Lρ) .

On a alors

(27)
N∑

n=1



∑

j∈Z

a2
n,j




1/2

=
N∑

n=1

‖v‖eLµ/α([Tn−1,Tn],Ḃ
1−α/2
ρ,2 )

≥ Nε .

Nous allons estimer le premier terme de l’équation ci-dessus en utilisant de manière répétée
l’inégalité de concavité

M∑

n=1

bβn ≤M1−β

(
M∑

n=1

bn

)β

valable si M ∈ N, b1 . . . bM sont des nombres positifs, et β ∈ [0, 1]. Ainsi,

N∑

n=1



∑

j∈Z

a2
n,j




1/2

≤
√
N




N∑

n=1

∑

j∈Z

a2
n,j




1/2

≤
√
N



∑

j∈Z

N1−2α/µ

[
N∑

n=1

a
µ/α
n,j

]2α/µ



1/2

≤ N1−α/µ



∑

j∈Z

[
N∑

n=1

a
µ/α
n,j

]2α/µ



1/2

,

(28)

où nous avons utilisé dans la deuxième inégalité le fait que 0 < 2α/µ < 1. Or

(29)



∑

j∈Z

[
N∑

n=1

a
µ/α
n,j

]2α/µ



1/2

= ‖v‖eLµ/α([T0,TN ],Ḃ
1−α/2
ρ,2 )

.
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Il découle de (27), (28) et (29) que

Nε ≤ N1−α/µ‖v‖eLµ/α([T0,TN ],Ḃ
1−α/2
ρ,2 )

,

et, joint à l’estimation (21), ceci conclut la preuve du lemme. �

Preuve du lemme 3.2 : Résoudre (18) sur [0, T ] revient à résoudre sur le même intervalle
l’équation intégrale

w(t) = Ẇ (t)w0 +W (t)w1 +

∫ t

0
W (t− s)

[
(v + w)|v + w|2∗−2(s) − v|v|2∗−2(s)

]
ds

déf
= G(w)(t) ,

(30)

voir la section 1.2. Pour η > 0, notons

Y = {w ∈ X[0,T ] , ‖w‖X[0,T ]
< η} ;

et cherchons quels sont les η > 0 tels que G stabilise Y . Nous aurons pour ce faire besoin
du lemme de produit 3.4, qui est prouvé plus bas et qui assure notamment que l’application

(31)

{
(u1, . . . , u2∗−1) 7→ u1|u2| . . . |u2∗−1|(
X[0,T ]

)2∗−1 → L̃ν([0, T ], Ḃ
1/2
ν,∞)

est continue.
Nous allons utiliser ce fait en conjonction avec le théorème 1.2, qui implique que la solu-
tion U de (2) vérifie

(32) ‖U‖X[0,T [
≤ C

(
‖U0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖U1‖Ḃ0

2,∞
+ ‖F‖eLν ([0,T ],Ḃ

1/2
ν,∞)

)
.

En notant {
δ = ‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞

ε = ‖v‖X[0,T ]
,

l’inégalité (32) jointe à (31) permet d’écrire

‖G(w)‖X[0,T ]
≤ C

(
δ + ‖(v + w)|v + w|2∗−2 − v|v|2∗−2‖eLν([0,T ],Ḃ

1/2
ν,∞)

)

≤ C

(
δ +

∥∥∥∥(2
∗ − 1)w

∫ 1

0
|v + τw|2∗−2dτ

∥∥∥∥eLν([0,T ],Ḃ
1/2
ν,∞)

)

≤ C

(
δ + (2∗ − 1)‖w‖X[0,T ]

∫ 1

0
‖v + τw‖2∗−2

X[0,T ]
dτ

)

≤ C(δ + η(η + ε)2
∗−2) .

(33)

On voit facilement que cette dernière quantité est plus petite que η (c’est à dire que G
stabilise Y ) si

(34) δ ≤ c1η , η ≤ c2 et ε ≤ c2
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(c1 et c2 sont des constantes strictement positives). Demandons-nous maintenant à quelle
condition G est contractante sur Y . Si w et w′ appartiennent à Y , on peut écrire, grâce
à (32) et au lemme 3.4,

‖G(w)−G(w′)‖X[0,T ]

=

∥∥∥∥
∫ t

0
W (t− s)

[
(v + w)|v + w|2∗−2(s) − (v + w′)|v + w′|2∗−2(s)

]
ds

∥∥∥∥
X[0,T ]

≤ C‖(v + w)|v + w|2∗−2 − (v + w)|v + w|2∗−2‖eLν([0,T ],Ḃ
1/2
ν,∞)

≤ C

∥∥∥∥(2
∗ − 1)(w − w′)

∫ 1

0
|v + w + τ(w′ − w)|2∗−2dτ

∥∥∥∥eLν([0,T ],Ḃ
1/2
ν,∞)

≤ C(η + ε)2
∗−2‖w − w′‖X[0,T ]

.

Ainsi, G est contractante si

(35) η ≤ c3 et ε ≤ c3 .

Fixons η = δ
c1

. Alors (34) et (35) reviennent à

δ ≤ c0 et ε ≤ c0 .

Si cette dernière condition est vérifiée, G est contractante sur Y , et le théorème de point
fixe de Picard entrâıne alors l’existence d’une solution de (18) appartenant à Y , et vérifiant
donc

‖w‖X(0,T ]
≤ η =

δ

c1
.

Il nous reste à estimer sa norme en T . Une nouvelle utilisation du théorème 1.2 nous
donne l’inégalité

‖w‖L∞([0,T ],Ḃ1
2,∞) + ‖∂tw‖L∞([0,T ],Ḃ0

2,∞)

≤ C
(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞
+ ‖(v + w)|v + w|2∗−2 − v|v|2∗−2‖eLν([0,T ],Ḃ

1/2
ν,∞)

)

≤ C1δ .

La dernière majoration est justifiée par (33) et par le choix de η = δ
c1

que nous avons fait.
Le lemme est prouvé. �

Nous allons maintenant prouver un lemme de produit qui nous a déjà servi dans la preuve
du lemme 3.2 et que nous utiliserons à nouveau dans la partie 4.1.
Rappelons que nous avons posé

(36) µ =
2(d + 1)

d− 1
, ν =

2(d+ 1)

d+ 3
, α =

µ

ν(2∗ − 1)
et

1

ρ
=
α

µ
+

1 − α

2
.

Lemme 3.4 Soit d égal à 3, 4 ou 6, et T ≤ T ′ deux réels.

1. L’application
{

(u1, u2, . . . , u2∗−1) 7→ u1|u2| . . . |u2∗−1|(
L̃µ/α([T, T ′], Ḃ

1−α/2
ρ,∞ )

)2∗−1
→ L̃ν([T, T ′], Ḃ

1/2
ν,∞)

est continue.
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2. L’application

{
(u1, u2, . . . , u2∗−1) 7→ u1|u2| . . . |u2∗−1|
L̃µ/α([T, T ′], Ḃ

1−α/2
ρ,2 ) ×

(
L̃µ/α([T, T ′], Ḃ

1−α/2
ρ,∞ )

)2∗−2
→ L̃ν([T, T ′], Ḃ

1/2
ν,2 )

est continue.

Preuve du lemme 3.4 : Nous nous limitons à montrer le point 1., le point 2. étant très
similaire.

Pour simplifier les notations, nous allons prendre z1 . . . z2∗−1 dans Ḃ
1−α/2
ρ,∞ et montrer que

leur produit appartient à Ḃ
1/2
ν,∞. Ceci correspond à l’énoncé du lemme, aux espaces de

Lebesgue en temps et aux valeurs absolues près. Que le lemme soit vrai une fois les
espaces de Lebesgue en temps ajoutés résulte simplement de l’inégalité de Hölder ; qu’il
soit vrai avec de plus les valeurs absolues résulte de la continuité de l’application f 7→ |f |
de Ḃs

p,q dans Ḃs
p,q si s < 1, voir l’appendice.

Afin d’utiliser l’algorithme du paraproduit de Bony (voir [3]), nous écrivons le produit
z1 . . . z2∗−1 comme une somme télescopique

z1 . . . z2∗−1 =
∑

j∈Z

[
5∏

i=1

Sj+1zi −
5∏

i=1

Sjzi

]
déf
=
∑

j

Aj .

Il est clair que, pour tout j, Aj est localisé en fréquence dans une boule de rayon pro-

portionnel à 2j . On voudrait montrer que
∑

j Aj appartient à Ḃ
1/2
ν,∞, et comme ce dernier

espace a un indice de régularité strictement positif, il suffit, par un résultat classique (voir
l’appendice), de montrer que

sup
j∈Z

2
j
2‖Aj‖ν <∞ .

Si l’on examine de plus près les Aj , il apparâıt que chacun d’entre eux est une combinaison
linéaire de produits a1...a2∗−1, où chacun des ai est égal à ∆jzi ou Sjzi, mais avec au moins
un des ai égal à ∆jzi. Or nous disposons des deux estimations suivantes

• Par définition de Ḃ
1−α/2
ρ,∞ , on a ‖∆jzi‖ρ ≤ C2(1−α/2)j‖zi‖Ḃ

1−α/2
ρ,∞

.

• D’autre part, l’injection de Sobolev classique

Ḃ1−α/2
ρ,∞ ↪→ Ḃ

1−α
2
+d

“
1
R
− 1

ρ

”

R,∞ si R > ρ

donne

‖∆jzi‖R ≤ C2
−j

h
1−α

2
+d

“
1
R
− 1

ρ

”i

‖zi‖Ḃ
1−α/2
ρ,∞

et

‖Sjzi‖R ≤ C2
−j

h
1−α

2
+d

“
1
R
− 1

ρ

”i

‖zi‖Ḃ
1−α/2
ρ,∞

à condition que R > ρ et que 1 − α
2 + d

(
1
R − 1

ρ

)
< 0.
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Si l’on considère un des termes du type a1...a2∗−1 définis ci-dessus, on peut supposer par
symétrie que a1 = ∆jz1. L’inégalité de Hölder puis les deux estimations précédentes
permettent alors d’écrire

‖Aj‖ν ≤ ‖a1‖ρ‖a2‖R . . . ‖a2∗−1‖R

≤ C2−j(1−α/2)

(
2
−j

h
1−α

2
+d

“
1
R
− 1

ρ

”i)2∗−2

= C2−
j
2 ,

et la dernière égalité est vraie à condition que

(37)





1

ρ
+

2∗ − 2

R
=

1

ν

1 − α

2
+ (2∗ − 2)

[
1 − α

2
+ d

(
1

R
− 1

ρ

)]
=

1

2
R > ρ

1 − α

2
+ d

(
1

R
− 1

ρ

)
< 0 .

Or les deux premières lignes de (37) sont équivalentes et elles conduisent à une valeur de
R qui vérifie les deux dernières inégalités. �

Preuve du lemme 3.3 : La preuve de ce lemme est très similaire à celle du lemme 3.2,
aussi nous bornons-nous à en indiquer les grandes lignes. On se ramène à l’équation
intégrale

u(t) = Ẇ (t)u0 +W (t)u1 +

∫ t

0
W (t− s)u|u|2∗−2(s) ds ,

que l’on va résoudre dans

XT
déf
= L̃µ/α([0, T ], Ḃ1−α/2

ρ,∞ ) .

On utilise les deux faits suivants :

• L’application

X2∗−1
T −→ L̃ν([0, T ], Ḃ

1/2
ν,∞)

(z1 . . . , zν) 7→ z1|z2| . . . |z2∗−1|
est continue - c’est le lemme 3.4.

• Le théorème 1.2 donne l’estimation de Strichartz suivante, pour U solution de (2)

‖U‖XT
≤ C‖Ẇ (t)U0‖XT

+ ‖W (t)U1‖XT
+ ‖F‖eLν([0,T ],Ḃ

1/2
ν,∞)

.

On déduit des deux points précédents l’estimation a priori suivante, pour u solution de
(NLW )2∗−1,

‖u‖XT
≤ C

[
‖Ẇ (t)w0‖XT

+ ‖W (t)w1‖XT
+ ‖w‖2∗−1

XT

]
.

Or
lim
T→0

(
‖Ẇ (t)w0‖XT

+ ‖W (t)w1‖XT

)
≤ CdḂ1

2,∞×Ḃ0
2,∞

((u0, u1),S) ≤ Cε

par hypothèse. Donc si ε est choisi assez petit, le problème de point fixe admet une
solution. Cette solution sera unique dans une boule de rayon ζ convenablement choisi. �
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4 Preuve du théorème 2.2

4.1 Solution globale pour des données initiales d’énergie infinie et pe-

tites

La proposition qui suit est proche d’un résultat démontré par Planchon [22]. Elle peut
être vue comme un cas particulier du lemme 3.2.

Proposition 4.1 (Planchon [22]) Pour d = 3, 4, 6 il existe ε > 0 tel que, pour toutes
données initiales (w0, w1) telles que

‖w0‖Ḃ1
2,∞

+ ‖w1‖Ḃ0
2,∞

< ε ,

il existe w solution globale de (NLW )2∗−1. De plus, w est unique dans l’ensemble des
fonctions telles que

‖w‖eLµ/α(R,Ḃ
1−α/2
ρ,∞ )

< ε1

(les notations sont celles du théorème 2.1), et vérifie l’estimation

(38) ‖w‖
L∞(R,Ḃ1

2,∞)∩eLµ(R,Ḃ
1/2
µ,∞)

≤ C
(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞

)
.

Preuve : Nous ne détaillons pas la preuve, puisqu’elle repose sur un argument de point
fixe identique à celui qui apparâıt dans le lemme 3.3 ; il convient simplement de substituer

L̃µ/α(R, Ḃ1−α/2
ρ,∞ )

à XT . �

4.2 Solution locale et critère d’explosion pour l’équation perturbée

Nous considérons w une solution de (NLW )2∗−1 pour des données initiales petites telle
que donnée par la proposition 4.1, et nous examinons à partir de maintenant le problème
de Cauchy suivant

(39)





�v + (v + w)|v + w|2∗−2 − w|w|2∗−2 = 0
v|t=0 = v0
∂tv|t=0 = v1 ,

où (v0, v1) ∈ Ḣ1 × L2. Notre but est de prouver l’existence de solutions globales de
(NLW )2∗−1 pour des données initiales d’énergie infinie. Une telle solution est donnée par
u = v + w, si v est une solution globale du problème de Cauchy ci-dessus ; nous allons
donc nous attacher à prouver que ce problème de Cauchy admet des solutions globales.
La première étape, qui est l’objet de la présente section, est de construire une solution
locale ; c’est l’objet de la section qui suit.

Proposition 4.2 Soit d = 3, 4, 6.
(i) Il existe ε > 0 tel que, pour des données initiales (w0, w1) telles que

‖w0‖Ḃ1
2,∞

+ ‖w1‖Ḃ0
2,∞

< ε ,
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le problème de Cauchy (NLW )2∗−1 admette une solution globale w unique dans une boule
centrée en 0 et de rayon strictement positif de L̃µ/α(R, Ḃ1−α/2

ρ,∞ ). Pour ce w et des con-

ditions initiales (v0, v1) ∈ Ḣ1 × L2, il existe T > 0 tel que le probème de Cauchy (39)
admette une solution v telle que

(v, ∂tv) ∈ C([0, T ], Ḣ1 × L2) .

Soit T ∗ le temps maximal avec cette propriété.
(ii) Il existe une constante η > 0 telle que si l’on note β(t) la quantité

β(t)
déf
= sup

{
r > 0 , ‖v(t, ·)‖Ḣ1(B(x,r))+‖∂tv(t, ·)‖L2(B(x,r))

+‖v(t, ·)‖L2∗ (B(x,r)) < η ∀x ∈ R
d
}

pour t < T ∗, et si d’autre part T ∗ <∞, alors

β(t)
t→T ∗

−→ 0 .

On dispose même de l’estimation

β(t) ≤ T ∗ − t .

Preuve :

(i) L’existence et l’unicité de w pour ε assez petit découlent de la proposition 4.1.
Pour prouver l’existence locale d’une solution v de (39), rappelons d’abord (voir (4))
que (39) est équivalent à l’équation intégrale

(40) v(t) = Ẇ (t)v0 +W (t)v1 +

∫ t

0
W (t− s)

[
(v + w)|v + w|2∗−2 − w|w|2∗−2

]
ds .

Nous allons maintenant appliquer un argument de point fixe dans l’espace

X
déf
= L̃µ/α([0, T ], Ḃ

1−α/2
ρ,2 ) ,

où T strictement positif sera fixé par la suite, et où µ, α et ρ sont définis comme en (15).
Nous avons besoin de deux estimations.

• Commençons par la loi de produit associée au terme non-linéaire. En utilisant le
lemme 3.4 et ses notations, on a

‖(v + w)|v + w|2∗−2 − w|w|2∗−2‖eLν([0,T ],Ḃ
1/2
ν,2 )

=

∥∥∥∥(2
∗ − 1)v

∫ 1

0
|w + τv|2∗−2dτ

∥∥∥∥eLν([0,T ],Ḃ
1/2
ν,∞)

≤ C‖v‖X

(
‖v‖X + ‖w‖eLµ/α([0,T ],Ḃ

1−α/2
ρ,∞ )

)2∗−2

≤ C‖v‖X (ε+ ‖v‖X )2
∗−2 ,

(41)

où l’on a utilisé dans la dernière inégalité la majoration (38).
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• D’autre part, le théorème 1.2 donne, pour U solution de (2),

‖U‖L∞([0,T ],Ḣ1) + ‖∂tU‖L∞([0,T ],L2) + ‖U‖X

≤ C

(
‖U0‖Ḣ1 + ‖U1‖L2 + ‖F‖eLν([0,T ],Ḃ

1/2
ν,2 )

)
.

(42)

En prenant la norme de (40) dans X, et en utilisant (41) ainsi que (42), on déduit, pour v
solution de (39), l’estimation a priori

‖v‖X ≤ C
(
‖Ẇ (t)v0‖X + ‖W (t)v1‖X + ‖v‖X (ε+ ‖v‖X )2

∗−2
)
.

Cette estimation permet d’appliquer le théorème de point fixe de Picard, à condition que ε
soit assez petit, ce que nous supposerons dorénavant, et que

(43) ‖Ẇ (t)v0‖X + ‖W (t)v1‖X ≤ c ,

pour une constante universelle c. On choisit T de telle sorte que cette dernière condition
soit remplie ; c’est possible car (v0, v1) ∈ Ḣ1 ×L2. On obtient ainsi une solution v de (39)
définie sur [0, T ].
Il nous reste à montrer que

(v, ∂tv) ∈ C([0, T ], Ḣ1 × L2) .

Mais ceci découle de l’estimation a priori suivante, elle même à nouveau conséquence
de (41) et de (42)

‖v‖L∞([0,T ],Ḣ1) + ‖∂tv‖L∞([0,T ],L2) ≤ C
(
‖v0‖Ḣ1 + ‖v1‖L2 + ‖v‖X(ε+ ‖v‖X)2

∗−2
)
.

(ii) Le petit lemme suivant nous sera utile.

Lemme 4.1 Pour tout r > 0 et x ∈ R
d, il existe un opérateur de prolongement

E(x, r) : [Ḣ1 ∩ L2∗ ](B(x, r)) → [Ḣ1 ∩ L2∗ ](Rd)

continu et vérifiant (E(x, r)v)|B(x,r) = v. De plus, la norme de cet opérateur ne dépend ni
de x ni de r.

Preuve du lemme 4.1 : Donnons-nous deux fonctions φ et ψ telles que

• φ : R → R, φ(x) = x si 0 ≤ x ≤ 1 et φ(x) = 2 − x si 1 ≤ x ≤ 2.

• ψ : R
d → R

d, ψ ∈ C∞, Supp(ψ) ⊂ B(0, 3/2) et ψ = 1 sur B(0, 1).

On peut alors vérifier que l’opérateur E(x, r) souhaité est fourni par

E(x, r)(v)(y) = ψ

(
y − x

r

)
v

(
x+

r(y − x)

|y − x| φ
( |y − x|

r

))
.

�

Retour à la preuve de la proposition 4.2 : Donnons-nous x ∈ R
d et t < T ∗. Par

définition de β, on a

‖v(t, ·)‖Ḣ1(B(x,r)) + ‖v(t, ·)‖L2∗ (B(x,r)) + ‖∂tv(t, ·)‖L2(B(x,r)) ≤ β(t) ,
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et par conséquent

‖E(x, r)(v(t, ·))‖Ḣ1 (Rd) + ‖χB(x,r)∂tv(t, ·)‖L2(Rd) ≤ C0β(t) ,

où C0 est la norme de E(x, r) et χB(x,r) la fonction caractéristique de B(x, r).
D’autre part, les estimations de Strichartz (théorème 1.2) permettent d’écrire

‖Ẇ (t)E(x, r)(v(t, ·))‖eLµ/α([0,∞[,Ḃ
1−α/2
ρ,2 )

+ ‖W (t)χB(x,r)∂tv(t, ·)‖eLµ/α([0,∞[,Ḃ
1−α/2
ρ,2 )

≤ C1

(
‖E(x, r)(v(t, ·))‖Ḣ1(Rd) + ‖χB(x,r)∂tv(t, ·)‖L2(Rd)

)

≤ C1C0β(t) .

Ainsi, si

β(t) ≤ c

C1C0

déf
= η ,

l’inégalité (43) est vérifiée, avec

v0 = E(x, r)(v(t, ·)) et v1 = χB(x,r)∂tv(t, ·) ,

et on peut appliquer la construction effectuée dans le (i). On obtient une solution globale
de (39) issue de (E(x, r)(v(t, ·)), χB(x,r)∂tv(t, ·)). Par vitesse finie de propagation, c’est,
dans le cône d’espace-temps de base {t} × B(x, r) et de sommet (t + r, x), une solution
issue de (v(t, ·), ∂tv(t, ·)).
En répétant cette construction pour tous les couples (x, r), avec r < β(t), on obtient une
solution de (39) sur [t, t+ β(t)[×R

d.
Si t+ β(t) > T ∗, ceci contredit la définition de T ∗ ; il faut donc que

β(t) ≤ T ∗ − t .

Ceci prouve le point (ii). �

Ainsi, pour montrer que v peut être prolongée au-delà de T , il suffit de prouver que
l’énergie de T ne se concentre pas.
Dans le reste de ce chapitre, nous nous placerons en dimension d’espace d = 6 afin
de simplifier les calculs (en effet, pour d = 6, la non-linéarité dans (NLW )2∗−1 est plus
facile à manier). La méthode que nous allons exposer est cependant valide pour d = 4.

4.3 Etude d’une solution autosimilaire

Rappelons que la dimension d’espace est fixée à d = 6 ; nous notons w pour la solution
du problème de Cauchy 




�w + |w|w = 0

w|t=0(x) = w0(x)
déf
=

c

|x|2
∂tw|t=0 = 0 .

Remarquons tout de suite que si d = 6, 2∗ = 3 ; nous nous intéressons donc à l’équation

critique (NLW )2∗−1. D’autre part, la donnée initiale w0(x) =
c

|x|2 appartient à Ḃ1
2,∞.

Grâce à la proposition 4.1, on sait que, pour c assez petit (ce que nous supposons à partir
de maintenant), le problème de Cauchy ci-dessus admet une solution globale w, unique
dans une boule de L∞(R, Ḃ1

2,∞) ∩ L̃µ(R, Ḃ1/2
µ,∞).
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D’autre part, w0 est autosimilaire, et on en déduit l’existence d’un profil ψ à symétrie
radiale tel que

w(t, x) =
1

t2
ψ
(x
t

)
.

Proposition 4.3 Le profil ψ qui vient d’être défini appartient à L6.

Preuve : Nous allons d’abord utiliser les estimations de Strichartz, afin d’obtenir autant
de régularité que possible pour ψ. Mais ces estimations ne suffiront pas, et il nous faudra
dans un deuxième temps utiliser l’équation différentielle ordinaire vérifiée par ψ.

1. Commençons par examiner ψ loin de 0. Tout d’abord, ψ appartient à C∞ sur le
domaine {|x| > 1}. Ceci est dû à la régularité C∞ de w0 hors de 0, au fait que (NLW )2∗−1

préserve la régularité C∞ (voir Shatah et Struwe [30]), et à la vitesse finie de propagation
inhérente à l’équation des ondes.
D’autre part, on a, au sens de la convergence simple, si x 6= 0,

w(x, t)
t→0−→ c

|x|2 ,

ce qui s’écrit encore
1

t2
ψ
(x
t

)
t→0−→ c

|x|2 ,

ce qui implique que ψ(x)
x→∞∼ c

|x|2
·

Grâce aux deux arguments précédents, nous savons que ψ décrôıt assez rapidement à
l’infini, et est assez régulier en dehors de B(0, 1) pour appartenir à L6 si on le restreint à
R

6 \B(0, 1).
Enfin, puisque w ∈ L∞Ḃ1

2,∞, on a aussi ψ ∈ Ḃ1
2,∞. Comme ψ est radiale, ceci implique

qu’elle est continue en dehors de 0.
Au total, il nous reste seulement à nous assurer que ψ ne présente pas de singularité trop
explosive en 0.

2. Il nous faut maintenant utiliser les estimations de Strichartz : grâce au théorème 1.2,
nous obtenons

‖w‖eLqḂs
r,∞

≤ C
(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞
+ ‖w|w|‖eLν Ḃ

1/2
ν,∞

)

si s est donné par s = 1
q + 6

r − 2, et si q et r vérifient les conditions (6). En utilisant le
lemme 3.4, on voit que

‖w‖eLqḂs
r,∞

≤ C

(
‖w0‖Ḃ1

2,∞
+ ‖w1‖Ḃ0

2,∞
+ ‖w‖2

eLµ/αḂ
1−α/2
ρ,∞

)
<∞

car w ∈ L∞(R, Ḃ1
2,∞) ∩ L̃µ(R, Ḃ

1/2
µ,2 ) ↪→ L̃µ/α(R, Ḃ1−α/2

ρ,∞ ). Ainsi,

(44) w ∈ L̃qḂs
r,∞ avec s =

1

q
+

6

r
− 2 ,

si q et r vérifient les conditions (6).

3. De l’appartenance de w aux espaces fonctionnels apparaissant ci-dessus, nous allons
maintenant déduire que ψ appartient à certains espaces de Besov, à l’aide d’un argument
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apparaissant dans Planchon [22]. Si q, r et s vérifient les conditions (6) et (44), nous
savons que

sup
j

2js‖∆jw‖LqLr <∞ ;

jusqu’ici l’indice j a été choisi dans Z, mais nous faisons de lui à partir de maintenant un
paramètre continu. On voit facilement que

∆jw(x, t) = t−2 (∆j+ln2 tψ)
(x
t

)
.

Ceci entrâıne que
‖∆jw(·, t)‖r = t−2+6/r‖∆j+ln2 tψ‖r .

Or s, r et q sont liés par la relation −2 + 6
q = s − 1

p . En prenant la norme Lq en t de
l’égalité ci-dessus pour j = 0, on obtient donc

‖∆0w(·, t)‖LqLr =

[∫

R+

(
ts‖∆ln2(t)ψ‖r

)q dt
t

]1/q

.

Mais il est bien connu que cette dernière expression est équivalente à la norme de ψ dans
Ḃs

r,q.

Au total, si s = 1
q + 6

r − 2, et si q et r vérifient (6), ψ appartient à Ḃs
r,q.

4. Cette dernière information suffit-elle à affirmer que w ∈ L6 ? Heuristiquement, ceci
correspondrait à s = 0, r = 6 ; du fait du scaling, ceci entrâıne q = 1, or c’est une valeur
interdite par (6).
Par contre, on peut choisir s = 0, r = 4 et q = 2 ; ceci donne ψ ∈ Ḃ0

4,2 ↪→ L4.

Or (voir Kavian et Weissler [14]), si l’on note B = x∇̇, ψ vérifie l’équation suivante

B2ψ − ∆ψ + 6Bψ + 6ψ = −ψ|ψ| .

On observe que l’opèrateur linéaire qui forme le membre de droite de l’équation ci-dessus
est elliptique pour x petit ; d’autre part, le membre de droite appartient à L2, puisque ψ
appartient à L4. On en conclut que ψ ∈ Ḣ2 → L6, ce qui prouve la proposition. �

4.4 Contrôle de l’énergie et preuve du théorème 2.2

Nous allons, dans ce paragraphe, conclure la preuve du théorème 2.2, en montrant que la
solution locale v donnée par le théorème 4.2 se prolonge en une solution globale pourvu
que w soit bien choisi.

Proposition 4.4 Nous supposons d = 6, et nous nous donnons des conditions initiales
(w0, w1) et (v0, v1) telles que

1. w0 = c
|x|2

, avec c assez petit

2. w1 = 0

3. (v0, v1) ∈ Ḣ1 × L2

Alors il existe une solution v globale de (39) qui vérifie

(v, ∂tv) ∈ C(R, Ḣ1 × L2) .
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Preuve : Commençons par récapituler les résultats que nous connaissons déja.

• Par la proposition 4.3, nous savons que w(t, x) = 1
t2ψ

(
x
t

)
, pour un profil ψ ∈ L6.

En particulier, ‖w‖L∞([δ,∞[,L6) <∞ si δ > 0.

• Par la proposition 4.2, nous savons qu’il existe une solution locale v de (39), telle
que (v, ∂tv) ∈ C([0, T [, Ḣ1 × L2), pour un T > 0. Nous supposons par l’absurde T
fini et maximal, et nous allons montrer que v peut en fait se prolonger au-delà de T ,
ce qui prouvera la proposition.

Contrôle de l’énergie totale

Notre but dans ce paragraphe est de montrer que l’énergie de v reste bornée jusqu’à T .
Pour ce faire, nous multiplions l’équation vérifiée par v par ∂tv,

∂tv ∂
2
t v − ∂tv∆v + ∂tv v |v| + ∂tv ((v +w) |v + w| − w |w| − v |v|) = 0

puis nous intégrons l’égalité ci-dessus sur [T2 ,
T
2 + τ ]× R

d, avec T
2 <

T
2 + τ < T . En toute

rigueur, il faudrait d’abord régulariser l’équation, puis utiliser une procédure de passage
à la limite. Pour ne pas alourdir la preuve, nous laissons cette étape de côté. On obtient

1

2
‖Dv(T

2
+ τ, ·)‖2

2 +
1

2∗
‖v(T

2
+τ, ·)‖2∗

2∗ − 1

2
‖Dv(T

2
, ·)‖2

2 − 1

2∗
‖v(T

2
, ·)‖2∗

2∗

+

∫ T
2

+τ

T/2

∫

Rd

∂tv ((v + w)|v + w| − w|w| − v|v|) dx dt = 0 ,

(en notant D = (∂t,∇)), ce que nous réécrivons

(45) E(v,
T

2
+ τ) = E(v,

T

2
) − 2

∫ T
2
+τ

T/2

∫

Rd

∫ 1

0
∂tv v (|w + sv| − |sv|) ds dx dt ,

où la notation E a été définie en (1). Nous remarquons maintenant, que, quels que soient
les réels a et b, | |a+ b| − |b| | ≤ |a|, ce qui implique

‖|w + sv|(t, ·) − |sv|(t, ·)‖L6 ≤ ‖w(t, ·)‖L6 .

Revenons maintenant à (45) : l’inégalité de Sobolev donne

E(v,
T

2
+ τ) ≤ E(v,

T

2
) + Cτ‖w‖L∞([ T

2
, T
2
+τ ],L6)‖v‖L∞([ T

2
, T
2
+τ ],Ḣ1)‖∂tv‖L∞([ T

2
, T
2
+τ ],L2) .

Si l’on note Ẽ(τ) = sups∈[T
2

, T
2
+τ ]E(s), la dernière inégalité implique que

(
1 − Cτ‖w‖L∞([ T

2
, T
2

+τ ],L6)

)
Ẽ(v,

T

2
+ τ) ≤ Ẽ(v,

T

2
) .

Or w ∈ L∞([T2 ,∞[, L6), donc si τ est choisi tel que Cτ‖w‖L∞([ T
2

,∞[,L6,∞) <
1
2 , l’inégalité

ci-dessus permet de contrôler E(v, t) sur [T2 ,
T
2 + τ ]. On peut alors itérer cet argument

pour contrôler E(v, t) sur [T2 ,
T
2 + 2τ ], puis sur [T2 ,

T
2 + 3τ ]... En continuant de la sorte

jusqu’à ce que T
2 +nτ ≥ T , on obtient que E(v, ·) est majoré par une constante, que nous

notons E , sur [0, T ]
∀t ∈ [0, T ] , E(v, t) ≤ E .
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Non-concentration de l’énergie
L’idée ici est de reprendre le schéma de la preuve de Shatah et Struwe (théorème 1.4) (qui
correspond au cas w = 0) et de montrer qu’elle est “stable par la perturbation w”. Cette
partie étant la moins originale de notre travail, elle ne sera pas détaillée ici, mais le lecteur
pourra la trouver dans la thèse de l’auteur [9].

Preuve de l’unicité

Elle est identique à la preuve de l’unicité dans le théorème 2.1, aussi ne la détaillons-nous
pas. Le théorème 2.2 est démontré. �

5 Appendice : quelques espaces fonctionnels

5.1 Besov spaces

Les espaces de Besov jouent un role majeur dans le present article. Dans ce qui suit, nous
les définissons brièvement. Pour de plus amples informations sur ces espaces, le lecteur
pourra se reporter au livre de Runst et Sickel [28].
Pour commencer, il nous faut considérer une décomposition de Littlewood-Paley ho-
mogène. Soit ψ telle que

ψ ∈ S , Supp(ψ) ⊂ C(0, 3/4, 8/3) , et
∑

j∈Z

ψ(2−jξ) = 1 pour ξ 6= 0 .

Ceci permet de définir les multiplicateurs de Fourier

∆j
déf
= ψ(2−jD) et Sj

déf
= 1 −

∑

k≥j−1

∆k ,

et pour s < d/p les espaces de Besov Ḃs
p,q, dont la norme est donnée par

‖f‖Ḃs
p,q

=



∑

j∈Z

[
2js‖∆jf‖p

]q



1/q

.

5.2 Espaces de Chemin-Lerner

Ces espaces ont été introduits dans le contexte de l’étude des EDP par Chemin et Lerner [5].
Ils sont définis par la norme suivante

‖u‖eLr([0,T ],Ḃs
p,q) =



∑

j∈Z

(
2js‖∆ju‖Lr([0,T ],Lp)

)q



1/q

.
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la Société Mathématique de France 133 145-157 (2005)

[18] H. Lindblad, C. Sogge, On existence and scattering with minimal regularity for
semilinear wave equations, Journal of Functional Analysis 130, 357-426 (1995)

[19] N. Masmoudi, F. Planchon, On uniqueness for the critical wave equation, to appear
in Communications in Partial Differential Equations

[20] K. Nakanishi, Scattering theory for the non linear Klein-Gordon equation with
Sobolev critical Power, International Mathematics Research Notices 1999, 31-60

XI–30



[21] H. Pecher, Self-similar and asymptotically self-similar solutions of non-linear wave
equations, Mathematische Annalen 316, 259-281 (2000)

[22] F. Planchon, Self-similar solutions and semi-linear wave equations in Besov spaces,
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