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Existence globale de solutions pour
une équation des ondes semi-linéaire en

deux dimensions d’espace

M. MAJDOUB

d’après S. IBRAHIM, M. MAJDOUB et N. MASMOUDI

1. Introduction

L’objectif de ce travail est d’établir des résultats d’existence et d’uni-
cité de solutions du problème de Cauchy associé à l’équation des ondes
semi-linéaire suivante

(Eα) (∂2
t − ∆)u + ueαu2

= 0,

où u = u(t, x) est une fonction à valeurs réelles de (t, x) ∈ R × R
2,

∂t = ∂
∂t

, ∆ désigne l’opérateur de Laplace en variables d’espace et α
est un nombre réel strictement positif. Les données initiales (f, g)

(1.1) u(0, x) = f(x) et ∂tu(0, x) = g(x)

sont dans l’espace d’énergie H1(R2) × L2(R2) où H1(R2) désigne l’es-
pace de Sobolev usuel muni de la norme ‖f‖2

H1 = ‖f‖2
L2 + ‖∇f‖2

L2.
Nous notons par � = ∂2

t − ∆ l’opérateur des ondes. Avant d’aller plus
loin, rappelons quelques faits historiques concernant ce problème. En
dimension d ≥ 3, l’équation des ondes semi-linéaire défocalisante de
puissance p s’écrit

(1.2) �u + |u|p−1u = 0,

où p est un nombre réel dans ]1, +∞[. Ce problème a fait l’objet de
nombreux travaux depuis les années soixante. Les questions étudiées
concernent essentiellement l’existence locale et globale pour (1.2) dans
les espaces de Sobolev Hs (voir [9, 10, 14, 18, 20, 26, 27, 31, 32, 35]),
l’unicité dans des sous-espaces convenables de l’espace d’énergie (voir
[24] et les références jointes) et le comportement en grand temps de
solutions (théorie de scattering) (voir [3, 4, 7, 8, 13, 11, 28]). Pour une
bibliographie détaillée, voir [36].
D’autre part, il est bien connu que le problème de Cauchy associé à
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(1.2) est localement bien posé dans l’espace de Sobolev usuel Hs(Rd)
lorsque s > d

2
, ou 1

2
≤ s < d

2
et p ≤ 1 + 4

d−2s
. Ce changement dans

les conditions de solvabilité en fonction de la position de s par rapport
à d

2
découle essentiellement des injections de Sobolev suivantes (voir

[26, 27] et les références jointes) :
• Hs(Rd) ↪→ Lp(Rd), si s < d

2
et 2 ≤ p ≤ 2d

d−2s
.

• Hs(Rd) ↪→ Lp(Rd), si s = d
2

et 2 ≤ p < ∞.

• Hs(Rd) ↪→ Lp(Rd), si s > d
2

et 2 ≤ p ≤ ∞.

Pour la solvabilité globale de (1.2) dans l’espace d’énergie Ḣ1(Rd) ×
L2(Rd), trois cas se présentent :
• Pour 1 < p < pc := d+2

d−2
, cas sous-critique, Ginibre et Velo [10] ont

démontré que pour des données

(u(0), ∂tu(0)) ∈ (Ḣ1(Rd) ∩ Lp+1(Rd)) × L2(Rd),

il existe une unique u,

u ∈ C(R, Ḣ1(Rd) ∩ Lp+1(Rd)), ∂tu ∈ C(R, L2(Rd)),

solution forte du problème de Cauchy associé à l’équation (1.2).
• Pour p = pc, cas critique, ce problème a d’abord été résolu dans

le cas radial par Struwe [35], puis dans le cas général par Grillakis
[13, 14] pour les dimensions d telles que 3 ≤ d ≤ 5 et Shatah-
Struwe [31, 32] pour d’autres dimensions. Précisément, ils ont
prouvé l’existence globale et l’unicité de solutions dans la classe
dite de Shatah-Struwe à savoir

u ∈ C(R, Ḣ1(Rd)) ∩ Lpc

loc(R, L2pc(Rd)), ∂tu ∈ C(R, L2(Rd)).

Voir aussi [17], [18, 20] dans le cas d’une métrique variable.
Ces résultats utilisent de façon fondamentale les inégalités de Stri-
chartz (voir [12, 33, 34]).

‖v‖Lq([0,T ],Lr(Rd)) ≤ cq

(

‖∂tv(0)‖L2(Rd) + ‖∇v(0)‖L2(Rd) + ‖�v‖L1([0,T ];L2(Rd))

)

où (q, r) est un couple admissible de Strichartz i.e.

1

q
+

d

r
=

d

2
− 1, q ≥ d + 1

d − 1
et q > 2 si d = 3.

La condition inhabituelle, u ∈ Lpc

loc(R, L2pc(Rd)), permet de consi-
dérer le terme |u|pc−1u dans (1.2) comme un terme source dans
L1

loc(R, L2(Rd)) et d’obtenir des estimations d’énergie.

La question d’unicité de solutions dans C(R, Ḣ1(Rd))∩C1(R, L2(Rd))
est encore ouverte. Cependant Bahouri et Gérard [3] ont montré la
stabilité des solutions de Shatah-Struwe pour la convergence faible
dans l’espace d’énergie.
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• Pour p > pc, cas sur-critique, le problème d’existence et d’unicité
de solutions fortes est ouvert. Cependant Lebeau [23] a obtenu un
résultat d’instabilité pour les solutions radiales et à valeurs réelles
d’une équation des ondes sur-critique dans R

3. Voir aussi [5, 6]
pour des résultats similaires.

En dimension d = 2, toute nonlinéarité polynômiale est sous-critique
pour la norme H1. Le choix d’une nonlinéarité exponentielle, comme
nonlinéarité critique, semble être un choix naturel.
Revenons maintenant à l’équation (Eα). Multiplions l’équation (Eα)
par 2∂tu et intégrons sur R

2, nous obtenons la loi de conservation sui-
vante (identité d’énergie)
(1.3)

E(u, t) := ‖∂tu(t, ·)‖2
L2 + ‖∇u(t, ·)‖2

L2 +

∫

R2

eαu2 − 1

α
dx = E(u, t = 0).

Il est possible d’estimer la partie nonlinéaire de l’énergie à l’aide de
l’inégalité du type Moser-Trudinger suivante (voir [2]).

Proposition 1.1. Soit α ∈ (0, 4π). Il existe une constante cα telle que

(1.4)

∫

R2

(

exp
(

αu(x)2
)

− 1
)

dx ≤ cα‖u‖2
L2

pour toute fonction u dans H1(R2) vérifiant ‖∇u‖L2(R2) ≤ 1. De plus,
l’inégalité (1.4) est fausse pour α ≥ 4π.

Remarque 1.2.
Notons que α = 4π devient admissible si on remplace la condition
‖∇u‖L2(R2) ≤ 1 par ‖u‖H1(R2) ≤ 1. Plus précisément, on a

sup
‖u‖H1(R2)≤1

∫

R2

(

exp
(

4πu(x)2
)

− 1
)

dx < +∞

et ceci est faux pour α > 4π. Pour plus des détails, voir [30].

Remarques

• Si u est une solution de (Eα) alors pour tout β > 0, u/β est une
solution de (Eαβ2). Il est donc raisonnable de prendre les données
initiales dans une boule de l’espace d’énergie.

• Nous pouvons traiter le problème de Cauchy associé à l’équation
(Eα) de deux manières différentes mais équivalentes. La première
consiste à fixer les données initiales dans la boule unité de l’espace
d’énergie et distinguer les cas α < 4π, α = 4π et α > 4π. La
deuxième consiste à fixer α = 4π et discuter la taille des données
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initiales dans l’espace d’énergie. Dans toute la suite, nous allons

supposer α = 4π.

Définition 1.3. Le problème de Cauchy (E4π)-(1.1) sera dit sous-
critique si

E0 := ‖g‖2
L2 + ‖∇f‖2

L2 +

∫

R2

exp (4πf 2) − 1

4π
dx < 1.

Il est critique si E0 = 1 et sur-critique si E0 > 1.

Pour établir une estimation d’énergie, nous allons considérer la par-
tie nonlinéaire comme un terme source dans (E4π) et l’estimer dans
L1

t (L
2
x). Pour ce faire, nous utilisons (1.4) combinée avec l’inégalité de

Strichartz suivante (voir [12]).

Proposition 1.4 (Inégalité de Strichartz).
(1.5)

‖v‖L4
T (C1/4(R2)) ≤ C

[

‖∂tv(0)‖L2(R2) + ‖v(0)‖H1(R2) + ‖�v + v‖L1
T (L2(R2))

]

Comme la norme L2
x double la constante 4π alors les inégalités (1.4)

et (1.5) sont insuffisantes pour contrôler le terme source. Pour surmon-
ter cette difficulté, nous montrons une estimation L∞-logarithmique
qui, combinée avec les inégalités (1.4) et (1.5), permettra de résoudre
localement le problème de Cauchy (E4π)-(1.1).

Proposition 1.5. Pour tous réels λ et µ vérifiant λ > 2
π

et 0 < µ ≤ 1,

il existe une constante Cλ,µ telle que pour toute fonction u ∈ C1/4(R2)∩
H1(R2) on a

(1.6) ‖u‖2
L∞ ≤ λ‖u‖2

µ log

(

Cλ,µ +
2‖u‖C1/4

µ1/4‖u‖µ

)

où ‖u‖2
µ := ‖∇u‖2

L2 + µ2 ‖u‖2
L2.

Nous donnerons une idée de la preuve de cette proposition en Ap-
pendice et nous renvoyons à [16] pour plus de détails.
Notre premier résultat est le Théorème d’existence locale suivant.

Théorème 1.6. Supposons que ‖∇f‖L2(R2) < 1. Il existe un temps
T > 0 et une unique solution u du problème (E4π)-(1.1) dans l’espace

CT (H1(R2)) ∩ C1
T (L2(R2)).

De plus, u ∈ L4
T (C1/4(R2)) et vérifie, pour tout 0 ≤ t < T , E(u, t) =

E(u, 0).
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La preuve de ce Théorème est basée sur un argument de point fixe.

Remarques

• Dans les cas sous-critique et critique l’hypothèse E0 ≤ 1 entraîne,
en particulier, que ‖∇f‖L2(R2) < 1 et par suite l’existence locale.

• Dans un travail récent, A. Attallah [1] a démontré un résultat
d’existence locale pour (Eα)-(1.1) dans le cas où α < 4π, f = 0 et
g est à symétrie radiale et à support compact. Ce résultat est basé
sur des estimations L∞

t (L2
x) de la partie nonlinéaire.

Une conséquence immediate du Théorème 1.6 est l’existence globale

Théorème 1.7 (Cas sous-critique). Supposons que E0 < 1, alors le
problème (E4π)-(1.1) admet une solution globale unique u dans l’espace

C(R, H1(R2)) ∩ C1(R, L2(R2)).

De plus, u ∈ L4
loc(R, C1/4(R2)) et vérifie l’identité d’énergie.

Ce Théorème, dont la démonstration utilise la théorie locale, justifie
bien la Définition 1.3. En effet, notons par u la solution maximale
donnée par le Théorème 1.6 et par 0 < T ∗ < ∞ son temps de vie
maximal. La conservation de l’énergie totale (1.3) implique que

sup
0≤t<T ∗

‖∇u(t, .)‖2
L2(R2) ≤ E0,

et le Théorème 1.6 entraîne qu’on peut prolonger cette solution maxi-
male lorsque E0 < 1 (cas sous-critique). Cependant, si E0 = 1 (cas
critique) il n’est pas tout à fait clair que l’on puisse prolonger notre
solution. Ceci est dû au fait que, a priori, la masse totale de l’énergie
peut être concentrée en sa partie gradient. Afin de démontrer qu’un tel
phénomène de concentration ne peut se produire, nous allons établir
quelques lois de conservation locales en temps-espace. Nous obtenons
alors le Théorème suivant.

Théorème 1.8 (Cas critique). Supposons que E0 = 1, alors le pro-
blème (E4π)-(1.1) admet une solution globale unique u dans l’espace

C(R, H1(R2)) ∩ C1(R, L2(R2)).

De plus, u ∈ L4
loc(R, C1/4(R2)) et vérifie l’identité d’énergie.

Remarque 1.9.
Il serait souhaitable de prouver que la solution globale u est dans
L4(R, C1/4(R2)) globalement en temps, du moins quand nous rempla-

çons la partie non-linéaire par u
(

e4πu2 − 1 − 4πu2
)

. Cette question,
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aussi bien que quelques résultats de scattering, sera traitée dans un
prochain papier.

Quand les données initiales sont plus régulières, nous pouvons faci-
lement montrer que la solution demeure régulière. Plus précisément,
nous avons le théorème suivant.

Théorème 1.10.
Supposons que (f, g) ∈ Hs(R2)×Hs−1(R2) avec s > 1 et ‖∇f‖L2(R2) <
1. Alors, la solution u donnée par le Théorème 1.6 est dans CT (Hs(R2))∩
C1

T (Hs−1(R2)).

A la connaissance des auteurs, le Théorème 1.7 et le Théorème 1.8
sont les seuls résultats connus concernant l’existence globale pour de
tels problèmes 2D avec des non-linéarités exponentielles. Dans [26],
Nakumura et Ozawa ont prouvé, sous une condition de petitesse des
données initiales, l’existence des solutions globales pour un problème
similaire.

2. Notations

Pour Q ⊂ R × R
2 et S < T , nous notons par

QT
S := {z = (t, x) ∈ Q tel que S ≤ t ≤ T},

la partie tronquée de Q entre les instants S et T .
Pour tout z0 = (t0, x0) ∈ R × R

2, nous définissons

K(z0) := {z = (t, x) ∈ R × R
2 tel que |x − x0| ≤ t0 − t}

le cône retrograde de sommet z0, et pour t donné

D(t, z0) := {x ∈ R
2 tel que |x − x0| ≤ t0 − t}

sa section à l’instant t. Le manteau du cône K(z0), noté M(z0), est
défini par

M(z0) := {z = (t, x) ∈ R × R
2 tel que |x − x0| = t0 − t}.

Pour x ∈ R
2 et r ∈ R\{0}, nous notons par B(x, r) la boule de R

2

centrée en x et de rayon |r|. Si x = 0, nous utilisons la notation B(r)
pour désigner B(x, r).

Pour toute fonction u = u(t, x), nous définissons la densité d’énergie,
l’énergie locale, la densité de flux et le flux de u respectivement par

e(u, ∂tu)(t, x) := (∂tu)2 + |∇xu|2 +
e4πu2 − 1

4π
,
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E(u, D(t, z0)) :=

∫

D(t,z0)

e(u, ∂tu)(t, x) dx

dz0(u) :=
1√
2

[

∣

∣∂tu
x

|x| + ∇xu
∣

∣

2
+

e4πu2 − 1

4π

]

,

et

Flux(u, MT
S (z0)) :=

∫

MT
S (z0)

dz0(u) dσ.

En l’absence d’ambiguité, nous écrivons parfois e(u) = e(u, ∂tu).
Soit v0 la solution du problème de Klein-Gordon libre avec les mêmes

données de Cauchy (f, g),

(2.7) �v0 + v0 = 0, v0(0, x) = f(x) and ∂tv0(0, x) = g(x).

Rappelons que pour tout réel µ > 0 et pour toute fonction w dans
H1(R2)

‖w‖2
µ := ‖∇w‖2

L2 + µ2 ‖w‖2
L2.

Dans toute la suite, nous notons par E0 l’énergie initiale, précisément

E0 :=

∫

R2

{

|∇f(x)|2 + |g(x)|2 +
e4πf(x)2 − 1

4π

}

dx.

Enfin, la lettre C désignera une constante qui peut changer d’une ligne
à l’autre.

3. Existence locale

L’objectif de cette section est de montrer que le problème (E4π)-(1.1)
est localement bien posé dans l’espace d’énergie (Théorème 1.6). Pour
ce faire, nous utilisons un argument standard de point fixe. Introdui-
sons, pour T > 0 donné, l’espace métrique complet

ET = C([0, T ], H1(R2)) ∩ C1([0, T ], L2(R2)) ∩ L4([0, T ], C1/4(R2))

muni de la norme

‖u‖T := sup
0≤t≤T

[

‖u(t, .)‖H1 + ‖∂tu(t, .)‖L2

]

+ ‖u‖L4([0,T ],C1/4).

Preuve du Théorème 1.6.

Commençons par démontrer l’existence locale. Pour tout temps stric-
tement positif T et tout réel δ > 0, soit ET (δ) la boule de ET de rayon δ
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centrée à l’origine. On considère alors l’application Φ définie sur ET (δ)
de la manière suivante

v 7−→ Φ(v) := ṽ,(3.8)

où

(3.9) �ṽ + ṽ = −(v + v0)
(

e4π(v+v0)2 − 1
)

, ṽ(0, x) = ∂tṽ(0, x) = 0,

et v0 est donnée par (2.7). Pour conclure, il s’agit de montrer que Φ
est une contraction de ET (δ) dans ET (δ) (au moins pour T et δ assez
petits).
• Φ est bien définie de ET (δ) dans ET (δ) :

Par l’estimation d’énergie, on sait que

||ṽ||T ≤ C‖(v + v0)
(

e4π(v+v0)2 − 1
)

‖L1
T (L2

x).

En utilisant l’inégalité de Hölder et l’injection de Sobolev, nous
obtenons

∫

R2

(v + v0)
2
(

e4π(v+v0)2 − 1
)2

dx ≤ ‖v + v0‖2
L2+2/ε ‖

(

e4π(v+v0)2 − 1
)2‖L1+ε

≤ C‖v + v0‖2
H1

(

e4π‖v+v0‖2
L∞

)

‖e4π(v+v0)2 − 1‖L1+ε

où ε est un réel positif qui sera fixé ultérieurement. Le premier
terme du second membre de cette inégalité peut être facilement
estimé.

‖v + v0‖2
H1 ≤

(

δ + ‖v0‖H1

)2

≤ 2
(

δ2 + ‖f‖2
H1 + ‖g‖2

L2

)

:= A.

D’autre part, en utilisant la Proposition 1.5, nous pouvons écrire

e4π‖v+v0‖2
L∞ ≤ exp

(

4πλ‖v + v0‖2
µ log

(

Cλ,µ +
‖v + v0‖C1/4

‖v + v0‖µ

))

pour λ > 2/π, µ > 0, et Cλ,µ donnés par Proposition 1.5. En outre,
il est clair que
∫

R2

(

e4π(v+v0)2 − 1
)1+ε

dx ≤
∫

R2

(

e4π(1+ε)(v+v0)2 − 1
)

dx.

Maintenant, comme ‖∇f‖L2 < 1, nous pouvons choisir µ > 0
tel que ‖f‖2

µ < 1. La continuité de v0 en temps implique alors
l’existence d’un temps T0 > 0 vérifiant

(3.10) ∀ t ∈ [0, T0], ‖v0(t, .)‖2
µ ≤ 1 − η
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où η := 1
2

(

1 − ‖f‖2
µ

)

. Comme ||v+v0||µ ≤ δ +
√

1 − η, il vient que

e4π‖v+v0‖2
L∞ ≤

(

Cλ,µ +
‖v + v0‖C1/4

δ +
√

1 − η

)4πλ(δ+
√

1−η)2

et par suite, compte tenu de la Proposition 1.1
∫

R2

(

e4π(v+v0)2 − 1
)1+ε

dx ≤
∫

R2

(

exp
(

4π(1 + ε)(δ +
√

1 − η)2 (v+v0)2

(δ+
√

1−η)2

)

− 1
)

dx

≤ C(ε, δ, η)‖v + v0‖2
L2

≤ C(ε, δ, η)A

à condition que 4π(1+ ε)(δ +
√

1 − η)2 < 4π. Ceci est possible car

(1 + ε)(δ +
√

1 − η)2 −→ 1 − η < 1 si ε, δ → 0.

Ainsi, pour tout 0 < T ≤ T0, nous pouvons écrire

∫ T

0

‖(v + v0) (e4π(v+v0)2 − 1)‖L2dt ≤ C

∫ T

0

(

Cλ,µ +
‖v + v0‖C1/4

δ +
√

1 − η

)β/2

dt

où β := 4πλ(δ+
√

1 − η)2. Comme 4πλ(δ+
√

1 − η)2 −→ 8(1−η) <
8 lorsque δ tend vers 0 et λ tend vers 2/π, nous pouvons choisir δ
et λ tels que β < 8. Nous en déduisons alors que

∫ T

0

‖(v + v0)(e4π(v+v0)2 − 1)‖L2dt ≤ CT 1−β/8

∥

∥

∥

∥

Cλ,µ +
‖v + v0‖C1/4

δ +
√

1 − η

∥

∥

∥

∥

β/2

L4
T

≤ CT 1−β/8

(

Cλ,µT
1/4 +

‖v + v0‖L4
T (C1/4)

δ +
√

1 − η

)β/2

≤ CT 1−β/8

(

Cλ,µT
1/4 +

δ + ‖f‖H1 + ‖g‖L2

δ +
√

1 − η

)β/2

.

Ceci montre que, si T est assez petit, Φ envoie bien ET (δ) dans
ET (δ).

• Pour montrer que Φ est une contraction, nous considérons deux
éléments v1 et v2 de ET (δ) et nous écrivons

∥

∥

∥
Φ(v1) − Φ(v2)

∥

∥

∥

T
≤ C

∥

∥

∥
v
[

(1 + 8πv̄2)e4πv̄2 − 1
]

∥

∥

∥

L1
T (L2

x)

où

v = v1−v2, ṽ = ṽ1−ṽ2, v̄ = (1−θ)(v0+v1)+θ(v0+v2) avec 0 ≤ θ(t, x) ≤ 1.
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Des calculs analogues aux précédents montrent que

‖Φ(v1) − Φ(v2)‖T ≤ CT 1−β/8

(

Cλ,µT
1/4 +

δ + ‖f‖H1 + ‖g‖L2

δ +
√

1 − η

)β/2

‖v1 − v2‖T .

où β := 4π(1 + ε)λ(δ +
√

1 − η)2 < 8 si les paramètres ε > 0,
λ > 2/π, µ > 0 et δ > 0 sont convenablement choisis. Pour plus
des détails voir [15].

Notons que ceci montre aussi bien l’existence locale que l’unicité dans
la classe d’existence, à savoir dans v0 + ET (δ). Pour montrer l’identité
d’énergie, nous multiplions l’équation par ∂tu et nous faisons des in-
tégrations par parties. Tous les calculs sont justifiés puisque le terme
exponentiel est dans L1

T (L2
x).

Il reste à montrer l’unicité dans l’espace d’énergie. Rappelons d’abord
que cette question est complètement ouverte en dimension d ≥ 3 à
l’exception de quelques résultats partiels (voir, par exemple, [3] et [24]).

Nous allons procéder de la façon suivante : puisque l’on a l’unicité
dans la classe d’existence v0 + ET (δ), il suffit de vérifier que si u =
v0 + v résout (E4π)-(1.1) avec v ∈ CT (H1(R2)) ∩ C1

T (L2(R2)), alors
nécessairement v ∈ ET (δ) (au moins pour T petit). Soit ε > 0 et a > 1
tels que a

a−1
ε et a − 1 sont assez petits. Alors il existe alors 0 < µ ≤ 1

et T1 > 0 tels que (3.10) est satisfaite et

sup
0≤t≤T1

(‖v(t, .)‖H1 + ‖∂tv(t, .)‖L2) ≤ ε.

En utilisant l’inégalité de Strichartz et le fait que v satisfait

(3.11) �v + v = −(v + v0)
(

e4π(v+v0)2 − 1
)

, v(0, x) = ∂tv(0, x) = 0,

nous devons juste estimer le terme source de (3.11) dans L1
T (L2

x). Ob-
servons que

(v + v0)
2 ≤ av2

0 +
a

a − 1
v2,

ex+y − 1 = (ex − 1)(ey − 1) + (ex − 1) + (ey − 1).

Pour conclure, il suffit de bien contrôler les trois termes suivants :

I1(t) =

∫

R2

(

e4π(1+ε) a
a−1

v2(t,x) − 1
)2

dx,

I2(t) =

∫

R2

(

e4π(1+ε)av2
0 (t,x) − 1

)2

dx,

I3(t) =

∫

R2

(

e4π(1+ε)av2
0 (t,x) − 1

)2 (

e4π(1+ε) a
a−1

v2(t,x) − 1
)2

dx.

Pour le premier terme, la Remarque 1.2 implique que

I1(t) ≤ C.
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Pour le second terme, on a

I2(t) ≤ e4π(1+ε)a‖v0(t,·)‖2
L∞

∫

R2

(

e4π(1+ε)av2
0(t,x) − 1

)

dx

≤ C (1 + ‖v0(t, ·)‖C1/4)
β

où β = 4π(1 + ε)a(1 − η)λ. Pour le dernier terme, nous avons

I3(t) ≤ e4π(1+ε)a‖v0(t,.)‖2
L∞

(
∫

(

e4π(1+ε)a2v2
0(t,x) − 1

)

dx

)1/a

×
(
∫
(

e
8π(1+ε) a2

(a−1)2
v2(t,x) − 1

)

dx

)1−1/a

≤ C (1 + ‖v0(t, .)‖C1/4)
β .

Ceci achève la preuve de l’unicité dans l’espace d’énergie.

4. Existence Globale

Nous commençons cette section par la remarque suivante concer-
nant le temps d’existence. Cette remarque sera très importante pour
prolonger la solution.

Remarque 4.1.
Dans le Théorème 1.6, le temps d’existence T dépend de f et g. Ce-
pendant, si ‖∇f‖2

L2(R2) + ‖f‖2
L2(R2) + ‖g‖2

L2(R2) < 1, ce temps dépend

uniquement de η = 1 − ‖∇f‖2
L2(R2) − ‖f‖2

L2(R2) − ‖g‖2
L2(R2). En effet,

nous pouvons prendre dans ce cas µ = 1 et T0 = +∞ et voir que le
choix de δ, ε, β et T dépend seulement de µ, η et T0.

4.1. Cas sous-critique.

Rappelons que par cas sous-critique nous voulons dire E0 < 1 où

E0 =

∫

R2

{

|∇f(x)|2 + |g(x)|2 +
e4πf(x)2 − 1

4π

}

dx.

Notons par (P) le problème de Cauchy suivant

(P)







�u + ue4πu2
= 0

u(0, x) = f(x) ∈ H1(R2)
∂tu(0, x) = g(x) ∈ L2(R2).

Puisque l’hypothèse E0 < 1 entraîne ‖∇f‖L2 < 1, il vient que le pro-
blème (P) admet une unique solution maximale u dans l’espace ET ∗ où
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0 < T ∗ ≤ +∞ est le temps de vie de u. Supposons que T ∗ < ∞, alors
par conservation de l’énergie (1.3)

sup
t∈(0,T ∗)

‖∇u(t, .)‖L2(R2) ≤ E0 < 1.

Considérons, pour 0 < s < T ∗, le problème de Cauchy suivant






�v + ve4πv2
= 0

v(s, x) = u(s, x)
∂tv(s, x) = ∂tu(s, x).

Comme dans la preuve du Théorème 1.6, nous utilisons un argument
de point fixe, pour montrer qu’il existe τ > 0 et une unique solution
v de notre problème de Cauchy sur l’intervalle [s, s + τ ]. Notons que
τ ne dépend pas de s (voir Remarque 4.1). En choisissant s proche de
T ∗ tel que T ∗− s < τ , nous pouvons prolonger la solution u au delà de
T ∗, ce qui contredit la maximalité de u.

4.2. Cas critique.

Considérons maintenant le cas critique (E0 = 1). Nous voulons prouver
un résultat d’existence globale comme dans la section précédente. La
situation ici est plus délicate et les arguments utilisés dans le cas sous-
critique ne s’appliquent plus. Expliquons brièvement la difficulté prin-
cipale. Puisque E0 = 1 et par la conservation de l’énergie totale (1.3),
il est possible (au moins formellement) qu’un phénomène de concen-
tration se forme, précisément

lim sup
t→T ∗

‖∇u(t, .)‖L2 = 1 ,

où u est la solution maximale et T ∗ < +∞ son temps de vie. Dans ce
cas, nous ne pouvons pas appliquer les arguments précédents pour pro-
longer la solution. La preuve consiste à montrer qu’un tel phénomène
de concentration ne peut se produire.

Preuve du Théorème 1.8.

Soit u la solution maximale de (P) définie sur [0, T ∗). Supposons que
T ∗ est fini et montrons que ceci conduit à une contradiction. Il est facile
de voir que

sup
0≤t<T ∗

‖∇u(t, .)‖L2 = 1.

Le reste de la preuve est composé des étapes suivantes :
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Première étape :

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.2. La solution maximale u vérifie

(4.12) lim sup
t→T ∗

‖∇u(t)‖L2(R2) = 1,

(4.13) u(t)
t→T ∗

−→ 0 in L2(R2).

Preuve de la Proposition 4.2.

D’après l’identité d’énergie (1.3), nous avons

∀ 0 ≤ t < T ∗,

∫

R2

{

|∇u(t, x)|2 + |∂tu(t, x)|2 +
e4πu(t,x)2 − 1

4π

}

dx = 1.

Donc, lim sup
t→T ∗

‖∇u(t)‖L2(R2) ≤ 1. Supposons que

lim sup
t→T ∗

‖∇u(t)‖L2(R2) = L < 1.

Alors, il existe un temps t0 tel que 0 < t0 < T ∗ et

t0 < t < T ∗ =⇒ ‖∇u(t)‖L2(R2) ≤
L + 1

2
.

De plus, par continuité on a

sup
0≤t≤t0

‖∇u(t)‖L2(R2) = ‖∇u(t1)‖L2(R2), 0 ≤ t1 ≤ t0.

Comme ‖∇u(t1)‖L2(R2) < 1, nous obtenons sup
0≤t<T ∗

‖∇u(t)‖L2(R2) < 1.

Ceci montre (4.12). Pour démontrer (4.13), rappelons que u ∈ CT ∗(H1(R2))∩
C1

T ∗(L2(R2)). Donc

‖u(t) − u(s)‖L2 =

∥

∥

∥

∥

∫ t

s

∂tu(τ) dτ

∥

∥

∥

∥

L2

≤ |t − s|.
On en déduit que (u(t)) admet une limite ū dans L2(R2) lorsque t −→
T ∗. D’après (1.3)

‖∇u(t)‖2
L2 − 1 = −‖∂tu(t)‖2

L2 −
∫

R2

e4πu2 − 1

4π
dx.

Pour conclure il suffit de passer à la limite supérieure quand t −→ T ∗,
et d’appliquer le Lemme de Fatou.
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Deuxième étape :

Maintenant, l’idée est de prouver que, en fait, le phénomène de concen-
tration se produit dans la section d’un certain cône du sommet z∗ :=
(T ∗, x∗). Nous supposerons dans toute la suite que T ∗ = 0.

Proposition 4.3. Il existe un point x∗ dans R
2 tel que, pour tout r > 0,

(4.14) lim sup
t−→0−

∫

|x−x∗|≤r

|∇u(t)|2 dx = 1.

Preuve de la Proposition 4.3.

On procédera par l’absurde. Supposons que pour tout x ∈ R
2, il existe

deux réels positifs rx et ηx tels que

lim sup
t−→0−

∫

|y−x|≤rx

e(u)(t, y) dy ≤ 1 − ηx.(4.15)

Montrons que l’on peut choisir rx = r et ηx = η uniformément par
rapport à x. Dans le cas contraire, il va exister une suite (xn) telle que

lim sup
t−→0−

∫

|y−xn|≤1/n

e(u)(t, y) dy ≥ 1 − 1/n.

Quitte à faire une extraction, nous pouvons supposer que (xn) converge
vers un point x∗ de R

2. Ainsi, pour r > 0 et n ∈ N
∗

lim sup
t−→0−

∫

|y−x∗|≤r

e(u)(t, y)dy ≥ 1 − 2/n

et donc

lim sup
t−→0−

∫

|y−x∗|≤r

e(u)(t, y)dy = 1.

D’où la contradiction.

Maintenant, nous allons démontrer qu’on peut prolonger notre solution
maximale u au delà de T ∗ = 0. Soit x ∈ R

2. Considérons une fonction
de troncature ϕx telle que 0 ≤ ϕx ≤ 1, ϕx ≡ 1 dans B(x, r/2) et ϕx ≡ 0
dans B(x, r)c. D’après (4.15) et la Proposition 4.2, nous pouvons choisir
un temps t1 > T ∗ − r/8 tel que

∫

|y−x|≤r

e(ϕxu, ϕx∂tu)(t1) dy ≤ 1 − η/2.
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D’après le Théorème 1.6, on peut résoudre (E4π) avec les données
(ϕxu(t1, ·), ϕx∂tu(t1, ·)) globalement en temps. Par vitesse finie de pro-
pagation, nous pouvons prolonger la solution u dans le cône de lu-
mière de sommet (x, t1 + r/2). Ainsi u est prolongée au moins jusqu’au
T ∗ + r/8, et on aboutit enfin à une contradiction.

Corollaire 4.4. Avec les notations de la Proposition 4.3 nous avons

(4.16) lim
t−→0−

∫

|x−x∗|≤−t

|∇u(t)|2 dx = 1.

(4.17) ∀ t < 0,

∫

|x−x∗|≤−t

e(u(t)) dx = 1.

Preuve du Corollaire 4.4.

Supposons x∗ = 0. La preuve de (4.16) est facile.
Pour démontrer (4.17), fixons ε > 0. Par (4.16), il existe un temps

tε < 0 tel que

∫

|x|≤−t

|∇u(t)|2 dx ≥ 1 − ε pour tε ≤ t < 0. D’après la

vitesse finie de propagation

∀ t < 0,

∫

|x|≤−t

e(u)(t) dx ≥ 1 − ε.

Le résultat découle en faisant tendre ε vers zéro.

Fin de la preuve du Théorème 1.8.
Soit S < T < 0, KT

S le cône tronqué de sommet (0, 0) et MT
S son

manteau. En multipliant l’équation (E4π) par ∂tu et u, il vient que

(4.18) ∂te(u) − divx(2∂tu∇u) = 0

(4.19) ∂t(∂tu u) − divx(u∇u) + |∇u|2 − |∂tu|2 + u2 e4πu2

= 0

Intégrons les identités (4.18) et (4.19) sur le cône tronqué KT
S , nous

obtenons
(4.20)
∫

B(T )

e(u(T )) dx−
∫

B(S)

e(u(S)) dx =
−1√

2

∫

MT
S

{

∣

∣∂tu
x

|x|+∇u
∣

∣

2
+

e4πu2 − 1

4π

}

dσ.

∫

B(T )

∂tu(T ) u(T ) dx −
∫

B(S)

∂tu(S) u(S) dx +
1√
2

∫

MT
S

(

∂tu + ∇u.
x

|x|
)

u dσ

+

∫

KT
S

{

|∇u|2 − |∂tu|2 + u2 e4πu2
}

dx dt = 0.(4.21)
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La relation (4.17) entraîne

(4.22)

∫

MT
S

{

∣

∣∂tu
x

|x| + ∇u
∣

∣

2
+

e4πu2 − 1

4π

}

dσ = 0.

Comme u(t) −→ 0 dans L2 et ‖∇u(t)‖2
L2 −→ 1 lorsque t tend vers

zéro, il vient, d’après (1.3), que

∂tu(t) −→ 0 dans L2(R2).

Faisons T → 0 dans (4.21) et utilisons (4.22) pour obtenir
(4.23)

−
∫

B(S)

∂tu(S) u(S) dx +

∫

K0
S

{

|∇u|2 − |∂tu|2 + u2 e4πu2
}

dx dt = 0.

Multiplions (4.23) par −1
S

, il en découle
(4.24)
∫

B(S)

∂tu(S)
u(S)

S
dx ≤ 1

S

∫

K0
S

|∇u|2 dx dt − 1

S

∫

K0
S

|∂tu|2 dx dt.

Il est clair que

1

S

∫

K0
S

|∇u|2 dx dt −→ −1 si S −→ 0−

et que
1

S

∫

K0
S

|∂tu|2 dx dt −→ 0 si S −→ 0−.

De plus, l’égalité u(S)
S

= 1
S

∫ S

0
∂tu(τ) dτ entraine que (u(S)

S
) est bornée

dans L2(R2). Par suite
∫

B(S)

∂tu(S)
u(S)

S
dx −→ 0 si S −→ 0−.

Passons à la limite quand S −→ 0− dans (4.24), nous obtenons une
contradiction. Ce qui termine la preuve du Théorème 1.8.

Nous terminons ce paragraphe par une preuve rapide du Théorème
1.10 et une remarque concernant l’existence locale dans les Hs.

Preuve du Théorème 1.10.
Nous étudions seulement le cas s = 2. Soit Ec(v, t) = ‖∂tv(t, .)‖L2 +
‖v(t, .)‖H1 où v = ∂u et ∂ désigne n’importe quelle dérivée spatiale.
L’estimation d’énergie entraîne que

∂tEc(v, t) ≤ ‖vu2(t, ·)‖L2 + ‖v(e4π u2 − 1)(t, ·)‖L2 + ‖vu2(e4π u2 − 1)(t, ·)‖L2

≤ CEc(v, t)(C + e2π‖u(t,·)‖2
L∞ ).
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Nous concluons en utilisant

e2π‖u(t,·)‖2
L∞ ≤ C (1 + ‖u(t, ·)‖C1/4)

β , β < 4,

et le Lemme de Gronwall.

Remarque 4.5. En utilisant l’injection de Sobolev Hs(R2) ↪→ L∞(R2)
pour s > 1 et en remarquant que

e4πaw2 − 1 = (e4πw2 − 1)(e4π(a−1)w2

+ · · ·+ e4πw2

+ 1), a ∈ N
∗,

il est facile de déduire que le problème de Cauchy (E4π)-(1.1) est loca-
lement bien posé dans Hs(R2) × Hs−1(R2) sans aucune restriction sur
‖∇f‖L2(R2).

5. Idée de la preuve de la Proposition 1.5

Nous donnons dans cette section l’idée de la preuve de la Proposi-
tion 1.5. Nous renvoyons à [16] pour plus des détails et pour d’autres
inégalités logarithmiques.
La preuve de la Proposition 1.5 découle immédiatement du Lemme
suivant.

Lemme 5.1. Pour tout réel λ > 2
π
, il existe une constante Cλ telle que

pour toute fonction u ∈ H1
0 (B(1)) ∩ Ċ1/4(B(1)) on a

(5.25) ‖u‖2
L∞ ≤ λ‖∇u‖2

L2 log(Cλ + N(u)),

où N(u) :=
‖u‖

Ċ1/4

‖∇u‖L2
.

Preuve du Lemme 5.1.

Nous pouvons supposer que ‖u‖L∞ = 1. Soit H1
0,rad(B(1)) l’ensemble

des fonctions de H1
0 (B(1)) qui sont radiales et décroissantes. Pour tout

paramètre D ≥ 1 nous désignons par KD le sous-ensemble convexe et
fermé de H1

0,rad(B(1)) défini par

KD =
{

u ∈ H1
0,rad(B(1)); u(r) ≥ 1 − Dr1/4, r ∈]0, 1]

}

.

Considérons alors le problème de minimisation suivant

inf
u∈KD

‖∇u‖2
L2(B(1)).

Il s’agit d’un problème variationnel avec obstacle. Il est bien connu (voir
par exemple Kinderlehrer-Stampacchia [22]) que ce problème admet
une unique fonction minimisante u∗ dans l’espace de Sobolev W 2,∞(B(1)).
Donc l’ensemble

O := {x ∈ B(1); u∗(x) > 1 − D|x|1/4}
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est ouvert et u∗ est harmonique dans O. Par conséquent, il existe un
unique a ∈]0, 1[ tel que

u∗(r) = 1 − Dr1/4 si r ∈ [0, a],(5.26)

u∗(r) = (1 − Da1/4)
log r

log a
si r ∈ [a, 1],(5.27)

et vérifiant

−Da1/4 =
1 − Da1/4

log(a1/4)
.(5.28)

En particulier, on a ‖u∗‖L∞ = 1, ‖u∗‖Ċ1/4 = D et

‖∇u∗‖2
L2 =

π

4
D2 a1/2 − 2π(

1 − Da1/4

log(a)
)2 log(a).(5.29)

Posons x := a1/4 ∈]0, 1[. Un calcul simple implique que

‖∇u∗‖2
L2 =

π

2

1/2 − log(x)

(1 − log(x))2

et que

‖u∗‖Ċ1/4 =
1

x(1 − log(x))
.

Donc

H(x) := ‖∇u∗‖2
L2 log(Cλ + N(u∗))

vérifie

H(x) =
π

2

1/2 − log(x)

(1 − log(x))2
log
(

Cλ +
1

x
√

π/2(1/2 − log(x))

)

.

Pour le choix Cλ = e dans H(x), il est clair que H(x) tend vers π/2
lorsque x tend vers 0. Ainsi, pour tout λ > 2

π
il existe xλ > 0 tel que

λH(x) ≥ 1, pour 0 < x < xλ et Cλ ≥ e. Pour x ∈ [xλ, 1], on choisit
une constante Cλ > e telle que

1/2

(1 − log(xλ))2
log(Cλ) ≥ 1.

Enfin, nous obtenons λH(x) ≥ 1 pour tout 0 < x ≤ 1 ce qui achève la
preuve du Lemme 5.1.

Remarque 5.2.
Notons que l’inégalité (5.25) n’est pas vraie pour λ = 2/π (voir [16]).
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Preuve de la Proposition 1.5.

Soit u une fonction dans H1(R2)∩C1/4(R2), λ > 2
π

et 0 < µ ≤ 1. Fixons
une fonction radiale ϕ dans C∞

0 (B(4)) vérifiant 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ ≡ 1 pour
r près de 0, |∂rϕ| ≤ 1 et |∆ϕ| ≤ 1. Définissons ϕµ par ϕµ(x) = ϕ(µ

2
|x|),

et supposons que ‖u‖L∞ = |u(0)|. Remarquons que

‖ϕµu‖Ċ1/4 ≤ ‖u‖C1/4

‖∇(ϕµu)‖2
L2 ≤ ‖∇u‖2

L2 +
µ2

4
‖u‖2

L2 + 2

∫

R2

ϕµu∇ϕµ∇udx.

Intégrons par parties il vient que

2

∫

R2

ϕµu∇ϕµ∇udx = −1

2

∫

R2

∆ϕ2
µu2dx = −µ2

8

∫

R2

∆ϕ2(
µ

2
x) u2dx.

D’où

‖∇(ϕµu)‖2
L2 ≤ ‖∇u‖2

L2 + µ2‖u‖2
L2.

Pour conlure la démonstration de la Proposition 1.5, nous appliquons
le Lemme 5.1 dans la boule B(8/µ) et nous utilisons le fait que pour
tout C > 0, la fonction x → x2 log(Cλ + C

x
) est croissante.

Références

[1] A. Atallah Baraket : Local existence and estimations for a semilinear wave

equation in two dimension space, Boll. Unione Mat. Ital. Sez. B Artic. Ric.
Mat 8, 1, 1-21, 2004.

[2] S. Adachi and K. Tanaka : Trudinger type inequalities in R
N and their best

exponents, Proc. Amer. Math. Society, V. 128, N. 7, pp. 2051-2057, 1999.

[3] H. Bahouri and P. Gérard : High frequency approximation of solutions to

critical nonlinear wave equations, Amer. J. Math. 121, pp. 131-175, 1999.

[4] H. Bahouri and J. Shatah : Global estimate for the critical semilinear wave

equation, Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire, Vol. 15, no 6, pp. 783-789,
1998.

[5] N. Burq, P. Gérard and N. Tvzetkov : An instability property of the

nonlinear Schrödinger equation on Sd, Math. Res. Lett. 9, no 2-3, pp. 323-335,
2002.

[6] M. Christ, J. Colliander and T. Tao : Ill-posedness for nonlinear Schrö-

dinger and wave equations, Preprint.

[7] P. Gérard : Oscillations and concentration effects in semilinear dispersive

wave equations, J. Funct. Anal. 133, pp. 50-68, 1996.

[8] J. Ginibre : Scattering theory in the energy space for a class of nonlinear

wave equation, Advanced Studies in Pure Mathematics 23, 83-103, 1994.

XII–19



[9] J. Ginibre, A. Soffer and G. Velo : The global Cauchy problem for the

critical nonlinear wave equation, J. Funct. Anal. 110, 96-130, 1992.

[10] J. Ginibre and G. Velo : The global Cauchy problem for nonlinear Klein-

Gordon equation, Math.Z , 189, pp. 487-505, 1985.

[11] J. Ginibre and G. Velo : Scattering theory in the energie space for a class

of nonlinear wave equations, Comm. Math. Phys.J. Functional Analysis , 123,
pp. 535-573, 1989.

[12] J. Ginibre and G. Velo : Generalized Strichartz inequalities for the wave

equations, J. Functional Analysis , 133, pp. 50-68, 1995.

[13] M. Grillakis : Regularity and asymptotic behaviour of the wave equation with

a critical nonlinearity, Annal. of math. , 132, pp. 485-509, 1990.

[14] M. Grillakis : Regularity for the wave equation with a critical nonlinearity,
Comm. Pure Appl. Math , XLVI, pp. 749-774, 1992.

[15] S. Ibrahim, M. Majdoub and N. Masmoudi : Global solutions for a se-

milinear 2D Klein-Gordon equation with exponential type nonlinearity, Com-
munications on Pure and Applied Mathematics, à paraître.

[16] S. Ibrahim, M. Majdoub and N. Masmoudi : Double logarithmic inequa-

lity with a sharp constant, Proceedings of the American Mathematical Society,
à paraître.

[17] S. Ibrahim et M. Majdoub : Solutions globales de l’équation des ondes

semi-linéaire critique à coefficients variables, Bull. Soc. math. France 131 (1),
pp. 1-21, 2003.

[18] L. V. Kapitanski : The Cauchy problem for a semilinear wave equation,
Zap. Nauchn. Sem. Leningrad Otdel. Math. Inst. Steklov(LOMI), 181-182,
pp. 24-64 and 38-85, 1990.

[19] L. V. Kapitanski : Some generalizations of the Strichartz-Brenner inequality,
Leningrad Math. Journ., 1, # 10, pp. 693-726, 1990.

[20] L. V. Kapitanski : The Cauchy problem for a semilinear wave equation II,
J. of Soviet Math., 62, Série I, pp. 2746-2777, 1992.

[21] L. V. Kapitanski : Global and unique weak solutions of nonlinear wave equa-

tions, Math. Res. Lett., 1, pp. 211-223, 1994.

[22] D. Kinderlehrer and G. Stampacchia : An introduction to variational

inequalities and their applications, Academic Press, 1980.

[23] G. Lebeau : Nonlinear optics and supercritical wave equation, Bull. Soc. R.
Sci. Liège 70, No.4-6, 267-306, 2001.

[24] N. Masmoudi and F. Planchon : Uniquenes for the quintic semilinear wave

equation, Preprint.

[25] J. Moser : Asharp form of an inequality of N. Trudinger, Ind. Univ. Math.
J. 20, 1077-1092, 1971.

[26] M. Nakamura and T. Ozawa : Global solutions in the critical Sobolev space

for the wave equations with nonlinearity of exponential growth, Math. Z. 231,
479-487, 1999.

[27] M. Nakamura and T. Ozawa : The Cauchy problem for nonlinear wave

equations in the Sobolev space of critical order, Discrete and Continuous Dy-
namical Systems, V. 5, N. 1, 215-231, 1999.

XII–20



[28] H. Pecher : Nonlinear small data scattering for the wave and Klein-Gordon

equation, Math. Z. 185, 261-270, 1984.

[29] H. Pecher : Local solutions of semilinear wave equations in H
s+1, Mathema-

tical Methods in the Applied Sciences 19, 145-170, 1996.

[30] B. Ruf : A sharp Trudinger-Moser type inequality for unbounded domains in

R
2, Preprint.

[31] J. Shatah and M. Struwe : Regularity results for nonlinear wave equations,
Ann.of Math., 2, no 138 pp. 503-518, 1993.

[32] J. Shatah and M. Struwe : Well-Posedness in the energy space for semili-

near wave equation with critical growth, IMRN, 7, pp. 303-309, 1994.

[33] R. Strichartz : A priori estimates for the wave equation and some applica-

tions, J. Funct. Analysis, 5, pp. 218-235, 1970.

[34] R. Strichartz : Restrictions of Fourier transform to quadratic surfaces and

decay of solutions of wave equations, Duke Math. Journ., 44, pp. 705-714, 1977.

[35] M Struwe : Semilinear wave equations, Bull. Amer. Math. Soc., N.S, no 26,
pp. 53-85, 1992.

[36] C. Zuily : Solutions en grand temps d’équations d’ondes non linéaire , Sémi-
naire Bourbaki, 779, 1993-1994.

Slim Ibrahim

Math. & Stat. Department, McMaster University, 1280 Main Street West,

Hamilton, Ontario, L8S 4L8 CANADA.

ibrahims@math.mcmaster.ca

Mohamed Majdoub

Faculté des Sciences de Tunis, Département de Mathématiques,Campus

universitaire 1060, Tunis, TUNISIA.

mohamed.majdoub@fst.rnu.tn

Nader Masmoudi

Department of Mathematics, Courant Institute of Mathematical Sciences,

New York University, 251 Mercer St. New York, NY 10012, U.S.A. mas-
moudi@cims.nyu.edu

XII–21


