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EQUATIONS DE SCHR�ODINGER COUPL�EES

YVES COLIN DE VERDI�ERE�

� Institut Universitaire de France
et Institut Fourier� UMR CNRS�UJF ����
BP ��� 	��
��Saint Martin d�H�eres Cedex 
France�
yves�colin�de�verdiere�ujf�grenoble�fr

�� Introduction

Ce texte est une introduction aux articles �	� et ���� On consid�ere un syst�eme
n�n� H� de h�op�erateurs pseudodi��erentiels d�ordre 
� On suppose H autoad�
joint� Au voisinage des points o�u la matrice H� des symboles principaux n�a
que des valeurs propres simples� le syst�eme est microlocalement �equivalent �a n
�equations d�ecoupl�ees� En un point o�u le symbole a une valeur propre double� on
se ram�ene �a �etudier un syst�eme ���� Le but est donc d��etudier un syst�eme ���
d�op�erateurs pseudo�di��erentiels pr�es d�un croisement 
ou presque croisement��
puis d�en d�eduire les propri�et�es globales d�un syst�eme n� n ne pr�esentant que
des 
presque��croisements de � niveaux g�en�eriques�
Les r�esultats sont une reformulation microlocale de la formule de Landau�

Zener 
voir ���� et une m�ethode g�en�erale pour calculer les phases globales 
con�
ditions de quanti�cations� matrices de di�usion� 
voir �	���

�� Croisements �evit�es

Soit t � A
t� une application C� de R dans les matrices � � � r�eelles
sym�etriques� G�en�eriquement� les valeurs propres de A
t� sont simples pour
tout t �

�t� ��
t� � ��
t� �

Ce n�est plus le cas pour une famille �a � param�etres� On consid�ere ainsi une
famille

A�
t�

d�ependant d�un param�etre r�eel � et on suppose que A�
t�� admet une valeur
propre double� Alors� dans le cas g�en�erique� on peut trouver une base de R�

telle que

A�
t� �

�
a�
t� �w�
t�
�w�
t� b�
t�

�
�
��

o�u a�
t� et b�
t� se croisent transversalement en t� et w�
t�� �� 
� Pour � petit�
on est en pr�esence d�un croisement �evit�e des valeurs propres dont la distance
minimale est de l�ordre de j�j� Dans ce qui suit on peut se d�ebarasser de la

Date� �� mai ����	

�
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Figure �� Croisements �evit�es

d�ependance de a et b en � en introduisant un param�etre suppl�ementaire � et en
faisant des estimations uniformes en �� On peut aussi supposer que w�
t� est
ind�ependant de ��

	� Limite adiabatique d�un syst�eme �a n niveaux

On consid�ere une �equation de Schr�odinger d�ependant lentement du temps de
la forme

�

i

dU

ds
� H
hs�U

o�u H
t� est une matrice n� n sym�etrique et h tend vers 
� Posant t � hs� on
a un syst�eme semi�classique �

h

i

dU

dt
� H
t�U �

dont le symbole principal est �

� Id�H
t� �

On suppose queH
t� pr�esente des croisements �evit�es g�en�eriques du type pr�ec�edent
et on est ramen�e �a �etudier le syst�eme ��

h
i
d
dt � a
t� �w
t�

�w
t� h
i
d
dt � b
t�

��
u

v

�
� 
 �
��

o�u a

� � b

� � 
� a et b ont des d�eriv�ees distinctes en 
 et w

� �� 
�
On voit qu�il sagit d�un probl�eme �a � petits param�etres � et h que l�on souhaite

traiter uniform�ement� Dans ce contexte� on cherche en g�en�eral �a d�eterminer le
comportement asymptotique de la matrice S qui fait passer des solutions en
s � �� �a leurs valeurs en s � �� 
voir ���� et ������
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�� Equations de Schr�odinger coupl�ees en dimension �

On consid�ere une �equation de Schr�odinger en dimension � avec un potentiel
vectoriel V 
x�� Une telle �equation se rencontre dans l�approximation de Born�
Oppenheimer� On est amen�e �a supposer que V 
x� pr�esente des croisements
�evit�es g�en�eriques comme plus haut� L��equation stationnaire mod�ele est donc ��

�h� d�

dx�
� V�
x��E �W 
x�

�W 
x� �h� d�

dx�
� V�
x��E

��
u

v

�
� 
 �
	�

avec le m�eme type d�hypoth�eses que plus haut � il existe x� tel que V�
x�� �
V�
x�� � E� V �

�
x�� �� V �
�
x�� et W 
x�� �� 
�

�� Le mod�ele

Il su�t donc dans tous les cas d��etudier un syt�eme pseudo�di��erentiel au�
toadjoint vectoriel de la forme�

P� �W

�W P�

��
u

v

�
� 
 �
��

avec les hypoth�eses suivantes �
�a� les courbes caract�eristiques p� � 
 et p� � 
 des Pj ont un point

commun z� o�u les dpj sont ind�ependantes�
�b� le symbole principal de W en z� est non nul�
Il se trouve que sous ces hypoth�eses g�en�eriques� on peut d�ecrire de fa�con

pr�ecise et uniforme en � les solutions microlocales�

�� Le lemme de Morse semi�classique et l�invariant des points de

croisements

Gr�ace �a l�hypoth�ese 
b�� le syst�eme 
�� �equivaut microlocalement �a une
unique �equation purement scalaire dont le symbole principal pr�esente un point
col� Cela permet d�utiliser le lemme de Morse semi�classique comme dans ���� Le
point est qu�on doit �eviter le calcul fonctionnel� car l��equation scalaire n�est plus
auto�adjointe� On se contente d��etudier les solutions � on peut donc multiplier
l�op�erateur �a gauche par un facteur elliptique�

���� Le contexte� Soient pj � j � �� � deux fonctions C
� de T �

R dans R� On
suppose qu�on se place pr�es d�un point z� � T �

R 
point col� tel que

p�
z�� � p�
z�� � 
 et les di��erentielles dp�
z�� � dp�
z�� sont ind�ependantes�

��

Soit Q�� o�u � est un param�etre r�eel variant dans un voisinage �xe de 
� un
h�OPD d�ordre 
 d�ependant de fa�con C� de �� On note q� le symbole principal
de Q� et on suppose q� � p�p� et

d
d�q�
z�� � 	� �� 
 � 	� est la d�eriv�ee en

� � 
 de la valeur critique de q��
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Figure 	� Le cas de � �equations de Schr�odinger
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���� La forme normale� Le th�eor�eme suivant donne une variante du lemme
de Morse isochore de ��� et de son pendant semi�classique ���� L�avantage est de
ne pas utiliser le calcul fonctionnel� ni le caract�ere autoadjoint des hamiltoniens

on suppose seulement les symboles principaux r�eels��

Th�eor�eme �� �a� Il existe des familles C� de germes de transformations
canoniques 
� � 
R

�� O�� 
R�� z�� et de fonctions e�
y� �� telles que q� �
� �
e�
y� ��
y� �  �
����

La fonction C�  � n�est pas unique� mais son d�eveloppement de Taylor

 �
�� 	
�X
j��

c��j�
j

l�est et on a �

c��� � 
 	�

fp�� p�g
z��
��

o�u le signe d�epend du choix de 
� �voir la section 	�
��
�b� Il existe un OIF �op�erateur int�egral de Fourier� U� associ�e �a 
� et un

OPD E� elliptique en O tels que l�on ait� microlocalement pr�es de O �

U��
� �Q� � U� � E� � 
h

i
y
d

dy
�  
�� h��
��

o�u  est un symbole en h de la forme

 	
�X
k��

 k
��h
k
��

Les  k sont C� et ont des d�eveloppements de Taylor uniquement d�etermin�es

 k
�� 	
�X
j��

ck�j�
j �

�c� Si Q� � P�P��  �

� � c��� � 
� On a donc dans ce cas

 � c�����O
��� �O
h�� �

��	� Choix des branches� Le crochet de Poisson est d�e�ni par �

ff� gg � �f

�


�g

�x
� �f

�x

�g

�

�

On peut toujours choisir 
 de fa�con �a faire correspondre les courbes p� � 

avec � � 
 et p� � 
 avec y � 
�
Le signe de e�
O� est 
 suivant que l�image par 
 du quadrant fy � 
� � � 
g

v�eri�e p�p� � 
 ou � 
� Comme p� �
 � f�� et p� �
 � f�y avec f�
O�f�
O� �
e�
O�� on a la relation �

fp�� p�g
z�� � e�
O�f�� yg
O� � e�
O�
!�

par l�invariance du crochet de Poisson et

	� � �e�
O�c���
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par le calcul de la d�eriv�ee en � � 
 de la valeur critique� D�o�u la formule 
��
avec un �� On aurait un � si on avait la correspondance oppos�ee entre les axes
et les courbes caract�eristiques des pj�

���� Birapport et unicit�e� Soient E un sous�espace de dimension � de la
somme directe de � espaces de dimension �� Ej � � � j � �� tel que E coupe
chaque hyperplanHj � �k ��jEk suivant une droiteDj� Soitm������	 le birapport
des � droites Dj � Si E est le graphe d�une application A � E� � E� � E� �E	

de matrice 
ai�j�� on a

m������	 �
a	��a���

a���a	��
�

L�indice � sera souvent implicite dans ce qui suit� D�apr�es ���� l�espace E des
solutions microlocales de Pu � 
 pr�es de z� est de dimension � 
comme module
sur l�anneau C
h� des s�eries formelles en h�� Num�erotons �� �� 	� � les � branches
comme sur la �gure 
	�

�

�

�

�

�

� y

�

�

�

� p� � �

p� � �

	�
	 �

z� �

Figure 
� Num�erotation des branches

et soient Dj 
 E la droite des solutions nulles sur la branche j� On d�e�nit
m������	 � C
h� �� comme le birapport des � droites Dj�

Th�eor�eme 	� On a �

m������	 � e���
���h��h �
�
�

Il y a une di�cult�e pour interpr�eter cette formule car  �  � �  �h � � � � et
qu�on n�obtient pas une s�erie formelle� On tourne la di�cult�e en couplant �
et h de fa
con que � � O
h�� Le birapport prend alors un sens comme s�erie
formelle en 
�� h� avec � � h�� Si � � Ch��� �avec C� � � 
�� on a

m������	 �

�

� si c��� � 
�

�� si c��� � 
�

���

Preuve��
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La formule r�esulte de la formule 
	�� de ���� En e�et la matrice
de transfert T 
�� y est donn�ee par

T 
�� � C
��

�
� �ie���

�ie��� �

�

���

et dans le contexte pr�esent � � 

h �

�
�i �

L�unicit�e d�ecoule alors de l�interpr�etation g�eom�etrique dem������	�

�

���� Op�erateur d�eterminant� Revenons au syst�eme 
��� Comme W est el�
liptique en z�� on peut l�inverser et on voit que les solutions microlocales du
syst�eme 
�� pr�es de z� sont d�etermin�ees pour � �� 
 par les solutions de�

Q�u � 


v � ����W��P�u

�	�

avec

Q� �WP�W
��P� � ��WW � � Q� � ��WW � �
���

Le symbole principal q� de Q� est q� � p�p� � ��jwj� qui pr�esente un point col
z
�� avec z

� � z��
Si on pose �� � �� on peut utiliser les r�esultats de la section ��� avec 	� �

�jw�j�� En particulier� on peut d�eterminer le birapport associ�e au point z�� On
va voir que ce birapport d�etermine pour une matrice unitaire les modules des
coe�cients et c�est ce qu�on appelle la formule de Landau�Zener�

�� Unitarit�e et formule de Landau�Zener

���� Bref historique� La formule de Landau�Zener 
��	�� ����� dans le r�egime
adiabatique est prouv�ee dans ��� et ���� � il s�agit de d�ecrire le comportement
des solutions de

i
du

ds
� H
hs�u
���

lorsque h� 
 o�u H
t� est un Hamiltonien pr�esentant un presque�croisement de
deux valeurs propres pour un certain t�� Des formules plus �nes sont donn�ees
dans �����
La formule de Landau�Zener pour la propagation semi�classique des �etats

coh�erents dans l�approximation de Born�Oppenheimer 
i�e� pour des syst�emes
semi�classiques� est montr�ee par Hagedorn et Hagedorn�Joye 
���� �!��� Pour
une approche voisine� voir ����� x��
On souhaite obtenir une formule microlocale � il faut donc d�e�nir l�unitarit�e

de fa�con microlocale au moyen des courants entrants et sortants d�une r�egion
D de l�espace des phases� On va le faire sans hypoth�ese sur le comportement
de H �a l�int�erieur de D�
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���� Courants� On consid�ere un syst�eme hamiltonien H d�OPD auto�adjoint
sur un espace de phase classique X de dimension �� On s�int�eresse aux solu�
tions microlocales de HU � 
� Soit Z la vari�et�e caract�eristique de H 
i�e�
Z � fdet
H�� � 
g�� Soit D un domaine �a bord de l�espace X dont le
bord �D rencontre transversalement Z en des points lisses correspondants �a
l�annulation transversale d�une des valeurs propres pj
z� de H�� Il y a un nom�
bre pairs d�arcs Z� de Z qui coupent ainsi �D 
c�est d�ej�a un nombre pair pour
chaque pj � regarder les changements de signes�� Chaque arc est orient�e par le
champ hamiltonien du pj correspondant� Soient Z�� � � � � ZN les arcs entrant et
ZN��� � � � � Z�N les arcs sortants� Soit Hj l�espace de dimension � des solutions
microlocales de HU � 
 sur Zj� Hin � �N

i��Hj et Hout � ��N
i�N��Hj� Soit

H � Hin �Hout�
Soit " un petit voisinage de �D et # un h�OPD d�ordre 
 �egal �a Id dans

D n " et �a 
 dans X n 
D � "�� Soit $ un autre OPD �egal �a Id l�a o�u # n�est
pas Id et nul dans D priv�e d�un petit voisinage de �D� Posons

J
U� V � �
i

�h
� $H
#U�j#V � � � #U j$H
#V � � �
���

On a alors le �

Th�eor�eme 
� Les espaces Hj sont � �a � orthogonaux pour le produit hermitien
J � J est non d�eg�en�er�ee sur H et de signature 
N�N�� Plus pr�ecis�ement� si
�j � Hj admet 	j comme symbole et que dtj est la di��erentielle sur Zj associ�ee
au champ hamiltonien correspondant� on a �

J
�j � �j� � 

�� 	�j
dtj

��
o�u 
 vaut � dans le cas entrant et � dans le cas sortant� Si U� V sont deux
solutions microlocales de HU � 
 dans un voisinage de D� on a � J
U� V � � 
�
On en d�eduit que le sous�espace de H induit par les solutions dans D est le
graphe d�une application unitaire de Hin dans Hout et est de dimension N �

Remarque � ce th�eor�eme r�epond positivement �a une question de Gilles Lebeau
lors de l�expos�e oral�

��	� La formule de Landau�Zener� Revenons au cas d�un seul croisement

� et avec les hypoth�eses 
a� et 
b�� Soient Hj� j � �� � � � � � les espaces de
solutions microlocales de HU � 
 sur les branches j� Hin � H� � H	 et
Hout � H� � H� sont des espaces hermitiens pour le produit d�e�ni par les
courants et si H est l�espace des solutions microlocales pr�es de z�� H est le
graphe d�une transformation unitaire T de Hin dans Hout�

Th�eor�eme �� �Formule de Landau�Zener� On a dans une base orthonorm�ee
pour les courants

T � 
ti�j�

avec �

jt���j � jt��	j�O
h�� � e�
��
��h��h �O
h�� �
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D

Z�

Z�

Figure �� Courants

o�u  v�eri�e �

 
��� h� � � jw�j�
jfp�� p�g
z��j�

� �O
�	� �O
h�� �

La d�emonstration est une application du

Lemme �� Avec les notations de la section �	���� si H est le graphe d�une
application unitaire T � H� � H	 � H� � H� o�u les espaces sont hermi�
tiens et les sommes orthogonales� la matrice de T dans des bases orthonorm�ees

e�� e	� e�� e�� des Hj v�eri�e

jt���j� � jt��	j� � 
m������	�
�� �

En fait on montre plus pr�ecis�ement que l�argument de l�exponentielle est de
la forme �

h 
�
�� h� o�u  est un symbole classique en h de la forme

 	
�X
k��

 k
�
��hk

avec les  k C
��

Par rapport �a ���� 
voir en particulier le th�eor�eme ���� et �a la litt�erature
existante� relevons les points suivants �
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�Les r�esultats sont valables sans hypoth�ese d�analyticit�e�
�Les r�esultats sont locaux �et m�eme microlocaux��
�On a un d�eveloppement asymptotique complet par rapport aux � petits param�etres

� et h�
�Les r�esultats d�ecrivent de fa
con uniforme la transition entre le r�egime adi�

abatique et le r�egime non coupl�e�
Le r�egime transitoire se produit lorsque � est de l�ordre de

p
h� Si � ��

p
h


r�egion II� l�approximation adiabatique marche 
jt���j � O
h��� et on se ram�ene

�a � �equations scalaires� Si � ��
p
h 
r�egion I� les � �equations sont d�ecoupl�es �a

l�ordre principal�

h

�I�

�II�

�

L� Z

A
p
h

B
p
h

Figure �� Le plan des param�etres

�� Phases

���� Bohr�Sommerfeld� Dans �	�� nous montrons comment calculer le spectre
et les matrices de di�usion pour � oscillateurs coupl�es en utilisant en particulier
le th�eor�eme �� Une application �a la matrice S et aux oscillations de St�uckelberg

���� p� ���� y est donn�ee�

���� Des faisceaux sur Z� Donnons le principe alg�ebrique des calculs de �	��
Soit Z un graphe t�etravalent �ni� On note e l�ar�ete g�en�erique� On suppose qu�on
s�est donn�e pour chaque sommet une num�erotation des ar�etes qui y arrivent �
e�� e�� e�� e	�
On va d�e�nir un faisceau F � 
Z�Ee� Fs� sur Z de la fa�con suivante � on

se donne pour chaque ar�ete un espace vectoriel Ee 
ou un module libre sur un
anneau� de dimension � sur un corpsK et pour chaque sommet s un sous�espace
vectoriel Fs g�en�erique de �	

i��Eei de dimension �� G�en�erique signi�e que cet
espace n�est contenu dans aucune somme de 	 des Eej �
On peut �ecrire Fs comme le graphe d�une application lin�eaire Ts � Ee��Ee� �

Ee� �Ee� � Il existe des bases des Eei telles que la matrice de T v�eri�e Ti�j � �
pour 
i� j� � 
�� ��� 
�� 	�� 
�� �� et T��� � �s�

T �

�
�s �
� �

�
�
���
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�s est un scalaire non nul qui ne d�epend pas de la base choisie � �s �
T���T���
T���T���

�

De telles bases sont uniques �a un scalaire global pr�es� Un tel choix d�e�nit donc
un faisceau F� sur Z dont l�espace des sections au voisinage de chaque sommet
est de dimension �� Soit maintenant � un cycle de Z� On lui associe un scalaire
non nul h	 qui est l�holonomie le long de � du faisceau F��
On a alors le �

Th�eor�eme 
� Les scalaires non nuls �s et h	 en nombre �n� � caract�erisent
le faisceau F � 
Z�Ee� Fs� �a isomorphisme pr�es� Si on appelle section de F la
donn�ee d�un �el�ement de �Ee qui soit dans Fs pour chaque sommet� la dimension
de l�espace des sections b�
F� ne d�epend donc que des invariants pr�ec�edents�

Preuve��

En coupant certaines ar�etes de Z� on d�etermine un arbre max�
imal T du nouveau graphe Z �� Les donn�ees permettent de triv�
ialiser le faisceau F� sur T et donc de reconstruire F sur T � On
lit alors les holonomies h	 sur les ar�etes restantes�

�

!� Extensions et remarques

!��� Croisements �evit�es� On peut sans doute �etendre l��etude pr�ec�edente au
cas d�un syt�eme auto�adjoint de � OPD d�ordre 
 de la forme�

P� �W

�W P�

�

���

en dimension d en un point o�u le crochet de Poisson fp�� p�g est non nul� On
a encore une forme normale dans ce cas l�a� Pour donner des �enonc�es pr�ecis�
il faut recourir �a l�analogue avec petit param�etre de la th�eorie de Guillemin�
Melrose�Uhlmann des op�erateurs int�egraux de Fourier associ�es �a des couples de
vari�et�es lagrangiennes qui se coupent transversalement au sens de Bott 
voir
����� ���� ��!��� Voir aussi ��
�� Un travail est en pr�eparation sur cette question�

!��� Points diabolos� En dimension � � le cas g�en�erique n�est cependant plus
celui des croisements �evit�es� mais celui de vrais croisements sur une vari�et�e de
codimension �� Voir �a ce sujet ��� et �!��
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