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1. INTRODUCTION

Ce texte est une introduction aux articles [3] et [4]. On considére un systéme
n xn, H, de h-opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0. On suppose H autoad-
joint. Au voisinage des points ou la matrice Hy des symboles principaux n’a
que des valeurs propres simples, le systéme est microlocalement équivalent & n
équations découplées. En un point ou le symbole a une valeur propre double, on
se ramene a étudier un systeme 2 x 2. Le but est donc d’étudier un systeme 2 x 2
d’opérateurs pseudo-différentiels pres d’un croisement (ou presque croisement),
puis d’en déduire les propriétés globales d’un systéme n X n ne présentant que
des (presque-)croisements de 2 niveaux génériques.

Les résultats sont une reformulation microlocale de la formule de Landau-
Zener (voir [4]) et une méthode générale pour calculer les phases globales (con-
ditions de quantifications, matrices de diffusion) (voir [3]).

2. CROISEMENTS EVITES

Soit ¢ — A(t) une application C*° de R dans les matrices 2 x 2 réelles
symétriques. Génériquement, les valeurs propres de A(t) sont simples pour
tout ¢ :

Vi, Al(t) < )\2(t) .
Ce n’est plus le cas pour une famille & 2 parametres. On considére ainsi une
famille
Ac(t)
dépendant d’un parametre réel € et on suppose que Ag(ty) admet une valeur
propre double. Alors, dans le cas générique, on peut trouver une base de R?
telle que

_ [ ac(t)  ewc(t)
(1) AC(t) - <€w€(t) be(t) )
ou ag(t) et bo(t) se croisent transversalement en tg et wp(tp) # 0. Pour € petit,

on est en présence d’un croisement évité des valeurs propres dont la distance
minimale est de l'ordre de |e|]. Dans ce qui suit on peut se débarasser de la
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/A

FIGURE 1. Croisements évités

dépendance de a et b en € en introduisant un parametre supplémentaire « et en
faisant des estimations uniformes en . On peut aussi supposer que we(t) est
indépendant de e.

3. LIMITE ADIABATIQUE D’UN SYSTEME A n NIVEAUX

On consideére une équation de Schrodinger dépendant lentement du temps de
la forme

—— = H(hs)U

i ds (hs)

ou H(t) est une matrice n x n symétrique et h tend vers 0. Posant ¢t = hs, on
a un systéme semi-classique :

h dU
—— =H(t
i dt O,
dont le symbole principal est :
7Id — H(t) .

On suppose que H () présente des croisements évités génériques du type précédent
et on est ramené & étudier le systeme :

o) (Vim0 ) (4) =0
ew(t) T —b(t)) \v
ot a(0) = b(0) =0, a et b ont des dérivées distinctes en 0 et w(0) # 0.

On voit qu’il sagit d’un probleme a 2 petits parametres € et h que ’on souhaite
traiter uniformément. Dans ce contexte, on cherche en général & déterminer le
comportement asymptotique de la matrice S qui fait passer des solutions en
s = —o0 & leurs valeurs en s = +oo (voir [12] et [14]).
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4. EQUATIONS DE SCHRODINGER COUPLEES EN DIMENSION 1

On considere une équation de Schrodinger en dimension 1 avec un potentiel
vectoriel V' (z). Une telle équation se rencontre dans ’approximation de Born-
Oppenheimer. On est amené & supposer que V(x) présente des croisements
évités génériques comme plus haut. L’équation stationnaire modele est donc :

—h2d722 +Vi(z) - E eW () AN
) ( ‘ W (z) 02 Ly Vo (x) — E) <v> =0

avec le méme type d’hypothéses que plus haut ; il existe xo tel que Vj(xo) =
Va(zo) < E, V{(mo) # V5(20) et W (zg) # 0.

5. LE MODELE

Il suffit donc dans tous les cas d’étudier un syteme pseudo-différentiel au-
toadjoint vectoriel de la forme

(5 ()

avec les hypothéses suivantes :

(a) les courbes caractéristiques p; =0 et p» =0 des P; ont un point
commun 2, ol les dp; sont indépendantes.

(b) le symbole principal de W en z; est non nul.

Il se trouve que sous ces hypotheses génériques, on peut décrire de fagon
précise et uniforme en € les solutions microlocales.

6. LE LEMME DE MORSE SEMI-CLASSIQUE ET L’INVARIANT DES POINTS DE
CROISEMENTS

Grace a I’hypothese (b), le systeme (4) équivaut microlocalement & une
unique équation purement scalaire dont le symbole principal présente un point
col. Cela permet d’utiliser le lemme de Morse semi-classique comme dans [1]. Le
point est qu’on doit éviter le calcul fonctionnel, car I’équation scalaire n’est plus
auto-adjointe. On se contente d’étudier les solutions : on peut donc multiplier
Popérateur a gauche par un facteur elliptique.

6.1. Le contexte. Soient p;, j = 1,2 deux fonctions C*° de T*R dans R. On
suppose qu’on se place pres d'un point zg € T*R (point col) tel que

(5)

p1(20) = p2(z0) = 0 et les différentielles dpq(2p) , dpa(zo) sont indépendantes.

Soit @4, ou « est un parametre réel variant dans un voisinage fixe de 0, un
h—OPD d’ordre 0 dépendant de fagon C'**° de . On note q, le symbole principal
de Q. et on suppose ¢y = p1p2 et %qa(zo) = wy # 0 : wqg est la dérivée en
« = 0 de la valeur critique de g,.
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FIGURE 2. Le cas de 2 équations de Schrodinger
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6.2. La forme normale. Le théoreme suivant donne une variante du lemme
de Morse isochore de [5] et de son pendant semi-classique [1]. L’avantage est de
ne pas utiliser le calcul fonctionnel, ni le caractére autoadjoint des hamiltoniens
(on suppose seulement les symboles principaux réels).

Théoréme 1. (a) Il existe des familles C™° de germes de transformations
canoniques xq : (R?,0) = (R2, 24) et de fonctions eq(y,n) telles que qo © Xo =

ea(y,m)(yn — Po(a)).
La fonction C'°° &y n’est pas unique, mais son développement de Taylor

o0
Dp(a) ~ Zcoyjoﬂ
Jj=1
l’est et on a :
wo

(6) o1 =+ {p1,p2}(20)

ou le signe dépend du choix de xo (voir la section 6.3).
(b) Il existe un OIF (opérateur intégral de Fourier) Uy associé & o €t un
OPD E, elliptiqgue en O tels que I’on ait, microlocalement prés de O :

© U o Qu o Un = Eao (Gug = Blash)
ou ® est un symbole en h de la forme
o0
(8) O~ By ()b
k=0
Les @y, sont C' et ont des développements de Taylor uniquement déterminés
o
Dp(a) ~ ch,ja] .
5=0

(c) Si Qo= PP, ©1(0) =c10=0. On a donc dans ce cas
d = copa+ 0(a?) + O(h?) .
6.3. Choix des branches. Le crochet de Poisson est défini par :
_0f9g 0f g
Vot = 300~ awoe

On peut toujours choisir y de facon a faire correspondre les courbes p; = 0
avec n =0et pp =0 avec y = 0.

Le signe de ey (O) est & suivant que 'image par x du quadrant {y > 0, n > 0}
vérifie p1py > 0 ou < 0. Comme pj oy = fin et ppox = foy avec f1(0)f2(0) =
eo(0), on a la relation :

(9) {p1,p2}(20) = €0(O){n,¥}(0) = €9 (0)
par I'invariance du crochet de Poisson et

Wy = —€ (0)00,1
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par le calcul de la dérivée en o = 0 de la valeur critique. D’ou la formule (6)
avec un —. On aurait un + si on avait la correspondance opposée entre les axes
et les courbes caractéristiques des p;.

6.4. Birapport et unicité. Soient £ un sous-espace de dimension 2 de la
somme directe de 4 espaces de dimension 1, E;, 1 < 5 < 4, tel que £ coupe
chaque hyperplan H; = @y ;FE}, suivant une droite D;. Soit 1m1 33 4 le birapport
des 4 droites D;. Si & est le graphe d’une application A : By © Ey — E3 © Ey
de matrice (a; ), on a

_4,1032
mi234 = ——

a3,104,2

L’indice « sera souvent implicite dans ce qui suit. D’apres [1], Pespace & des
solutions microlocales de Pu = 0 pres de zg est de dimension 2 (comme module
sur 'anneau C(h) des séries formelles en h). Numérotons 1,2, 3, 4 les 4 branches
comme sur la figure (3)

FIGURE 3. Numérotation des branches

et soient D; C & la droite des solutions nulles sur la branche j. On définit
mi234 € C(h) U oo comme le birapport des 4 droites D;.

Théoréme 2. On a :

(10) m172,374 — e—27r<I>(a,h)/h .

1l y a une difficulté pour interpréter cette formule car ® = &g+ ®1h+--- et
qu’on n’obtient pas une série formelle. On tourne la difficulté en couplant «

et h de facon que o = O(h). Le birapport prend alors un sens comme série
formelle en (B8,h) avec a = hf3. Si o > Ch'*? (avec C,p >0), on a

0 st cgq > 0;
(11) mioga =13 o ’
oo, sicp1 <O0.

Preuve. -
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La formule résulte de la formule (38) de [1]. En effet la matrice
de transfert T'(¢) y est donnée par
1 —ie T
(12) 160 =@ (e )

et dans le contexte présent ¢ = % + %
L’unicité découle alors de I'interprétation géométrique de m1 23 4.

g

6.5. Opérateur déterminant. Revenons au systeme (4). Comme W est el-
liptique en zp, on peut l'inverser et on voit que les solutions microlocales du
systeme (4) pres de zp sont déterminées pour € # 0 par les solutions de

Qeu =0
13
(13) {v = — W lPu

avec
(14) Qe=WPW P —EWW* =Qp— EWW™ .

Le symbole principal g. de Q. est q. = p1ps — €2|w|? qui présente un point col
z(e) avec z(0) = zp.

Si on pose €2 = «, on peut utiliser les résultats de la section 6.2 avec wy =
—|wg|?. En particulier, on peut déterminer le birapport associé au point zg. On
va voir que ce birapport détermine pour une matrice unitaire les modules des
coefficients et c’est ce qu’on appelle la formule de Landau-Zener.

7. UNITARITE ET FORMULE DE LANDAU-ZENER

7.1. Bref historique. La formule de Landau-Zener ([13], [21]) dans le régime
adiabatique est prouvée dans [7] et [11] : il s’agit de décrire le comportement
des solutions de

.du

(15) ios

= H(hs)u

lorsque h — 0 ou H(t) est un Hamiltonien présentant un presque-croisement de
deux valeurs propres pour un certain ty. Des formules plus fines sont données
dans [12].

La formule de Landau-Zener pour la propagation semi-classique des états
cohérents dans lapproximation de Born-Oppenheimer (i.e. pour des systémes
semi-classiques) est montrée par Hagedorn et Hagedorn-Joye ([8], [9]). Pour
une approche voisine, voir [14], §2.

On souhaite obtenir une formule microlocale : il faut donc définir unitarité
de fagon microlocale au moyen des courants entrants et sortants d’une région
D de T'espace des phases. On va le faire sans hypothése sur le comportement
de H a l'intérieur de D.
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7.2. Courants. On considére un systeme hamiltonien H d’OPD auto-adjoint
sur un espace de phase classique A de dimension 2. On s’intéresse aux solu-
tions microlocales de HU = 0. Soit Z la variété caractéristique de H (i.e.
Z = {det(Hy) = 0}). Soit D un domaine & bord de l’espace X dont le
bord dD rencontre transversalement Z en des points lisses correspondants a
I'annulation transversale d'une des valeurs propres p;(z) de Hp. Il y a un nom-
bre pairs d’arcs Z, de Z qui coupent ainsi 9D (c’est déja un nombre pair pour
chaque p; : regarder les changements de signes). Chaque arc est orienté par le
champ hamiltonien du p; correspondant. Soient Z1,--- , Zy les arcs entrant et
ZN+1,+ -+, Zan les arcs sortants. Soit H; I'espace de dimension 1 des solutions
microlocales de HU = 0 sur Z;, H;, = @f\;l?{j et Hout = @?LVNHHJ-. Soit
H= /Hzn @ Hout-

Soit Q un petit voisinage de 0D et II un A-OPD d’ordre 0 égal a Id dans
D\ Qeta0dans A\ (DUK). Soit ¥ un autre OPD égal a Id 1a ou II n’est
pas Id et nul dans D privé d’un petit voisinage de dD. Posons

(16) J(U,V) = ﬁ < SHIU)IV > — < TU[SHIV) > .

On a alors le :

Théoréme 3. Les espaces H; sont 2 a 2 orthogonaux pour le produit hermitien
J ; J est non dégénérée sur H et de signature (N,N). Plus précisément, si
p; € H; admet w; comme symbole et que dt; est la différentielle sur Z; associée
au champ hamiltonien correspondant, on a :
]
J(pj05) = i\de\

ou + vaut + dans le cas entrant et — dans le cas sortant. Si U,V sont deux
solutions microlocales de HU = 0 dans un voisinage de D, on a : J(U,V) = 0.
On en déduit que le sous-espace de H induit par les solutions dans D est le
graphe d’une application unitaire de H;, dans Hoys et est de dimension N.

Remarque : ce théoreme répond positivement & une question de Gilles Lebeau
lors de I’exposé oral.

7.3. La formule de Landau-Zener. Revenons au cas d’un seul croisement
(4 et avec les hypotheses (a) et (b). Soient H;, j = 1,---,4 les espaces de
solutions microlocales de HU = 0 sur les branches j. H;, = Ho & Hy et
Hout = H1 @ Hs sont des espaces hermitiens pour le produit défini par les
courants et si H est l'espace des solutions microlocales pres de zg, H est le
graphe d’une transformation unitaire T de H;, dans Hyyy.

Théoréme 4. (Formule de Landau-Zener) On a dans une base orthonormée
pour les courants

T = (t;;)
avec :

— |t374| + O(hoo) — e7r<1>(€2,h)/h + O(hOO) .

1,2
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FIGURE 4. Courants

ou ® vérifie :
C wol?
[{p1,p2}(20)|

La démonstration est une application du

®(e2,h) = 2+ 0(eYy + O(h?) .

Lemme 1. Avec les notations de la section (6.4), si H est le graphe d’une
application unitaire T : Ho & Hy — Hi & Hz ou les espaces sont hermi-
tiens et les sommes orthogonales, la matrice de I’ dans des bases orthonormeées
(e2,€4,€1,€3) des H; vérifie

t12]” = |tsal® = (m1g34) "

En fait on montre plus précisément que 'argument de 'exponentielle est de
la forme %@(62, h) ou ® est un symbole classique en h de la forme

o
O~ By(?)h*
k=0
avec les & C°.

Par rapport a [14] (voir en particulier le théoreme 5.1) et a la littérature
existante, relevons les points suivants :
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—Les résultats sont valables sans hypothése d’analyticité.

—Les résultats sont locaux (et méme microlocaux).

—-0On a un développement asymptotique complet par rapport aux 2 petits paramétres
€ et h.

—Les résultats décrivent de fagon uniforme la transition entre le régime adi-
abatique et le régime non couplé.

Le régime transitoire se produit lorsque € est de 'ordre de Vh. Sie>>Vh
(région II) 'approximation adiabatique marche (|t 2| = O(h°°)) et on se ramene
A 2 équations scalaires. Si e << v/h (région I) les 2 équations sont découplés a
I’ordre principal.

FI1GURE 5. Le plan des parameétres

8. PHASES

8.1. Bohr-Sommerfeld. Dans [3], nous montrons comment calculer le spectre
et les matrices de diffusion pour 2 oscillateurs couplés en utilisant en particulier
le théoreme 1. Une application a la matrice S et aux oscillations de Stuckelberg
([14] p. 241) y est donnée.

8.2. Des faisceaux sur Z. Donnons le principe algébrique des calculs de [3].
Soit Z un graphe tétravalent fini. On note e ’aréte générique. On suppose qu’on
s’est donné pour chaque sommet une numérotation des arétes qui y arrivent :
€1,€2,€3,€4.

On va définir un faisceau F = (Z, E,, Fs) sur Z de la facon suivante : on
se donne pour chaque aréte un espace vectoriel E, (ou un module libre sur un
anneau) de dimension 1 sur un corps K et pour chaque sommet s un sous-espace
vectoriel F générique de @?:lEei de dimension 2. Générique signifie que cet
espace n’est contenu dans aucune somme de 3 des E;.

On peut écrire F; comme le graphe d’une application linéaire Ts : E,, ® F., —
E., ® E,,. 1l existe des bases des E,; telles que la matrice de T vérifie T} ; = 1
pour (27]) = (174)7 (27 3)7 (274) et T1,3 = A

(17) T— <A1 }) .
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_ Ti3T5,4
. . O T T T
De telles bases sont uniques a un scalaire global pres. Un tel choix définit donc
un faisceau Fp sur Z dont 'espace des sections au voisinage de chaque sommet
est de dimension 1. Soit maintenant v un cycle de Z. On lui associe un scalaire
non nul /. qui est I’holonomie le long de v du faisceau Fi.

On a alors le :

As est un scalaire non nul qui ne dépend pas de la base choisie : A

Théoréme 5. Les scalaires non nuls \s et h, en nombre 2n + 1 caractérisent
le faisceau F = (Z, E,, Fy) a isomorphisme prés. Si on appelle section de F la
donnée d’un élément de D E, qui soit dans Fs pour chaque sommet, la dimension
de lespace des sections by(F) ne dépend donc que des invariants précédents.

Preuve. -

En coupant certaines arétes de Z, on détermine un arbre max-
imal T' du nouveau graphe Z’. Les données permettent de triv-
ialiser le faisceau F; sur 1" et donc de reconstruire F sur 7. On
lit alors les holonomies h,, sur les arétes restantes.

9. EXTENSIONS ET REMARQUES

9.1. Croisements évités. On peut sans doute étendre 1’étude précédente au
cas d'un syteme auto-adjoint de 2 OPD d’ordre 0 de la forme

(18) (;}/ eg;)

en dimension d en un point ou le crochet de Poisson {pi,ps} est non nul. On
a encore une forme normale dans ce cas la. Pour donner des énoncés précis,
il faut recourir a 'analogue avec petit parametre de la théorie de Guillemin-
Melrose-Uhlmann des opérateurs intégraux de Fourier associés a des couples de
variétés lagrangiennes qui se coupent transversalement au sens de Bott (voir
[15], [6], [19]). Voir aussi [10]. Un travail est en préparation sur cette question.

9.2. Points diabolos. En dimension > 2 le cas générique n’est cependant plus
celui des croisements évités, mais celui de vrais croisements sur une variété de
codimension 2. Voir a ce sujet [8] et [9].
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