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1 Introduction

Dans cet exposé nous présentons les résultats de I’article a paraitre [B-GJ. Il s’agit donc
d’un travail en collaboration avec Vladimir Buslaev. Une grande partie du matériel
présenté se trouve aussi dans ’article de V.Buslaev et L.A. Dimitrieva. La nouveauté
est la détermination précise de la partie imaginaire des résonances de Stark-Wannier.

Les résonances de Stark-Wannier sont liées a 1’étude spectrale de 1'opérateur P,
défini par :

pe

(1.1) P. = — +p(z) — ex, r €R.

Le parametre € est positif et on le fait tendre vers 0. On introduira aussi la variable

¢ = ex. La fonction p est réelle, périodique, p(z + a) = p(z), et on suppose :

(1.2) /Oap(x)dx = 0.

L’opérateur P, est autoadjoint sur L?*(R) avec son domaine naturel. Il a un spectre
absolument continu qui coincide avec tout 1’axe réel R.

Au paragraphe 2 on définit les résonances comme des poles d’un prolongement
d’une résolvante a travers l'axe réel. L’étude de la partie réelle des résonances dans
le cas ol p(x) est un potentiel & N gaps a été faite dans [B-D]. Ici nous étudions les
développements asymptotiques de la partie imaginaire de ces résonances.

Une des techniques de base de I’étude est la méthode adiabatique introduite par
Buslaev dans [B1, B3], qui est une généralisation de la méthode WKB. Nous la
présentons au paragraphe 5. Une notion essentielle est celle de point tournant. Nous
donnons au paragraphe 6 ’étude pres d'un point tournant simple.

La question de I’existence des résonances et leur description a été 1’objet de nom-

breux travaux. On peut voir la liste de références et [B1] pour des commentaires.

2 Définition des résonances

On construit certaines solutions de 1’équation :

(2.1) —u"(z) + (p(z) — ex)u(z) = Eu(x),
Il existe une solution g_ = g_(z, E) qui a le comportement asymptotique suivant
quand r — —o0
1 2 3
2.2 PV S = ze.
(2.2) 9=~ et BR 3

Une telle fonction est définie pour tout £ € C et c’est une fonction entiere de E.



Quand x — +o00 les solutions de I’équation sont de type oscillant. En particulier il

existe une solution f, = f.(x, F) qui a le comportement suivant pour x — 400 :
(2.3) fom L gm0
V2|E+ E|7

C’est une fonction continue de E pour ImFE > 0 et holomorphe pour ImE > 0.

Comme I’équation est linéaire du second ordre on a la relation :

(2.4) g-=Mf, +Mfy,

Le coefficient de reflexion M = M(FE) est continu pour ImE > 0 et est holomorphe
dans ImFE > 0. La fonction M est périodique :

(2.5) M(E + ea) = M(E).

La résolvante est I'opérateur intégral de noyau :

(2.6) R(z,y,E) =iN(z,y, E)/M(E), ImE >0,
(2.7) N(z,y,E) =g (z,E)f+(y, E),  x<y.

Hypotheése : On suppose que p(z) se prolonge en une fonction holomorphe dans
la bande |Imz| < a.

Alors la solution f, et la fonction M admettent un prolongement analytique a la
bande ImFE > —ea. La fonction M n’a pas de racines dans ImFE > 0, mais elle peut

en avoir dans la bande —ea < ImE < 0.

Definition 2.1 Les résonances de Stark-Wannier sont les zéros de la fonction M(E)
dans la bande —ea < ImE < 0.

Comme la fonction M est ea-périodique, on voit que les résonances forment des
échelles c’est-a-dire des réseaux de période ea. D’autre part les résonances peuvent
etre aussi définies comme les poles du prolongement de la résolvante du demi-plan
ImE > 0 ala bande —ea < ImFE < 0.

Nous allons donner un développement asymptotique de ces résonances quand € — 0.

3 Rappels sur ’équation de Hill

Soit I’équation de Hill :



(3.1) —u" + p(z)u = Eu.

v a2 S P W 3a*/2

Figure 1
(-Dk* +ih | (+DK* +ih
Ik* +ih,
Ik -ihy
(-Dk*-ih (-Dk*-ih
Figure 2
On cherche des solutions de la forme :
(3.2) u(z) = e* (), p(z + a) = p(x).

Le parametre de Floquet k est appelé aussi quasimoment. Pour £ réel on trouve
une suite & (k), [ = 1,2, 3... de valeurs de E pour lesquelles une telle solution existe.

Les bandes spectrales sont les ensembles des valeurs des fonctions & (k) pour k réel.
La fonction &(k) a pour période a* = 2k* = 25, On note w(z, k) = e**¢)(x,k) la
fonction propre associée.

33) (G o+ B+ pla) — ) ) =0



On peut étendre au domaine complexe les fonctions &(k) (voir la figure 2) et en fait
toutes ces fonctions peuvent étre définies sur différentes branches d’une unique surface
de Riemann.

Par exemple on peut définir la fonction £ (k) sur le domaine de la figure 3 en posant
E(k) = & (k) pour k appartenant a Uintervalle réel ((I — 1)k*, lk*).

Imk

2Kk*+ih,

k*+ih,
k+ih,

L

k* 2k* ‘3k*

Figure 3

On doit normaliser les fonctions ¢;(x, k) et comme &/(k) et £(k) présentent des

points de branchements on introduit les formes :

e, —k)dyo (2, k)dz = _Joele, —k)dip(z, k)d
I ez, —k)pi(z, k)dx fo oz, —k)p(x, k)dr

(34) wp; =

4 La courbe d’isoénergie

On considere la courbe d’équation, pour E fixé :

(4.1) Ek)—E=E.

Les points tournants sont les points ¢ tels que £'(k) = 0 au couple (k, &) correspon-
dant. Ils existent pour £ = a; — F ou & = b, — E , ou q; et b, sont les extrémités de
la bande B;. La courbe d’isoénergie joue le role de la courbe caractéristique dans la
méthode WKB.



Imk

Figure 4

La courbe a une topologie non triviale. On définit v; comme le lacet réel au dessus de

la bande B; et 7, comme le lacet dans la partie complexe au dessus du [-ieme gap.

5 Le résultat

On peut maintenant énoncer le principal résultat.

Theorem 5.1 Soit p(x) un potentiel périodique tel que le spectre de I’équation de Hill

correspondante ait () intervalles d’instabilité. Dans un domaine ou E et € vérifient :

(5.1) |singy,| > v >0, m # 2l — 2,

il existe une échelle E,, associée a la bande B;. Le développement asymptotique de

E,,, est donné par

(5.2) Singa—2 =0
soit
(5.3) E a/k*f(k)dknt +6a/ +0(&)
. n~ — nea+ — | w €).
b 2w Jo : 21 Jy, :
La partie imaginaire de Ej, admet dans les mémes conditions le développement
asymptotique :
€a 1
5.4 ImE; , ~ ——-— :
(5:4) b T (Singy...SiNPag—2Z91-1...Zag—1)?
ot
(5.5) = Tp o [T aWdk g [ w0
' gOm_ea 2 Jo ! 2 wwl <
et Z,, = 2e*™ quec . .
5.6 =St - / O
(5.6) z 2€l+2%wl+ (€)

et S est Uaction Sy = — [, £(idk).



On constate donc que la partie imaginaire est exponentiellement petite puisque dans
le développement asymptotique apparait dans ’exponentielle avec un coefficient —1 la

somme des actions a travers les barrieres séparant la bande B; de la bande infinie.

6 La méthode WKB adiabatique

On cherche une solution asymptotique de ’équation (1.1) sous la forme

(6.1) F(z,6,¢) = e/ O f (2, ¢)

ol

(62) f(xafac) = Z €nfn(l',f),
n>0

et f, est périodique en z, f,(z+a,&) = fu(x,§). Ici 0(§) est une primitive de la forme
differentielle kd¢ sur une branche de la courbe d’isoénergie.

On obtient la suite d’équations :

10
(G5 +0)" +p@) -~ Elfu -
10 e, . 0? B
(6.3) _2[2(;£+9)8_§+9 [ fno1 — 8—§2fn_2 =0.
et en particulier 5
1
(6.4) [(;a—x+9')2+P($) —{—Elfo=0

On voit que I'on obtient une équation de Floquet et que la condition pour que cette

équation ait une solution est que k = 6'(£) et & doivent étre reliés par
(6.5) E(k)—€=E.

On retrouve I’équation de la courbe d’isoénergie.

Si cette condition est vérifiée, on peut prendre

(6.6) fo(@,8) = N(§)p(x, k)

Le coefficient N (&) est déterminé par la condition pour que I’équation suivante portant

sur f; ait une solution périodique. On obtient :

(6.7) N(€) = [ (k)| 7] @



On peut résoudre successivenent toutes les équations et déterminer F' a un facteur pres

de la forme :

(6.8) C =eit > €e'e,

n>0
Une grande partie du travail est de montrer 'existence d’une vraie solution de

I’équation initiale, ayant ce développement asymptotique.

7 Asymptotique uniforme pres d’un point tournant

L’une des innovations de [B-G]| est constituée par des formules asymptotiques uni-
formes au voisinage d’un point tournant simple. Celles-ci sont, au voisinage d’'un point

tournant (k,,&,,) de la forme :
(7.1) G = (¢ 5wA + esw'B)em*

ol w = w(e’%C), A=Y €"A,(x,§), B=Y €"B,(z,£). La fonction w est une solution
quelconque de I'équation d’Airy w” = zw. Les fonctions A,, et B,, sont périodiques ou
antipériodiques en = pour la période a. Enfin ( est la fonction de & = ex déterminée
par
(7.2) E(km — iy/CC) — €= E.

La encore il est possible de montrer I’existense de vraies solutions ayant ce dévelop-
pement asymptotique.

Le choix de la solution de I’équation d’Airy est loisible et on va sélectionner les
solutions suivantes. Soit

Ly 3 3n

(7.3) wy ~ (=2)71e3DE N may, (—2) 7T, ap =1, z — —00.

Alors v = %(6’&11)1 + €'%1) est la solution unique & un facteur prés qui décroit
quand z — +o0o, communément appelée fonction d’Airy. Une autre solution réelle,
mais qui croit quand z — 400 est u = %(eigwl + e~ i wy).

On a les wronskiens {v,u} =2 et {wy, W} = 27 et par suite :

v\ wy 1 s
(7.4) <U>_T<w1>’ T_\/§<ei§ ei%)’

T est unitaire, detT = —1.
Pres de chaque point tournant on peut construire des solutions fo, fam, Gm, hm qui

vérifient exactement cette relation :

") () =7 ()



8 Les formules de connexion

Il est donc possible de construire sur toute la droite réelle des solutions asymptotiques.
Dans ce paragraphe nous donnons des formules de connexion qui vont permettre de
relier la solution ¢g_ définie au voisinage de —oo et les solutions f, et f, définies au

voisinage de 400. Les solutions introduites sont schématisées dans la figure 5

£ .
hu f“ ! hl h2 1Cz f; h, h4 f4 f+
g>< g, g>< &, g3>é4
Figure 5

Nous avons pour m = 2l — 2 pair la formule qui donne le saut de la bande B; :

(8.1) (hm“> :Um<hm>,

Im+1 9m
avec ,

[ cospom —SiNYm \ _ e em 0 > 1
(8:2) Unm <simpm COSPm, > =T ( 0 el r
¢t 1 [k 1 1
0
8.3 m:—E——/ &(k)dk + - =Y o
(83) v €a 2€e Jo () +2 7,wl+67§26@’
D’autre part nous avons pour m = 2] — 1 la formule de connexion a l'intérieur du

[-ieme gap :
(8.4) (hm“> = Vi (hm>

Im+1 9m
avec 71

0 —Z,

(8.5) Vi ~ ( 72 % )

De plus on a g_ = Z_hg et fog ~ ay fy + By fy ot ay = e+ et B, = O(eV),VN.
Ces formules permettent par un calcul astucieux d’exprimer la fonction M (FE) et
en séparant bien partie réelle et partie imaginaire de prouver le théoreme. Dans le cas

d’un gap (Q = 1), équation M(E) = 0 se ramene a

(8.6) singg + 12, 2cospy = 0

d’ou on tire le résultat dans ce cas. Le développement asymptotique de E est donné

par singy = 0 et la partie imaginaire est équivalente a —i%Zf?



9 Remarques finales

La principale critique que ’on peut faire sur le résultat est qu’il ne concerne que les
potentiels a un nombre fini de gaps. C’est une hypothése tres restrictive car un potentiel
générique a tous ses gaps ouverts. Pour un potentiel analytique la largeur du n-ieme
gap décroit exponentiellement avec n. Dans le but d’étudier les résonances pour le cas
d’un potentiel générique il convient donc de donner le développement asymptotique
des solutions au voisinage de deux points tournants proches. C’est 'objet d’un travail
en cours.

D’autre part, Fumitsuna Maruyama a étudié dans une partie de sa these ([M]) les

résonances pour une équation du type :

(9.1) —u'(z) + (p(x) — E —q(§))u(z) =0,  {=ex,

ou ¢ est une fonction non linéaire croissante. Il a montré ’existence de résonances;
celles-ci sont rangées en échelles distordues car la fonction M (E) n’est plus périodique

dans ce cas.
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