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� Introduction

Dans cet expos�e nous pr�esentons les r�esultats de l�article �a para��tre �B	G
� Il s�agit donc

d�un travail en collaboration avec Vladimir Buslaev� Une grande partie du mat�eriel

pr�esent�e se trouve aussi dans l�article de V�Buslaev et L�A� Dimitrieva� La nouveaut�e

est la d�etermination pr�ecise de la partie imaginaire des r�esonances de Stark	Wannier�

Les r�esonances de Stark	Wannier sont li�ees �a l��etude spectrale de l�op�erateur P�

d�e�ni par 

P� � � d�

dx�
� p�x�� �x� x � R������

Le param�etre � est positif et on le fait tendre vers �� On introduira aussi la variable

� � �x� La fonction p est r�eelle� p�eriodique� p�x � a� � p�x�� et on suppose 

Z a

�
p�x�dx � �������

L�op�erateur P� est autoadjoint sur L��R� avec son domaine naturel� Il a un spectre

absolument continu qui co��ncide avec tout l�axe r�eel R�

Au paragraphe � on d�e�nit les r�esonances comme des p�oles d�un prolongement

d�une r�esolvante �a travers l�axe r�eel� L��etude de la partie r�eelle des r�esonances dans

le cas o�u p�x� est un potentiel �a N gaps a �et�e faite dans �B	D
� Ici nous �etudions les

d�eveloppements asymptotiques de la partie imaginaire de ces r�esonances�

Une des techniques de base de l��etude est la m�ethode adiabatique introduite par

Buslaev dans �B�� B�
� qui est une g�en�eralisation de la m�ethode WKB� Nous la

pr�esentons au paragraphe �� Une notion essentielle est celle de point tournant� Nous

donnons au paragraphe � l��etude pr�es d�un point tournant simple�

La question de l�existence des r�esonances et leur description a �et�e l�objet de nom	

breux travaux� On peut voir la liste de r�ef�erences et �B�
 pour des commentaires�

� D�e�nition des r�esonances

On construit certaines solutions de l��equation 

�u���x� � �p�x�� �x�u�x� � Eu�x�������

Il existe une solution g� � g��x� E� qui a le comportement asymptotique suivant

quand x� ��
g� � �

�j� � Ej �� e
� �

��
j��Ej�� � � � x�������

Une telle fonction est d�e�nie pour tout E � C et c�est une fonction enti�ere de E�
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Quand x� �� les solutions de l��equation sont de type oscillant� En particulier il

existe une solution f� � f��x� E� qui a le comportement suivant pour x� �� 

f� � �p
�j� � Ej ��

ei
�

��
j��Ej �� � � � x�������

C�est une fonction continue de E pour ImE � � et holomorphe pour ImE � ��

Comme l��equation est lin�eaire du second ordre on a la relation 

g� � �Mf� � M �f�������

Le coe�cient de re�exion M � M�E� est continu pour ImE � � et est holomorphe

dans ImE � �� La fonction M est p�eriodique 

M�E � �a� � M�E�������

La r�esolvante est l�op�erateur int�egral de noyau 

R�x� y� E� � iN�x� y� E��M�E�� ImE � �������

N�x� y� E� � g��x� E�f��y� E�� x � y������

Hypoth�ese  On suppose que p�x� se prolonge en une fonction holomorphe dans

la bande jImxj � 	�

Alors la solution f� et la fonction M admettent un prolongement analytique �a la

bande ImE � ��	� La fonction M n�a pas de racines dans ImE � �� mais elle peut

en avoir dans la bande ��	 � ImE � ��

De�nition ��� Les r�esonances de Stark�Wannier sont les z�eros de la fonction M�E�

dans la bande ��	 � ImE � ��

Comme la fonction M est �a	p�eriodique� on voit que les r�esonances forment des

�echelles c�est	�a	dire des r�eseaux de p�eriode �a� D�autre part les r�esonances peuvent

�etre aussi d�e�nies comme les p�oles du prolongement de la r�esolvante du demi	plan

ImE � � �a la bande ��	 � ImE � ��

Nous allons donner un d�eveloppement asymptotique de ces r�esonances quand �� ��

� Rappels sur l��equation de Hill

Soit l��equation de Hill 
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�u�� � p�x�u � Eu������
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On cherche des solutions de la forme 

u�x� � eikx
�x�� 
�x � a� � 
�x�������

Le param�etre de Floquet k est appel�e aussi quasimoment� Pour k r�eel on trouve

une suite El�k�� l � �� �� ���� de valeurs de E pour lesquelles une telle solution existe�

Les bandes spectrales sont les ensembles des valeurs des fonctions El�k� pour k r�eel�

La fonction El�k� a pour p�eriode a� � �k� � ��
a

� On note ul�x� k� � eikx
l�x� k� la

fonction propre associ�ee�

��
�

i

�

�x
� k�� � p�x�� El�k��
l�x� k� � ������
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On peut �etendre au domaine complexe les fonctions El�k� �voir la �gure �� et en fait

toutes ces fonctions peuvent �etre d�e�nies sur di��erentes branches d�une unique surface

de Riemann�

Par exemple on peut d�e�nir la fonction E�k� sur le domaine de la �gure � en posant

E�k� � El�k� pour k appartenant �a l�intervalle r�eel ��l � ��k�� lk���
Im k

Re k

O k* 2k*

2k*+ih2

k*+ih1

3k*

3k*+ih3

Figure �

On doit normaliser les fonctions 
l�x� k� et comme El�k� et E�k� pr�esentent des

points de branchements on introduit les formes 

�l � �
R a
� 
l�x��k�dk
l�x� k�dxR a
� 
l�x��k�
l�x� k�dx

� � � �
R a
� 
�x��k�dk
�x� k�dxR a
� 
�x��k�
�x� k�dx

������

� La courbe d�iso�energie

On consid�ere la courbe d��equation� pour E �x�e 

E�k�� � � E������

Les points tournants sont les points � tels que E ��k� � � au couple �k� �� correspon	

dant� Ils existent pour � � al � E ou � � bl � E � o�u al et bl sont les extr�emit�es de

la bande Bl� La courbe d�iso�energie joue le r�ole de la courbe caract�eristique dans la

m�ethode WKB�
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La courbe a une topologie non triviale� On d�e�nit l comme le lacet r�eel au dessus de

la bande Bl et �l comme le lacet dans la partie complexe au dessus du l	i�eme gap�

� Le r�esultat

On peut maintenant �enoncer le principal r�esultat�

Theorem ��� Soit p�x� un potentiel p�eriodique tel que le spectre de l��equation de Hill

correspondante ait Q intervalles d�instabilit�e� Dans un domaine o�u E et � v�eri�ent �

jsin
mj � � � �� m �� �l � �������

il existe une �echelle El�n associ�ee �a la bande Bl� Le d�eveloppement asymptotique de

El�n est donn�e par

sin
�l�� � ������

soit

El�n � a

��

Z k�

�
El�k�dk � n�a �

�a

��

Z
�l

�l �O����������

La partie imaginaire de El�n admet dans les m	emes conditions le d�eveloppement

asymptotique �

ImEl�n � ��a

�

�

�sin
�l���sin
�Q��Z�l�����Z�Q����
�����

o�u


m �
�

�a
E � �

��

Z k�

�
El�k�dk �

�

�

Z
�l

�l �O���������

et Zm � �ezm avec

zm �
�

��
Sl �

�

�

Z
��l

�l �O��������

et Sl est l�action Sl � � R��l ��idk��
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On constate donc que la partie imaginaire est exponentiellement petite puisque dans

le d�eveloppement asymptotique apparait dans l�exponentielle avec un coe�cient �� la

somme des actions �a travers les barri�eres s�eparant la bande Bl de la bande in�nie�

	 La m�ethode WKB adiabatique

On cherche une solution asymptotique de l��equation ����� sous la forme

F �x� �� �� � e
i

�
����f�x� �� �������

o�u

f�x� �� �� �
X
n��

�nfn�x� ��������

et fn est p�eriodique en x� fn�x� a� �� � fn�x� ��� Ici ���� est une primitive de la forme

di�erentielle kd� sur une branche de la courbe d�iso�energie�

On obtient la suite d��equations 

��
�

i

�

�x
� ���� � p�x�� � � E
fn �

�i���
�

i

�

�x
� ���

�

��
� ���
fn�� � ��

���
fn�� � �������

et en particulier

��
�

i

�

�x
� ���� � p�x�� � � E
f� � ������

On voit que l�on obtient une �equation de Floquet et que la condition pour que cette

�equation ait une solution est que k � ����� et � doivent �etre reli�es par

E�k�� � � E������

On retrouve l��equation de la courbe d�iso�energie�

Si cette condition est v�eri��ee� on peut prendre

f��x� �� � N���
�x� k������

Le coe�cient N��� est d�etermin�e par la condition pour que l��equation suivante portant

sur f� ait une solution p�eriodique� On obtient 

N��� � jE ��k�j� �

� e
R
������
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On peut r�esoudre successivenent toutes les �equations et d�eterminer F �a un facteur pr�es

de la forme 

C � e
i

�
��
X
n��

�ncn�����

Une grande partie du travail est de montrer l�existence d�une vraie solution de

l��equation initiale� ayant ce d�eveloppement asymptotique�


 Asymptotique uniforme pr�es d�un point tournant

L�une des innovations de �B	G
 est constitu�ee par des formules asymptotiques uni	

formes au voisinage d�un point tournant simple� Celles	ci sont� au voisinage d�un point

tournant �km� �m� de la forme 

G � ���
�

�wA � �
�

�w�B�eikmx�����

o�u w � w���
�

� ��� A �
P
�nAn�x� ��� B �

P
�nBn�x� ��� La fonction w est une solution

quelconque de l��equation d�Airy w�� � zw� Les fonctions An et Bn sont p�eriodiques ou

antip�eriodiques en x pour la p�eriode a� En�n � est la fonction de � � �x d�etermin�ee

par

E�km � i
q
�� ��� � � E������

L�a encore il est possible de montrer l�existense de vraies solutions ayant ce d�evelop	

pement asymptotique�

Le choix de la solution de l��equation d�Airy est loisible et on va s�electionner les

solutions suivantes� Soit

w� � ��z��
�

� ei
�

�
��z� �� X in	n��z��

�n

� � 	� � �� z � ��������

Alors v � �p
�
�e�i

�

�w� � ei
�

� �w�� est la solution unique �a un facteur pr�es qui d�ecro��t

quand z � ��� commun�ement appel�ee fonction d�Airy� Une autre solution r�eelle�

mais qui cro��t quand z � �� est u � �p
�
�ei

�

�w� � e�i
�

� �w���

On a les wronskiens fv� ug � � et fw�� �w�g � �i et par suite 
�
v
u

�
� T

�
w�

�w�

�
� T �

�p
�

�
e�i

�

� ei
�

�

ei
�

� e�i
�

�

�
������

T est unitaire� detT � �i�
Pr�es de chaque point tournant on peut construire des solutions fm� �fm� gm� hm qui

v�eri�ent exactement cette relation 
�
hm
gm

�
� T

�
fm
�fm

�
������
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� Les formules de connexion

Il est donc possible de construire sur toute la droite r�eelle des solutions asymptotiques�

Dans ce paragraphe nous donnons des formules de connexion qui vont permettre de

relier la solution g� d�e�nie au voisinage de �� et les solutions f� et �f� d�e�nies au

voisinage de ��� Les solutions introduites sont sch�ematis�ees dans la �gure �

g- g
0

g
1

g
2

g
3

g
4

h
0 h

1 h
2 h

3
h

4

f
4

f
3f

2
f

1f
0

f
+

Figure �

Nous avons pour m � �l � � pair la formule qui donne le saut de la bande Bl 

�
hm��

gm��

�
� Um

�
hm
gm

�
������

avec

Um �
�
cos
m �sin
m

sin
m cos
m

�
� T

�
e�i�m �

� ei�m

�
T�������

et


m �
�

�a
E � �

��

Z k�

�
El�k�dk �

�

�

Z
�l

�l �
�

�

X
n��

�n
m�n�����

D�autre part nous avons pour m � �l � � la formule de connexion �a l�int�erieur du

l	i�eme gap 

�
hm��

gm��

�
� Vm

�
hm
gm

�
�����

avec

Vm �
�

� �Z��
m

Zm �

�
�����

De plus on a g� � Z�h� et f�Q � 	�f� � �� �f� o�u 	� � ei�� et �� � O��N�� 	N �

Ces formules permettent par un calcul astucieux d�exprimer la fonction M�E� et

en s�eparant bien partie r�eelle et partie imaginaire de prouver le th�eor�eme� Dans le cas

d�un gap �Q � ��� l��equation M�E� � � se ram�ene �a

sin
� � iZ��
� cos
� � ������

d�o�u on tire le r�esultat dans ce cas� Le d�eveloppement asymptotique de E est donn�e

par sin
� � � et la partie imaginaire est �equivalente �a �i �a
�
Z��
� �
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 Remarques �nales

La principale critique que l�on peut faire sur le r�esultat est qu�il ne concerne que les

potentiels �a un nombre �ni de gaps� C�est une hypoth�ese tr�es restrictive car un potentiel

g�en�erique a tous ses gaps ouverts� Pour un potentiel analytique la largeur du n	i�eme

gap d�ecroit exponentiellement avec n� Dans le but d��etudier les r�esonances pour le cas

d�un potentiel g�en�erique il convient donc de donner le d�eveloppement asymptotique

des solutions au voisinage de deux points tournants proches� C�est l�objet d�un travail

en cours�

D�autre part� Fumitsuna Maruyama a �etudi�e dans une partie de sa th�ese ��M
� les

r�esonances pour une �equation du type 

�u���x� � �p�x�� E � q����u�x� � �� � � �x������

o�u q est une fonction non lin�eaire croissante� Il a montr�e l�existence de r�esonances 

celles	ci sont rang�ees en �echelles distordues car la fonction M�E� n�est plus p�eriodique

dans ce cas�
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