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Estimations de Strichartz g�en�eralis�ees

sur le groupe de Heisenberg

H� Bahouri � P� G�erard � C��J� Xu

� Notations et r�esultats

On se propose dans cet expos�e d��etablir des estimations de Strichartz g�en�eralis�ees pour
l��equation des ondes sur le groupe de Heisenberg�

Ce type d�estimations pour l��equation des ondes sur Rn a une longue histoire commen�cant
avec l�article de Segal ���	
 et a port�e le nom d�estimations de Strichartz apr�es l�article fon�
damental de Strichartz ��	� Ces estimations ont �et�e g�en�eralis�ees par plusieurs auteurs et
exploit�ees pour �etudier le probl�eme de Cauchy et la th�eorie de la di�usion de l��equation des
ondes non lin�eaire �pour une bibliographie d�etaill�ee
 voir Ginibre et Velo ��	��

La preuve de ces estimations �voir ��	� est bas�ee sur trois types d�ingr�edients� le pre�
mier consiste en des estimations sp�eci�ques
 et en particulier des estimations de la phase
stationnaire sur le groupe d��evolution associ�e �a l��equation homog�ene� Le second repose sur
les d�ecoupages dyadiques et les espaces de Besov� En�n
 le troisi�eme utilise des arguments
abstraits de dualit�e et d�interpolation� La d�emarche que nous allons adopter dans ce travail
comprend �egalement ces trois �etapes�

Le groupe de Heisenberg Hn est l�ensemble

Cn�R � f�z� s	� z � Cn� s � Rg�
muni de la loi de multiplication

�z� s	 � �z�� s�	 � �z � z�� s � s� � �Im z � �z�	�

ainsi Hn est un groupe non commutatif� En utilisant le syst�eme de coordonn�ees r�eelles �x� y� s�
obtenu �a partir de zj � xj � iyj
 le syst�eme de champs de vecteurs r�eels invariants �a gauche
sur le groupe Hn�

Xj � �xj � �yj�s� Yj � �yj � �xj�s� j � �� � � � � n
est un syst�eme g�en�erateurs de l�alg�ebre de Lie du Groupe Hn� La dimension homog�ene de Hn

est N � �n � � �voir ���	�� En posant

�H��Hn� � fXjf� Yjf � L��Hn�� j � �� � � � � ng�
dans ���
 �	
 est d�emontr�ee l�inclusion de Sobolev suivante

�H��Hn� � L�N��N����Hn��

On consid�ere maintenant le probl�eme de Cauchy�����
��t u��Hnu � f
ujt�� � u�
�tujt�� � u�

���

�



o�u

�Hn �
nX
j��

�X�
j � Y �

j ��

Le r�esultat principal de ce travail est l�estimation suivante que nous appellerons �estimation
de Strichartz g�en�eralis�ee sur le groupe de Heisenberg��

Th�eor�eme � Soit u une solution de probl�eme ���� �etant donn�es q � � �N
N�� �

���N���
�N�� 	 et p avec

�

p
�
N

q
�

N

�
� ��

Alors il existe Cq � � tel que� pour tout T � �

kukLp����T 	
Lq�Hn�� � CqfkfkL�����T 	
L��Hn�� � E��u����g� ���

o�u

E��u� �
nX

j��

�kXju��� ��k�L��Hn�
� kYju��� ��k�L��Hn�

� � k�tu��� ��k�L��Hn�
�

Nous allons d�abord d�evelopper une th�eorie de d�ecomposition dyadique surHn� En d�autres
termes
 nous construisons une fonction radiale � � S�Hn�
 et pour f � S ��Hn�
 on pose

��jf � f � �j �
o�u � est la convolution sur le groupe Hn
 �j�z� s� � �Nj���jz� ��js�
 et

P
j �j � �� o�u �� est

la masse de Dirac en ��
Pour � � R
 et � � p� r � �	
 �B�

p�r�Hn� est l�espace de distributions temp�er�ees sur Hn

v�eri�ant

kuk �B�
p�r�Hn�

�

��X
j�Z

�jr�k ��jukrLp�Hn�

�A��r

	 �	�

Pour la d�ecroissance des solutions du probl�eme de Cauchy�����
��t v ��Hnv � �
vjt�� � u�
�tvjt�� � u�

�

on d�emontre le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme � i� Supposons que u��Xju�� Yju� � L�p�Hn�� j � �� � � � � n�
�

p
�

�

�
� �

�N � �
�

�

�p
�

�

�
�

�

�N � �
�

Alors il existe C � � tel que

kv�t�kLp�Hn� � C��� jtj������N���

���
nX

j��

fkXju�kL�p�Hn� � kYju�kL�p�Hn�g� ku�kL�p�Hn�

�	
 � ���

ii� Supposons que u� � �B
N����
��� �Hn�� u� � �B

N������
��� �Hn�	 Alors il existe C � � tel que

kv�t�kL��Hn� � C�� � jtj�����
�
ku�k �B

N����
��� �Hn�

� ku�k �B
N������
��� �Hn�

�
� ���

�



Une cons�equence de ��� est que
 par exemple
 si u�� u� � S�Hn�
 alors

kv�t�kL��Hn� � C�� � jtj������

On peut de plus montrer par un exemple explicite que cette d�ecroissance est optimale�
Notons que cet exposant de d�ecroissance ne d�epend pas de la dimension N 
 contrairement au
cas du Laplacien usuel sur Rn�

Signalons en�n que les travaux pr�esent�es ici feront l�objet d�une publication ult�erieure plus
d�etaill�ee ��	�

� Th�eorie de Littlewood�Paley sur le groupe de Heisenberg

On rappelle bri�evement quelques r�esultats concernant la transformation de Fourier sur le
groupe de Heisenberg
 pour le d�etail voir ��
 ��	�

Le groupe Hn �etant non commutatif
 la transformation de Fourier sur Hn s�appuie sur les
repr�esentations irr�eductibles unitaires de Hn� Pour tout 
 
� �
 considerons l�espace de Hilbert
d�e�ni par

H� � fF � holomorphe sur Cn� kFkH�
		g�

o�u

kFk�H�
�


�j
j
�

�n Z
Cn

e��j�jj�j� jF ���j�d��

On d�e�nit alors une repr�esentation unitaire u� de Hn dans U�H�� par la formule

u�z�sF ��� � F �� � �z�ei�s�����z�jzj����� si 
 � ��

u�z�sF ��� � F �� � z�ei�s������z�jzj����� si 
 	 ��

On montre que la famille �u������ donne
 �a isomorphisme pr�es
 toutes les repr�esentations
irr�eductibles unitaires de Hn �voir ���	��

Par ailleurs
 notons que les mon�omes

F������ �
�
p

�j
j���p
 

�  � �Z�n�

forment une base orthonorm�ee de l�espace de Hilbert H��

D�e�nition � Pour f � L��Hn�� on pose

�f�
� � F�f��
� �

Z
Hn

f�w�u�wdw�

La fonction �f �a valeurs dans les op�erateurs born�es sur H� est par d�e
nition la transform�ee

de Fourier de f 	

On a les formules suivantes�

F��Hnf��
�F��� � ��j
j��jj � n� �f�
�F����

et
F�f � g��
� � F�f��
� � F�g��
��

�



Pour f � L�TL��Hn� on a la formule de Plancherel

kfk�L��Hn�
�

�n��

�n�

X
���Z��n

Z �

��
k �f�
�F���k�H�

j
jnd
 �
�n��

�n�

Z �

��
k �f�
�k�HS�H��

j
jnd
� ��

On s�int�eresse maintenant �a l��etude de la transform�ee de Fourier des fonctions radiales de
la forme

f�z� s� � g�jzj� s��
Soit f � L��Hn� une fonction radiale
 on a

�f�
�F��� � Rj�j�
�F���

o�u

Rm�
� �

�
m � n� �

m

��� Z
f�z� s�ei�sL�n���

m ��j
jjzj��e�j�jjzj
�
dzds�

les L
�p�
m �t� �etant les polyn�omes de Laguerre d�e�nis par

L�p�
m �t� �

mX
k��

����k
�

m � p
m� k

�
tk

k 
� t � ��

R�eciproquement
 si les scalaires Rm�
��m � N� 
 � R nf�g satisfaisant �a

X
m

�
m � n� �

m

�Z
jRm�
�jj
jnd
 		�

et on pose

f�z� s� �
�n��

�n�

X
m

Z
e�i�sRm�
�L�n���

m ��j
jjzj��e�j�jjzj
�j
jnd
�

On a alors
�f�
�F��� � Rj�j�
�F����

et Nous prenons maintenant une fonction particuli�ere R� � C�
� �C��
 o�u C� � f� � R� ��� �

j� j � �g et d�e�nissons R�
m��� � R����m � n���
 donc R�

m � C�
� �C�

m� avec C�
m � f� �

R� �����m � n��� � j� j � ���m � n���g� Comme dans ��
 �	
 on peut choisir R� v�eri�ant
X
j�Z

R�
m����j�� � �� pour tout m � N� � � R nf�g�

Par ailleurs
 on a

X
m

�
m � n� �

m

�Z �

��
jR�

m���jj� jnd�

�
X
m

�m � n� �� 

m �n� �� 
��m � n��n��

Z
C�

jR��
�jj
jnd
 		�

Il existe donc une fonction radiale � sur le groupe de Heisenberg satisfaisant �a

���
�F��� � R�
j�j�
�F����

et

��z� s� �
�n��

�n�

X
m

Z
e�i�sR�

m�
�L�n���
m ��j
jjzj��e�j�jjzj

� j
jnd
� ���

�



Lemme � On a

� � S�Hn��

Z
�ds � ��

La d�emonstration de ce lemme n�est pas du tout triviale
 il faut utiliser les propriet�es sp�eciales
des polyn�omes de Laguerre
 voir ��	�

On peut donc d�e�nir une famille d�op�erateurs ��j � L��Hn�  L��Hn�� j � Z
 par

F� ��jf��
�F��� � R�
j�j��

��j
� �f�
�F����

Pour f � L��Hn�
 la d�ecomposition
f �

X
j�Z

��jf

s�appelle d�ecomposition de Littlewood�Paley de f sur le groupe de Heisenberg Hn� Cette
notion peut �etre formellement g�en�eralis�ee �a des distributions temp�er�ees f � S ��Hn��

On donne la d�e�nition des espaces de Besov homog�enes comme dans ��!	�

D�e�nition � Soient � � R� et � � p� r � �	 deux r�eels� l�espace de Besov homog�ene sur le

groupe de Heisenberg �B�
p�r�Hn� est l�espace de distributions temp�er�ees v�eri
ant

kuk �B�
p�r�Hn�

�

��X
j�Z

�jr�k ��jukrLp�Hn�

�A��r

	 �	�

On a L��Hn� � B�
����Hn�
 et le dual de B�

p�r�Hn� est B��
�p��r �Hn�
 avec � � ��p � ���p� � �

��r � ���r� � 	 p 		� � 	 r 		
 et l�inclusion continue

�B�
p��r�Hn� � �B��N���p����p��

p��r �Hn� si p� � p��

L�espace de Besov non�homog�ene sur le groupe de Heisenberg B�
p�r�Hn� peut �etre d�e�ni comme

dans le cas classique�
On d�emontre aussi l�injection de Sobolev pr�ecis�ee sur le groupe de Heisenberg �voir �	

pour le cas classique��

Th�eor�eme � Soient � � p 		� � 	 � 	 N�p� on a alors l�inclusion continue suivante�

�B�
p�p�Hn� � La�Hn�� avec a �

pN

N � p�
�

et on a aussi l�in�egalit�e de Sobolev pr�ecis�ee

kukLa�Hn� � Ckuk��
p
a

�B
��Np ���

���

kuk
p
a
�B�
p�p
�

� Estimations de Strichartz dans les espaces de Besov

On �etudie maintenant le probl�eme de Cauchy ���
 on d�e�nit deux familles d�op�erateurs Ut

et At par
F�Utf��
�F��� � eibj�j���t �f�
�F����

et
F�Atf��
�F��� � aj�j�
� t� �f�
�F����





avec

bm�
� � ��j
j��m � n������ am�
� t� �
sin�bm�
�t�

bm�
�
�

On en d�eduit que l�op�erateur dAt
dt est d�e�ni par

F�
dAt

dt
f��
�F��� � cos�bj�j�
�t� �f�
�F����

En utilisant la formule de Plancherel ��
 on a que Ut est une isom�etrie sur L��Hn�
 At est un
op�erateur continu de L��Hn� dans �H��Hn�
 et dAt

dt est continu de L��Hn� dans L��Hn�� On

a aussi A� � �� dAdt jt�� � I et �At��Hn 	 � �� �dAt
dt ��Hn 	 � ��

De plus
 la solution du probl�eme ��� est de la forme u � v � w
 o�u v est la solution de
l��equation homog�ene avec les m�emes donn�ees initiales
�����

��t v ��Hnv � �
vjt�� � u�
�tvjt�� � u�

�

et w la solution de l��equation non homog�ene avec des donn�ees de Cauchy nulles
�����
��tw ��Hnw � f
wjt�� � �
�twjt�� � �

�

On a donc

v�t� �� �
dAt

dt
u� � Atu�� �!�

�tv�t� �� � At�Hnu� �
dAt

dt
u��

w�t� �� �

Z t

�
At�t�f�t�� ��dt�� �"�

�tw�t� �� �

Z t

�

dAt�t�

dt
f�t�� ��dt��

Par ailleurs
 L �etant un des op�erateurs pr�ec�edents
 on d�e�nit les op�erateurs retard�es et avanc�es
de L par

LR�t� � ��t�L�t�� LA�t� � ���t�L�t��

o�u �� �etant la fonction caract�eristique de R� en temps� On peut alors �ecrire

w�t� �� � �AR �t �f��t��

�tw�t� �� � ��
dAt

dt
�R �t �f��t��

o�u �t est la convolution sur Rt�
La donn�ee initiale �u�� u�� du probl�eme ��� sera pr�ecis�ee dans l�espace

Y � � �H��Hn�
M

L��Hn��

Maintenant pour N � �n � � et � � r � 	
 on d�e�nit les indices suivants�

�r� �
�

�
� �

r
� ��r� � �N � �

�
��r�� ��r� � N�r��

�



et l�indice de H#older �r associ�e �a r d�e�ni par

�

r
�

�

�r
� �

Pour les espaces de Besov �B�
r���Hn�
 on note simplement �B�

r �Hn�� On va d�emontrer les esti�
mations de Strichartz g�en�eralis�ees suivantes�

Proposition � Soient ��� �� � R� et � � q���� q���� r�� r� � 	� et supposons que les condi

tions suivantes sont satisfaites

� � �

qi
� �ri�� pour i � �� ��

�� � ��r��� �

q�
� ��

�� � ��r��� �

q�
� ��

�� Soit �u�� u�� � Y �� alors pour tout intervalle I � R� v d�e
nie par ��� satisfait �a l�estimation

kv�Lq��I� �B��
r� �Hn��k� k�tv�Lq��I� �B����

r� �Hn��k � Ck�u�� u���Y �k�

�� Pour tout intervalle I � ��� T �� � 	 T � 	� la fonction w � AR �t �f d�e
nie par ���

satisfait �a l�estimation

kw�Lq��I� �B��
r� �Hn��k� k�tw�Lq��I� �B����

r� �Hn��k � C�kf �L�q��I� �B���
�r� �Hn��k��

Les constantes C dans �� et �� �etant ind�ependantes de I	

Preuve du th�eor�eme � �a partir de la proposition �

Soit u la solution du probl�eme ���
 alors u � v �w
 avec v est w les fonctions d�e�nies par
�!� et �"��

Si � � �� 	 N�r�� � � q� r�
 l�in�egalit�e de Sobolev et la partie �� de la propsition � donnent

kv�Lq��I�Lq�Hn��k � Ckv�Lq��I� �B��
r� �Hn��k � CE��u� ������

avec q � �r�N���N�r���� et ��q��N�q � N����� Prenons encore ��q� � �r�� � ������r�
et r� tel que

� � �� � � �
�

�


�

�
� �

r�

�
�N


�

�
� �

r�

�
	

N

r�
�

c�est��a�dire �remarquons qu�on a toujours N � ��

� � r� � ���N � ��

�N � 
�

on a donc d�emontr�e ��� pour v avec

�N

N � �
� q �

r�N

N � r���
� ���N � ��

�N � 
�

!



Dans le cas classique sur Rn pour le Laplacien usuel
 l�in�egalit�e a lieu pour

�n

n� �
� q �

r�n

n� r���
� ��n � ��

n� �
�

Donc on a une perte de l�indice�
Pour w � AR �t �f 
 on utilise la partie �� de la proposition � avec les m�emes conditions

pour les indices ��� q�� r�
 et choisissons maintenant q� � 	� r� � �� �� � �
 on a
 en utilisant
l�inclusion de Sobolev


kw�Lq��I�Lq�Hn��k � Ckw�Lq��I� �B��
r� �Hn��k

� Ckf �L��I�L��Hn��k�

d�o�u l�estimation ��� pour la fonction w� On a donc d�emontr�e le th�eor�eme ��
Le th�eor�eme � resulte du lemme suivant
 qui nous sera �egalement utile pour �etablir la

proposition ��

Lemme � Pour la fonction � d�e
nie par ��� et la famille d�op�erateurs Ut� on a l�estimation

suivante�
sup

�z�s��Hn

jUt��z� s�j � Cn minf�� jtj����g�

Pour d�emontrer ce lemme
 on a besoin de l�estimation de la phase stationnaire suivant
�voir ���	��

Lemme � Soient a � C�
� �R� et b une fonction r�eelle de classe C� d�e
nie sur un vosinage de

Supp �a�	 	 Supposons que � 	 
 � jb���x�j pour x � Supp �a�� alors����Z �

��
eib�x�a�x�dx

���� � C
����fkakL� � ka�kL�g�

o�u C est une constante ind�ependante de a� b	

Il d�ecoule des propri�et�es des polyn�omes de Laguerre �voir �"	�
 que pour tout  � N
 il
existe une constante C� telle que
 pour tout y � ��m � N


jL���
m �y�e�y��j�

����y d

dy

�
L���
m �y�e�y��

����� � C�m
��

On d�emontre maintenant le lemme �
 on rappelle que

Ut��z� s� �
�n��

�n�

X
m

Z �

��
e�i�seibm���tR�

m�
�L�n���
m ��j
jjzj��e�j�jjzj

� j
jnd
�

�Etudions chaque terme

Im�t� z� s� �

Z �

��
e�i�sei

p
�j�j��mn�tR�

m�
�L�n���
m ��j
jjzj��e�j�jjzj

�j
jnd
�

En posant 
��m � n� � x
 on obtient

Im�t� z� s� �

Z
C�

eigm�t�x�R��x�L�n���
m

�
�jxjjzj�
�m � n

�
e�jxjjzj

����mn� jxjn
��m � n�n�

dx�

"



o�u gm�t�x� � �t
pjxj � xs���m � n�� On a

g��m�t�x� �

�
����tx����� x � �

����t��x������ x 	 �
�

Donc pour x � C� � Supp R�


jg��m�x�j �
p

�

"
t�

En appliquant le lemme �
 on obtient

jIm�t� z� s�j � Cnjtj����fm���Z
C�

����� ddx
�
R��x�L�n���

m

�
�jxjjzj�
�m � n

�
e�jxjjzj

����mn� jxjn
��m � n�n�

������ dxg�
D�autre part
 �����R���x�L�n���

m

�
�jxjjzj�
�m � n

�
e�jxjjzj

����mn�jxjn
����� � Cnm

n���

et �����R��x�
d

dx

�
L�n���
m

�
�jxjjzj�
�m � n

�
e�jxjjzj

����mn�

�
jxjn

�����
�

����R��x�y
d

dy

�
L�n���
m ��y�e�y

�
jxjn��

����
y�xjzj����mn�

� Cnm
n���

d�o�u ����� ddx
�
R��x�L�n���

m

�
�jxjjzj�
�m � n

�
e�jxjjzj

����mn�jxjn
������ � Cnm

n���

On a donc d�emontr�e
jIm�t� z� s�j � Cnjtj����m���

d�o�u
jUt��z� s�j � Cnjtj����

X
m

m�� � eCnjtj�����

On a aussi

jUt��z� s�j � Cn

X
m

mn����m � n��n��
Z
C�

jR��x�jjxjndx � Cn�

d�o�u le lemme ��

Preuve du th�eor�eme �

On a d�abord

Ut�j�z� s� �
�n��

�n�

X
m

Z �

�
e�i�seibm���tR�

m����j
�L�n���
m ��j
jjzj��e�j�jjzj

� j
jnd
�

En utilisant le changement de variable 
� � ���j

 on a

Ut�j�z� s� �
�n��

�n�

X
m

Z �

�
e�i�

����js�eibm�����j t

� R�
m�
��L�n���

m ��j
�jj�jzj��e�j�
�jj�jzj� j
jn��nj��jd


� �Nj�U�j t����jz� ��js��

�



d�o�u
 gr�ace au lemme �


sup
�z�s��Hn

jUt�j�z� s�j � Cn minf�Nj � jtj�����j�N�����g�

qu�on peut l��ecrire sous la forme

kUt�jkL��Hn� � C minf�Nj � jtj�����j�N�����g� ���

Soit �a pr�esent f une fonction su$samment r�eguli�ere sur Hn
 on a alors

Ut�f � �j� � �Utf� � �j � f � �Ut�j��

Soit e�j � �j� � �j � �j��
 on a

�Utf� � �j � Ut�f � �j� � Ut�f � �j � e�j� � Ut�f � �j� � e�j � f � �j � �Ut e�j��
L�in�egalit�e de Young donne

k�Utf� � �jkL��Hn� � kf � �jkL��Hn�kUt e�jkL��Hn��

En utilisant ��� pour e�j 
 on en d�eduit

k�Utf� � �jkL��Hn� � C minf�Nj � jtj�����j�N�����gkf � �jkL��Hn��

Par ailleurs
 l�op�erateur Ut est unitaire sur L��Hn�
 on a alors

k�Utf� � �jkL��Hn� � kUt�f � �j�kL��Hn� � kf � �jkL��Hn��

Interpolation entre ces deux estimations
 on obtient pour � � r � 	


k�Utf� � �jkLr�Hn� � C minf��j��r�� jtj���r���j	�r�gkf � �jkL�r�Hn��

En multipliant l�estimation ci�dessus par ��j	�r� et prenant la norme dans l�
 on obtient

kUtfk �B
���r�
r �Hn�

� C�� � jtj����r�kfk �B
��r�
�r �Hn�

� ����

Posons
�

r
�

�

�
� �

�N � �
�

�

�r
�

�

�
�

�

�N � �
�

alors r � �� �r� � ����N � ��� ��r� � ���
 donc

kUtfk �B
����
r �Hn�

� C�� � jtj������N���kfk �B
���
�r �Hn�

�

Maintenant pour r � �
 on a

kdAt

dt
u�kLr�Hn� � kdAt

dt
��Hn����u�k �B

����
r �Hn�

� kUt��Hn����u�k �B
����
r �Hn�

� Cn�� � jtj������N���k��Hn����u�k �B
���
�r �Hn�

� Cn�� � jtj������N���ku�k �B�
�r �Hn�

�

et
kAtu�kLr�Hn� � k��Hn�����Utu�kLr�Hn� � kUt��Hn�����u�k �B

����
r �Hn�

� Cn�� � jtj������N���k��Hn�����u�k �B
���
�r �Hn�

� Cn�� � jtj������N���ku�kL�r�Hn��

��



d�o�u l�estimation ����
Pour ���
 on pose
 dans ���� r � �	� �r � �
 donc �r� � ���� ��r� � ��N � ����
 d�o�u

kUtfk �B
���N�����
� �Hn�

� C�� � jtj�����kfk �B
��N�����
� �Hn�

�

Posons f � ��Hn���N�����u�


kdAt

dt
u�kL��Hn� � C�� � jtj�����ku�k �B

��N�����
� �Hn�

�

et
kAtu�kL��Hn� � kUtu�k �B��

� �Hn�
� C�� � jtj�����ku�k �B

��N�������
� �Hn�

�

D�o�u le th�eor�eme ��

Preuve de la proposition �

On suit de pr�es Ginibre�Velo ��	� D�apr�es les d�e�nitions de v et w et les d�e�nitions de At

et dAt
dt 
 les in�egalit�es de la proposition � d�ecoulent des in�egalit�es correspondantes sur Ut� En

e�et
 on a

kdAt

dt
ukLp�Hn� � kUtukLp�Hn�� kAtukLp�Hn� � k��Hn�����UtukLp�Hn��

pour tout � � p � �	
 et puisque ces op�erateurs commutent �a la d�ecomposition de Littlewood�
Paley
 on a des estimations analogues avec les espaces de Besov�

De plus
 l�op�erateur ��Hn���� est un isomorphisme de �B�
r dans �B���

r pour tout �� � � R�
Il su$t donc de montrer les in�egalit�es suivantes�

kU���u� Lq��R� �B��
r� �Hn��k � CkukL��Hn�� ����

kU � f � Lq��I� �B��
r� �Hn��k � Ckf� L�q��I� �B���

�r� �Hn��k� ����

pour tout I � R
 et

kUR � f � Lq��I� �B��
r� �Hn��k � Ckf� L�q��I� �B���

�r� �Hn��k� ����

pour tout I � ��� T �� R
 sous les conditions � � ��qi � �ri� et

�i � ��ri�� �

qi
� �� pour i � �� ��

D�autre part
 si q� �xe
 k � � Lq��I� �B��
r� �Hn��k croit avec ��
 donc avec ��r�
 il su$t donc de

d�emontrer les in�egalit�es ����
 ���� et ���� pour la valeur maximale de ��r�
 en autre termes

pour �r�� � ��q��

Si q� �xe
 k � � L�q��I� �B���
�r� �Hn��k d�ecroit avec ��
 donc avec ��r�
 il su$t donc de d�emontrer

les in�egalit�es ���� et ���� pour la valeur maximale de ��r�
 en autre termes
 pour �r�� � ��q��
Donc pour d�emontrer la proposition �� il su�t de d�emontrer les in�egalit�es ����� ���� et

���� pour les indices

�i �
�

qi
� ��ri� �

�ri�

�
� ��ri� � ���ri� � �

�

�
�N��

�

�
� �

ri
�� i � �� ��

��



Soit f une fonction d�e�nie sur Hn d�ependant aussi du temps t
 nous �ecrivons l�estimation
���� sous la forme

kUt�t�f�t��� �B�	�r�
r �Hn�k � C�jt� t�j����r�kf�t��� �B

	�r�
�r �Hn�k�

Soit � � �
q � �r�
 et soit I � R un intervalle
 en int�egrant par rapport �a t�
 prenant la norme

Lq en temps t
 on obtient


kU�R� �t f �Lq�I� �B�	�r�
r �Hn��k � Ck

Z t

�
�jt� t�j����r�kf�t��k �B

��r�
�r �Hn�

dt�kLq�I��

Par l�in�egalit�e de Hardy�Littlewood�Sobolev en temps ��!	
 p� ��!�


k
Z t

�
jt� t�j���r�kf�t��k �B

��r�
�r �Hn�

dt�kLq�I�� � Ckf �L�q�I� �B
	�r�
�r �Hn��k�

car qu�on a �a ici ��q � � � �r� � ���q� On a donc d�emontr�e

kU�R� �t f �Lq�I� �B�	�r�
r �Hn��k � Ckf �L�q�I� �B

	�r�
�r �Hn��k� ����

o�u U�R� d�esigne U ou UR� Maintenant dans le cas retard�e ou non
 l�estimation ���� correspond
au cas diagonal �q� � q�� r� � r�� du cas limite ��qi � �ri�
 i� e� �i � ���ri�� Pour le cas
en dehors de diagonal
 on utilise l�argument arbitraire de dualit�e comme dans ��
 �"	
 voir le
d�etail de d�emonstration dans ��	� On a donc d�emontr�e la proposition ��
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