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I. Présentation

Le problème fondamental de la relativité générale est celui de l’existence et de
la stabilité des solutions du système des équations d’Einstein

couplées à des équations de champs

reliant la métrique g aux champs ~. Dans toute sa généralité ce problème est colos-
sal (cf. D. Christodoulou et S. Klainerman [8] pour la stabilité de la métrique de
Minkowski dans le vide). Une si1plification drastique est l’approximation linéaire où
l’on suppose qu’un champ %P de faible alnplitude, i.e. 1, affecte peu la mé-
trique g qui restera voisine d’une solution des équations d’Einstein dans le vide, (1)
avec T~~ - 0. En revanche, les équations de champs (2) dépendent de façon cruciale
de la métrique g. On est ainsi amené à, étudier les équations de champs classiques
sur les variétés d’Einstein dans le vide, telles que les espace-temps de Minkowski ou
de Schwarzschild. Ce dernier cas qui modèlise les trous noirs neutres sphériques fait
l’ob jet d’intenses recherches en astrophysidue (cf. par exemple S. Chandrasekhar [6])
mais peu d’études mathématiclues rigoureuses ont été consacrées à la diffraction des
champs par un trou noir, c’est à dire au comportement asymptotique des solutions
de (2) en métrique de Schwarzschild. L’ob jet de cet article est de présenter l’état de
l’art en ce domaine.

Le premier résultat a été obtenu par J. Dimock [10] qui construisit l’opérateur
de diffraction pour le D’Alembertien, en tirant partie du caractère de courte portée
de l’interaction gravitationnelle à Finfini. Dans le cas de l’équation de Klein-Gordon
où la présence de la ma,sse induit une perturbation de longue portée, J. Dimock
et B.S. Kay prouvèrent l’existence des opérateurs d’onde modifiés [11] conjecturant
la complétude asymptotique nécessaire pour la seconde quantification [12]. Nos ré-
sultats présentés ici concernent tout d’abord l’existence et la complétude des opé-
rateurs d’onde pour :

(1) l’équation hyperbolique de Regge-Wheeler décrivant la perturbation d’un
champ de spin s ;

(2) le système de Maxwell pour lequel Finteraction gravitationnelle est de pseudo-
longue portée ;

(3) l’équation de Klein-Gordon (complétude asymptotique des opérateurs modifiés
à la Dollard).
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Nous étudions aussi le problème des résonances d’un trou noir en montrant
l’existence d’un prolongement méromorphe de la matrice de diffraction de l’équation
de Regge-Wheeler sur C B iR- et 1)I’opOS011S une nouvelle procédure de calcul numé-
rique de ces pôles, basée sur F algorithme de Prony et expérimentée sur CRAY2.

Enfin nous ahordons les 1)rol)lè111es non linéaires ; W.T.Shu [16] avait résolu le
problème de Cauchy à petites données pour le système de Yang-Mills en métrique
de Schwarzschild. Nous considérons le cas plus simple de l’équation non linéaire de
Klein-Gordon en établissant que le problème de Cauchy global à données arbitraires
est bien posé et que les solutions admettent un profil asymptotique à l’infini et à
l’horizon du trou noir. Ces résultats sont dûs à, J.P. Nicolas [14].

II La métrique de Schwarzschild

Le théorème d’unicité de Birkhoff assure que l’ensemble des solutions à symé-
trie sphérique des équations d’Einstein dans le vide est donné par la famille à un
paramètre 0 des métriclues de Schwa.rzschild :

Pour M = 0, on retrouve la métrique partout régulière de Minkowski, pour M &#x3E;

0 , 9J1.11 est singulière à r = 0 et décrit un trou noir de masse ponctuelle M. On a
un résultat analogue si la constante cosmologique est non nulle ; nous renvoyons à
[2] pour l’étude de la diffraction du champ électromagnétique par un trou noir dans
un univers de De Sitter. En coordonnées (t, r, 9, ~) il apparaît une singularité fictive
(éliminable par le changement de variables de Kruskai) sur la sphère r = 2M appelée
"horizon du trou noir" du’il est commode d’el1VO)rer à -oa en prenant une nouvelle
coordonnée radiale r* :

(4) 

Il est instructif d’étudier la diffraction géométrique en considérant les géodésiques
nulles d’équation (dans le plan equatorial ? == ) :’2

On montre (cf. [4] [6]) clue :

(ii) si B  3B/3MA, alors r - 1 pour une valeur finie du paramètre affine : il

s’agit d’une géodésique incomplète clui part de l’infini et franchit l’horizon du trou
noir ;
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(iii) si B = alors les grands cercles cle la sphère {r = "sphère des
photons", sont des géodésiques nulles ; ces géodésiques fermées sont instables : il y
a des géodésiques nulles asymptotes à la sphère des photons qui partent à l’infini ou
franchissent l’1101’1ZU11. Le point ( iii ) iriolitre que les singularités des champs peuvent
être piégées par l~, sphère des pilotons : on perd le principe de Huygens et on ne
compte pas pouvoir mesurer la vitesse cle décroissance de l’énergie locale ; en revanche,
ces géodésiques fermées étant instables, on peut espérer que l’énergie ne reste pas
piégée, mais rayonne asymptotiquement quand - oo, une partie franchissant
l’horizon en tomba,nt dans le trou noir, et l’autre partie étant diffusée à l’infini : c’est
la complétude asymptotique.

III Les résonances d’un trou noir

La perturbation d’un champ sans masse de ,ipin s est décrite par l’équation
hyperbolique de Regge-Wheeler.

Par décomposition en harmoliiques sphériques le problème est ramené à l’étude de
l’équation

L’existence de l’opérateur de diffraction pour (6) avec des potentiels V(x) = 
0  e, Ixl -~ oo, a été établie par R. Phillips [15]. Les potentiels (7) satisfont seule-
ment V(x ) = 0(),.r 2013 +00, aussi étudions nous (6) sous l’hypothèse

, on introduit les énergies
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On note Ho et 1-Í+ les complétés de pour Eo et E+. La solution u de (6)
s’exprime à l’aide d’un groule fortemelit c(-)litiliu 8l11’ +

/ n ~ , / n 1B.

Le générateur A admet un nombre plus fini de valeurs propres non nulles dans
1i+. Soit P le projecteur E- C)1^thogc&#x3E;11e1,1 de 1-{+ sur ?-, l’espace E-orthogonal au
sous-espace engendré par les fonctions propres de -4. Soit II la surjection canonique

sur 7 = 1-ijIB.erA muni de la norme E( f ) = E( f ), f E f = 1-If. Ker A et Ker
A2 sont des espaces de dimension finie ; on introduit l’espace qI, E-orthogonal de
Ker A2 ~KerA dans q. On définit les opérateurs d’onde

sur le sous-espace Do dense dans ~-lo

Théorème 1. Sous (8) le,s lilllites existent pour tout

f E Do et vérifient

L’opérateur de diffraction S’ = ltT.¡l 1,V- est donc une isométrie de sur 7-io.
S est unitairement équivalent à la matrice d’Heis;nberg S(a,w,r¡) définie par

où les coefficients de tranmission T et de réflexion RW sont donnés par

et les fonctions de Jost 1:1: sont les solutions de

La représentation spectrale libre est Fisométrie de sur

définie par

Le lien entre S et S est exprimé par la relation

Les résonances associées au potentiel V sont les pôles du prolongement analytique de
T(u) pour Imo,  0 .
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Théorème 2. Soit V une fônctioii continue sur R, anal_ytique dans x E C, Re xl
&#x3E; B} et telle que pour tout à ~] - ~, ~[,

Alors T(o) est méromorphe .sur C B rR-.

Proposition 3. Les 1-)otelitiels de Sellivarzscliild définis par (7) satisfont les hy-
pothèses du théorème 2.

Si le potentiel est à support compact il y a une infinité de résonances et les
solutions de (6) admettent un développement spectral asymptotique.

Théorème 4. Si V est une fonction à, support coinpact, V E L°°(R), V ~ 0, alors
T(o) est méromorphe sur C ; chaque bande horizontale ne contient qu’un nombre
fini de ses pôles ; les pôles de parties hnagmajres 0 sont purement imaginaires et
en nombre finie ; l’ensemble cles pôles de partie imaginaire  0 est infini, on ordonne
les pôles de T par ordre décroissant cIe leur partie imaginaire, Im7j 
0  Imoo  Irno_1  . .  ,. alors toute solution u de (6 à données
initiales dans C. (R) vérifie

Les résonances d’un potentiel analytique sont approchées par amortissement et
troncature : étant donné un compact

on note K) l’ensemble des résolia.nces de dans K.

Théorème 5. Soit V un potentiel satisfaisant le,s hypothèses du théorème 2.
Alors pour tout s, q &#x3E; 0 il existe R &#x3E; 0 tel que

Ce résultat et la formule (12) sont à, l~, base d’une méthode dépendant du temps
de calcul des résonances o,,- d’un trou noir par l’algorithme de Prony : on résout
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par différences finies Inéquation (6) pour les potentiels (7) ; on échantillone le signal
t H u(t, x) en posant tlk = + ()il ta est choisi suffisamment grand pour
rendre négligeable l’erreur da,ns (12) :

Selon Prony, les zj inconnus sont les racines du l)ol:Yllônle

où les coefficients ak sont les solutions du système linéaire surdéterminé

Les résonances dépendant de façon très sensible du potentiel, toutes les procédures de
calcul comportent une éta,pe Instable : ici c’est la résolution de (15) par décomposition
en valeurs singulières où une faible variation des u~ affecte considérablement les ak.
Cette méthode implémentée sur CIR-4Y 2 s’avère remarquablement précise dans le
calcul des premières résonances ; en rei.anche son efficacité, à comparer avec des mé-
thodes WI~B, décroit pour des résonances de grande partie imaginaire (évanescence
trop rapide du signal)

IV Le système de Maxwell

Les équations de Maxwell dans la, métrique (3) ont la, forme

H est un opérateur autoadjoint sur les espaces
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et sur l’orthogoii-,i.1 ’H dans ’H( ()) du second (le cohomologie

On compare les cllamps à l’infini aux solutions du systèllle de IBIaxwell
(1 Q)

dans l’espace temps de Minkowsld

On introduit les espaces d’éliergie fillie

Pour éviter une interaction de longue portée, on identifie p et r* donné par (4) et on
construit un opérateur posant
(22)

où x e 0 pour ’f*  l, y(r* ~ = 1 pour r* &#x3E; 2. En fait H - ~oo
contient encore une perturbation de longue portée, mais par ce choix, celle ci affecte
seulement les composantes radiales qui, par rinvariance par rotation, décroissent plus
vite que le champ total ; l’interaction est de pseudolongue portée et on introduit les
opérateurs d’onde classiques

Près de l’horizon, on compare le champ avec dos champs d’ondes planes à polarisa-
tion gauche (droite) franchissant l’horizon futur (émergeant de l’horizon passé) en
introduisant

En utilisant les méthodes de Cook et de on prouve le
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Théorème G. Les opérateurs W~ sont des isométries de ?-~ô sur ?-~.

V L’équation de Klein-Gordon

Un champ scalaire de masse m &#x3E; 0 en métrique de Schwarzschild est décrit par
l’équation

La solution s’exprime à l’aide d’un groupe unitaire :

où H est un opérateur autoadjoint sur l’espace de Hilbert 7~ complété de x

S,2,) pour la norme d’énergie

Près de l’horizon du trou noir, on compare les solutions de (29) avec des ondes planes
solutions de

en introduisant les espaces complétés des ensembles de données régulières ren-
trantes~sortantes Dô 

0

pour la norme d’énergie libre

et le groupe unitaire sur Ho défini par

On construit un opérateur d’identification (non borné) entre D+ et 1i en posant
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On introcluit les ol)éra tCllrs d’onde classiques

A l’infini le terme -? ~~~n~’ ly-~ dans (29) constitue une perturbation de longue portée
de l’équation de dans l’esl),-Ice-teinl)s de Minkowski

Suivant [11] orl compare alors les solutions de (29) à rinfini avec des champs évoluant
selon une dynamique de KIein-Gordon modifiée ii la Dollard : soit U,,(t) le propaga-
teur unitaire sur

défini par

On introduit un sous espace dense de 

On construit un opérateur d’i(lelitific,-,itiori I,,,;, : 1i

On définit les opérateurs d’onde modifiés en posant

Théorème 7. Les opérateurs SOlIt lJien définis sur se

prolongent en des isométrics de Hoc, .sur H.

L’existence des opérateurs .l’ol1cle est prouvée par la méthode de Cook dans [11]
(12~. Nous donnons ridée de notre démonstration de la complétude asymptotique. On
découple l’étude à l’infini et Fétudc a l’Iioiizoii en comparant (29) avec le problème de
Dirichlet pour cette même équation avec la condition homogène sur la sphère r* = 0
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qui constitue une pert1lrl)atioll ’’de courte loartée" du problème initial. Le facteur

(1 - 2r étant exponentiellement clécroisSRllt quand r’* - (29) et (44) est
une perturbation de courte portée de ( 3? ~ sur ] - l’existence et la complé-
tude de découlent rapidement des théorèmes de Birman-Kato et du principe
d’invariance. Le problème à FuiRnI se ral11èlle à l’étude de l’équation de Klein-Gordon
(38) perturbée par un potentiel

où Ys(x) = --~ 00. L’existence et la~ complétude de résultent des
travaux de Kitada [13] sur l’équation due Schrodinger et le principe d’invariance pour
les potentiels de longue portée. Finalement on a le résultat de complétude

Pour établir la complétude asymptotique

on décompose (29) en harmoniques sphériques, et c)li utilise le fait que l’opérateur
sur 

a un spectre absolument continu [5].

VI Equation non linéaire de I(leill-Gordo11 [14]

On considère une perturbation non linéaire cubique de (29)

On introduit l’espa,ce de Hilbert H complété de [C’, (R,. x ~’W)~2 pour la norme

Le contrôle L2 de fi rend c0tte plus forte que la. norme de l’énergie
libre (31) mais permet la non liii’;iri t,é par un théorème d’injection H1 C L’
sur la variété ( R x ,S ;, = ( 1 - ’) 

+ n’-’1,-’ ).sur a varIete T’. x w == Il (,.- + "-(I..J.,’-).
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Théorème 8. Etant donné ( f 1, f 2 ) dans 1-l, I’équation (49) admet une unique
solution BJI satisfaisant

Le changement de variables de Kruskal-Szekeres (t, r) E--&#x3E; (T, X )

élimine la pseudo-singularité à r = 2M et représente

où l’horizon futur est la sous-variété caractéristique £ = (X = T, T, w), 0  T, w E
s2 }. (49) est équivalente à une équation du type

que l’on résout sur n ; la trace de f sur E donne le profil asymptotique de W à
l’horizon

Théorème 9. Etant donné ( f 1, f 2 ) E existe BÎ1o E

COO(R, x Sw) tel que pour tout (s, w) E R x s2, la solution %P de (49) (5I~ véri-
fie

(54) est la condition d’impédance de T. Damour [9].

Pour les champs sans masse, on étudie le comportement asymptotique à l’infini
par une démarche analogue en utilisant la transformation conforme de Penrose

On montre alors que les solutions de (49) satisfont la condition de Sommerfeld sor-
tante à l’infini :
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Théorème (/tJ’2) = [C~(j2~/,oo~x5’~)]~, ~ existe ~oo E
C°(Rs, L2(S’W)) tel que pour tout .~ E de (49) (51) avec m = 0,
vérifie

L’existence des opérateurs et cle diHraction pour l’écluation non linéaire
(49) est un problèll1e ouvert difficile dollt la r(-’,solutioli nécessitera une analyse très
précise du propagation linéaire.
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