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0. Introduction

On modélise le mouvement des particules d’un fluide parfait incompressible rem-
plissant l’espace physique Rd(d &#x3E; 2) à l’aide du système d’Euler incompressible. Si
on désigne par v(t, x) et p(t, x) respectivement la vitesse et la pression au point
~ - (~ 1, , , . , x d ~, à l’instant t, ce système s’écrit

On s’empresse alors de calculer la pression. On dérive pour cela l’équation d’évolution
et on conserve sa partie symétrique. Il vient

si v , 1 ... vd désignent les composantes du champ des vitesses v. En imposant des
conditions de décroissance à l’infini à la solution v du système on peut donc

exprimer la pression en fonction de v. Le système d’Euler incompressible peut alors
être regardé comme un système quasi-linéaire à partie principale diagonale. Illustrant
ce fait, J.-Y. Chemin montre dans [2] que toute solution Cr(r &#x3E; 1) du système

sur [0, T] x Rd possède des lignes de courant C°°. Récemment, en remettant à
l’honneur des techniques introduites par L. Lichtenstein (voir [6]), Ph. Serfati montre
(voir [7]) que, dans le cadre d’une approche lagrangienne, le système d’Euler peut
s’écrire comme une équation différentielle ordinaire du second ordre analytique en
temps et en déduit ainsi l’analyticité des lignes de courant d’abord dans un cadre
restreint (Chap.IV A) puis pour toute solution C’’(r &#x3E; 1) (Chap.III).

En vue de s’intéresser à la régularité des lignes de courant d’une solution pas
forcément lipschitzienne de on a préféré ici le cadre eulérien et repris l’idée dé-
veloppée par J.-Y. Chemin dans le cadre C°° (voir [2]). Elle consiste en la remarque
suivante : on suppose que le facteur pseudo-différentiel est

simplement f (v) où f est une fonction analytique. Le système (Einc) s’écrit alors :
8tv + v.Vv = f (v) et l’action répétée du champ 8t + v.V sur cette équation fournit
une estimation, de type analytique, de (at + v.B7)kv. En fait, il faudra étudier
et estimer précisément la commutation répétée du champ ât + v.V avec
l’opérateur de pression.

Ce point de vue permet de retrouver directement l’analyticité des lignes de
courant de toute solution C’’(r &#x3E; 1) de sur [0, T] x Rd, et d’obtenir une
régularité Gevrey pour les lignes de courant d’une solution à tourbillon borné, non
nécessairement lipschitzienne.
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De plus, afin d’illustrer le fait que le système d’Euler incompressible 
possède un comportement très proche de celui d’une équation scalaire dans le do-
maine de l’ellipticité microlocale, on montre que le front d’onde analytique d’une
solution Cr(r &#x3E; 1) de (Einc) sur ~0, T~ x Rd est localisé dans la variété caractéris-
tique 0}.

Plus précisément, on note 0 le flot d’une solution "suffisamment régulière" de
ce flot étant défini par

On étudie alors la régularité en temps du flot 0 dans deux situations "modèles" .

e Dans un premier temps, la dimension d ne joue aucun rôle et on considère
une condition initiale vo E Cr fl Lq avec r &#x3E; 1 et 1  q  +oo. On sait (voir par
exemple [2]) qu’il existe un temps T* maximal, et une unique solution v de (Einc)
appartenant à Pour une telle solution, on a le
résultat d’analyticité des lignes de courant.

Théorème A. Soit vo E avec r &#x3E; 1 et 1  q  +oo. Si v est la solution

Loo ([o, T*[, cr) fl T * [, Lq) de il existe une constante Cl positive telle
que, pour tout T  T*,

(i) pour tout k E N, 1I(8t + ([ ’J ) 1 C X Rd)

(ii) le Rot 0 est analytique sur [0, T] à valeurs Id + Cr.

e Dans un second temps, on se place en dimension 2 et on considère une condition
initiale non lipschitzienne. On introduit pour cela les notions suivantes.

Définition 0.1. On appelle tourbillon du champ de vecteur v = t( vI, v2) la
quantité w = 81 v2 - â2vl.

Définition 0.2. On appelle champ de vecteurs tourbillonnaire stable, et on note
U, tout champ de vecteurs de la forme

Ce champ u est alors une solution stationnaire régulière de (Einc) et Vu c n Hs.
8

Si vo E 0’ + L2 tel que wo E L°°  +oo), on sait (voir [3]) qu’il existe une
unique solution v de appartenant à + L 2) telle que LA) E L(X)(R3) n
L°°(R, Lq). De plus v E Lgfl (R, C’) et il existe un flot 0 et une constante a positive
tels que pour tout T &#x3E; 0 , ’ljJ E + Pour une telle solution,
on obtient une régularité Gevrey 2 des lignes de courant.
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Théorème B. Soit vo E (J + L2 tel que oeo E L°° n L"(q  +00). Si v est la
solution de (Einc) appartenant à + L2) C~), pour tout T &#x3E; 0, il
existe deux constantes positives Co et Cl telles que,

(II) le flot 0 est Gevrey 2 sur [0, T] à valeurs Id + 

En conclusion, on déduit des théorèmes A et B le

Théorème C. Soit v solution T], C’) avec r &#x3E; 1(resp : C* )) de
Alors le front d’onde analytique (resp : Gevrey 2~ des composantes de v est

inclus dans la variété caractéristique + (vlç) = 01.

Remarque : l’auteur ne connaît pas de solution explicite du système d’Euler incom-
pressible dont le flot est à régularité exponentiellement décroissante avec le temps.
L’optimalité du théorème B reste donc à vérifier.

1. Idées de la preuve des théorèmes A et B.

Il s’agit dans un premier temps d’exprimer convenablement le gradient de la
pression en fonction de v. Pour cela, on peut montrer le lemme suivant où le temps,
fixé, n’apparaît pas :

Lemme E cunLq(a &#x3E; 1 et q &#x3E; 1) un champ de vecteurs à divergence
nulle. Alors l’équation

admet une solution p( u, u) bornée, unique à constante près. De plus,

Puis, afin de décrire la commutation de l’opérateur d’intégrale singulière

avec les itérés du champ Ut-(= ât + v7), on définit les opérateurs multilinéaires
suivants :
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Définition 1.2.-

où est une suite croissante de réels positifs. Soit une suite de fonctions
de classe Cl--’ avece On définit alors l’ope"rateur :p

Il s’agit d’étudier tout d’abord, l’opérance de ces opérateurs sur les classes de
Hôlder. C’est l’ob jet de la proposition suivante :

Proposition 1.3. On considère les noyaux de la définition 1.2 et on suppose
qu’ils sont homogènes de degré -d + 1- p.

(i Il existe une constante C2 indépendante de p telle que, pour tout e E ]0, [,p

(ii) Si est une suite de fonctions Cr(r &#x3E; 1) et sous la condition d’annulation

il existe une constante C3 indépendante de p telle que

Afin de nous ôter tout souci dans la suite, on régularise la condition initiale vo
en définissant

où Pn est une suite régularisante. Soit ~vn ) la suite associée de solutions T] x
Rd) où T est un temps commun d’existence.

Il est maintenant temps d’appliquer le champ + vn.V) à l’équation

On vérifie tout d’abord que la commutation répétée de l’opérateur de pression - B1p
avec D est bien décrite par les opérateurs Op (voir la définition 1.2). En effet, on a
le lemme suivant.
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Lemme 1.4. Soit v un champ de vecteurs T] x Rd ), à divergence nulle,
et une suite (2Li)1ip de fonctions x Rd). Alors,

On en déduit, en notant jip = flp) et en raisonnant par récurrence
sur 1~, 1 que

Dès lors, il suffit de vérifier que les noyaux se conforment aux

exigences de la définition 1.2 et de la proposition 1.3, et on démontre par récurrence
sur k les estimations suivantes, où C est une constante "absolue" :

Estimations

0 Cas de la dimension 2 (Théorème B)

pour tout T &#x3E; 0 , pour tout 6  11 ,+ 1

e Cas de la dimension quelconque (Théorème A)
Pour tout T  T*, 1

Les affirmations (i) des théorèmes A et B se déduisent alors facilement de ces
estimations en utilisant le fait que
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et que, la divergence de vn étant nulle,
dans D’([0, T] x Rd ) .

Les affirmations (ii) des théorèmes A et B se montrent, quant à elles, facilement
par récurrence à l’aide des points (i).

2. Front d’onde

On va maintenant illustrer les théorèmes A et B en termes de localisation du
front d’onde analytique ou Gevrey des composantes de la vitesse v solution de (Eçnc ) .

On rappelle tout d’abord la définition suivante (voir [5]).

Définition 2.1. Soit u E D’ (Rd ~ et s E [1, +oo ~. On appelle front d’onde Gevrey
s (analytique si s = 1) de u, noté le complémentaire dans Rd x (R dBO) de
l’ensemble des (xo, eo) tels qu’il existe un voisinage U de xo, un voisinage conique r
de eo et une suite bornée (UN) de E’(R d) égale à u dans U et vérifiant

Remarque : On peut considérer uN - XNU où (XN) est une suite de fonctions
Câ (K) valant 1 sur u et vérifiant

On va démontrer le résultat général suivant :

Théorème 2.2. Soit Z = (Zl, ~ ~ ~ , Zd) un champ de vecteurs dont les coefficient
d

sont continus, et on note .~(x, â) _ ~ 
i=1

Soit u une fonction L°°. On fait les hypothèses suivantes :

(i) il existe une suite (Zn) de champs de vecteurs C°° telle que lim Zn = Z

dans L"0, et une suite (un) de fonctions C°° telle que lim un = u dans L°° ;
n-+ce

il existe deux constantes Co et Ci, et s &#x3E; 1 tels que, pour tout k E N,
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Remarques 2.3

e Dans le cas du système d’Euler incompressible (Einc), vue la nullité
de la divergence de la solution v, les estimations (ii) du théorème 2.2 ne
sont autres que les estimations (1.9) et (1.10).

e Dans le cas d’une équation quasilinéaire

où les Zi sont analytiques en (x, u) (pour z = 0, ~ ~ ~ , d~, le front d’onde

analytique d’une solution C’ de (Q) est inclus dans la variété caracté-

ristique t(t, x, 7-, ~)/7- + (Z(x, u(x»/e) = 0}.
En effet, on régularise la donnée initiale uo et on obtient une suite (un) de

solutions C°° associée aux données initiales régularisées. En dérivant l’équation (Q)
(comme on l’a fait pour le système d’Euler), on obtient des estimations de type
analytique pour la norme Lipschitz où P == 8t + Z(x,u,8). L’estimation
de la norme LCXJ de Pf (div s’obtient alors gratuitement à l’aide de la précédente
et de la formule de récurrence :

Et on retrouve dans ce cas, de manière simple, le résultat d’Hanges et Trêves (voir
[4]).

Preuve du théorème 2.2 : Soit (xo, eo) E tel que Z(xo, eo) :~ 0 où
d

On désigne par I1’ un voisinage compact de xo et V un voisinage conique fermé de
go , tels que ç)1 ~ dans K x V, pour tout n E N, et C une constante indé-
pendante de n.Dans la suite, on travaille avec Zn et ~cn qu’on note, pour simplifier,
Z et ~c. Il s’agit d’estimer IÛN(Ç)I pour ~ E V avec UN = 
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On effectue de la sorte N intégrations par parties et on obtient

avec

et

On montre alors par récurrence sur j que

avec

D’autre part, toujours par récurrence sur j, on montre que

avec, comme dans

L’estimation (2.2) donne

car ~/~! ~ e~. On déduit de (2.5)j et des estimations (2.3) du théorème 2.2
l’existence d’une constante C assez grande et indépendante de N telle que,

l suffit maintenant de remarquer que, dans (2.4)j, le terme est homogène
’ 

en e de degré -N. La formule de Leibniz assure d’autre part, que

Cette estimation est montrée par récurrence sur j en utilisant (2.3). On réunit (2.4)j,
(2.6)~ (2.3) et (2.7) pour prouver l’existence d’une constante C indépendante de N
et e telle que

.1
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et finalement

Cette dernière estimation est donc vérifiée par les fonctions un avec une constante
C ne dépendant que des constantes Co et Cl, et des voisinages K et V. Elle est donc
aussi vérifiée par la fonction bornée u = lim 
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