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1. Introduction.

L’unicité du problème de Cauchy non caractéristique pour une équation aux dérivées par-
tielles linéaire à coefficients analytiques, est un résultat classique (Hôlmgren [Hôl], John [J]).

THÉORÈME 1. Soit P := un opérateur différentiel d’ordre m à coeffi-
cients analytiques sur un voisinage dde Si est solution de Pu = o et est nulle
dans 0 n { t  0}, alors u est nulle au voisinage de (O,xo).

Une question naturelle était de savoir si un résultat analogue persiste pour les équations
non linéaires analytiques. À ce niveau de généralité, la question de l’unicité doit être re-
treinte aux solutions assez régulières, le défaut d’unicité étant parfaitement connu pour les
solutions faibles. Dans ce cadre, l’unicité des solutions C2 du problème de Cauchy non caracté-
ristique a été démontrée pour les équations scalaires non linéaires, analytiques, d’ordre un
(Baouendi-Goulaouic-Treves [BGT], Métivier [M]).

THÉORÈME 2. Considérons le problème de cauchy pour une équation non linéaire scalaire du
premier ordre

où f(t,x,Ç, ç) est une fonction analytique de ses arguments autour de Ço’ 4O)y ço:=uo(xo)’
Ço Supposons que u(l) et u(2) soient deux solutions (à valeurs complexes) de (1.1) (1.2) de

[0, T [ x voisinage réel de xo. Alors U(1)=U(2) autour de 

On pourra noter que ce résultat s’étend au cadre des systèmes intégrables (voir Treves [T]).
La question restait donc entièrement ouverte pour les équations d’ordre supérieur ou les sys-
tèmes. Le principal objet de cet exposé est d’y apporter une réponse négative, en exhibant des
exemples (simples) de problèmes pour lesquels l’unicité des solutions C°° est mise en défaut.

THÉORÈME 3. Il existe des fonctions analytiques et des données initiales C°°, uk, telles que le
problème de Cauchy

possède sur un voisinage de l’origine dans deux solutions C°°, u(l) et U(2), distinctes sur tout voi-
sinagedel’origine.

Dans (1.3), eu désigne l’ensemble des dérivées e. pour et k  m. On renvoit
au paragraphe 3 pour l’écriture d’exemples explicites.

Ce résultat n’est pas très surprenant, si l’on apparente les équations non linéaires aux
équations linéaires à coefficients peu réguliers (penser à des équations semi ou quasi-li-
néaires où les coefficients dépendent de la solution). En effet, l’unicité de Cauchy n’est pas
vraie en général pour les problèmes linéaires à coefficients C~ non analytiques (voir Plis [Pl],
De Giorgi [D.G], Cohen [Co], Hôrmander [Hôr 3], Alinhac [Al] , Zuily [Zu] et leur références).
De fait, la construction des exemples non linéaires justifie cet apparentement : une astuce
permet de tranformer les exemples de non unicité pour les problèmes linéaires à coefficients
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C°°, en exemples non linéaires. Néanmoins cette analogie ne doit pas être pousseé trop loin : le
cas des équations d’ordre 1 mais aussi le cas des équations elliptiques, le montre.

Ce résultat de non unicité distingue donc les équations du premier ordre (ou les systèmes
intégrables) du cas général des équations non linéaires. On tentera d’expliquer cette situation
au prochain paragraphe, en reprenant les démonstrations de l’unicité et en constatant que les
arguments de base du théorème de Hôlmgren linéaire, s’étendent bien aux équations non li-
néaires d’ordre un, mais sont inapplicables à l’ordre supérieur.

On conclura cet exposé par un certain nombre de remarques et de questions ouvertes, sans
toutefois se laisser aller à formuler des conjectures hasardeuses.

2. Quelques ingrédients de l’unicité.

Nous allons rappeler succintement trois méthodes de démonstration de l’unicité de
Hôlmgren qui fonctionnent dans les cas linéaires et non linéaires scalaires d’ordre un, et
dont le point de départ est radicalement faux dans le cas général.

2.1. Les solutions sont analytiques à valeurs les fonctionnelles analytiques.

Lorsque u est solution du problème linéaire

alors on peut écrire les dérivées en t à l’aide des dérivées en x, sous la forme

En supposant que u. = 0 (ce qui n’est pas une restriction dans le cas linéaire) et que la surface
initiale ait été préalablement convexifiée, on peut supposer que u = 0 dans t  On teste (2.2)
contre une fonction ce qui donne

Lorsque les coefficients et e sont analytiques, on vérifie que le membre de droite est 
ce qui implique que est une fonction analytique de t. L’unicité en résulte.

Une formule du type de (2.2) reste vraie lorsque u est solution d’une équation non linéaire
scalaire atu = f(t,x,u, Vu). On laisse au lecteure le soin de vérifier des formules du type

gràce à une relation du genre suivant (où l’on a omis les variables (t,x))

Pour deux solutions ul et u2 ayant la même donnée initiale sur t=lxI2, on aboutit encore à
l’analyticité u2(t) , ~ ) et l’unicité suit.

Pour les équations ou systèmes non linéaires généraux, une formule du type (2.3) est sans
espoir, puisque les solutions ne sont en général, même pas C°° à valeurs distributions. Par
exemple, le système
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a des solutions de la forme a = a(t+x), u = A(t+x) B(t -x). Pour A et B de classe C~‘, u est au mieux
de classe (fit en t à valeurs les distributions en x.

2.2. Transposition du théorème de Cauchy Kovalevsky.

Si u est solution de (2.1) et ~ solution de

en intégrant

on obtient (en supposant la surface initiale So convexifiée) une représentation de u à l’aide de
sa donnée de Cauchy

(2.7) ~ u(s), ~~ _ (uo’ BèP )80.
On arrive au même résultat en exprimant comme somme de sa série de Taylor et en
utilisant (2.2). L’unicité résulte de (2.7) en résolvant (2.5) par le théorème de Cauchy
Kovalevsky pour toutes les fonctions ç entières.

C’est cette méthode qui a été reprise dans [M] pour les équations scalaires d’ordre un.
L’idée est de chercher des fonctions F(t,x, u, v, w) et G~(t,x, u, v, w) telles que pour toute solution
C2 de (1.1) on ait, en analogie avec (2.6), 

Après calculs, on constate qu’il suffit de prendre

et F solution d’une équation linéaire holomorphe dans les variables (t,x,u,v,w),

On renvoit à [M] pour une écriture explicite de fi, qui est en fait le transposé du Hamiltonien de
l’équation obtenue pour (u, Dxu).

En résolvant (2.9) par le théorème de Cauchy-Kovalevsky pour les données

on obtient une représentation analogue à (2.7)

où (vop w ) désigne les données de Cauchy de 

Cette approche non plus ne peut pas se généraliser au cas des équations d’ordre supérieur.
En effet, on est alors conduit à résoudre à la place de (2.8) (2.9) des systèmes surdéterminés qui
n’admettent pas de solutions. Toutefois, dans le cas linéaire, on retrouve évidemment les
fonctions G (t, x, u) :_ comme solutions particulières de cesi J

systèmes lorsque 0 vérifie P*C=0. 
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Par exemple, pour le système semi-linéaire dtu+AdxU = f (u) on cherche F(t,x, u) et G(t,x, u)
tels que iJf’(t,x,u(t,x)) +  G(t,x, u(t,x))= 0 pour toute solution u. Cela conduit aux équations
- - ............... . ,

On peut noter que (2.10) est un problème analogue à celui de la détermination des entropies. En
général, les seules solutions sont linéaires G(t,x) = Mais alors,
(2.11) ne peut avoir de solutions que si 4fif(u) est linéaire en u, c’est à dire en pratique, que si f
est linéaire.

2.3. Méthodes microlocales.

Elles reposent sur deux ingrédients.
a) un argument de fonctions analytiques : si le support de u est contenu dans { t _ 0} et si

(0, xo) E supp u, alors les points «O,xo) (±l, 0» sont dans le front d’onde analytique de u, WF (u).
(Sato-Kawai-Kashiwara [SKK]). 

b) Un argument d’ellipticité microlocale. Pour une solution de (2.2), il s’exprime sous
la forme

où Car P désigne la variété caractéristique de l’opérateur P :=at- 2, A. a.. (Hôrmander [Hôr 1] ,t i J
Sato [SI ). 

Pour les solutions C2 des équations non linéaires scalaires du premier ordre, l’analogue de
(2.12) a été démontré par Hanges-Treves ([HT]). On a

où P désigne ici l’opérateur linéarisé sur la solution u.
Si ul et u2 sont deux solutions de (1.1), égales les symboles des linéarisés coïnci-

dent au dessus des points (o,xo). Il en est donc de même des ensembles CarPul et CarPu2. Donc
au dessus de ces points, Comme l’équation est non caractéristique,

(±1, o)) n’est pas dans Car Pu et donc pas dans WFa(Ul - U2). Donc (O,xo) e Supp u2).
Pour finir, rappelons que cette méthode a conduit à des extensions de l’unicité de Hôlmgren

à certains problèmes caractéristiques linéaires. (Bony [Bol] [Bo2l, Hôrmander [Hôr 21,
Sjôstrand [Sjôl). Elles reposent sur une formulation intrinsèque de a), N*(supp u), le conormal
au support de u est contenu dans WF (u), et un théorème de stabilité du conormal à un fermé par
le flot Hamiltonien des fonctions nulles sur ce conormal.

On notera que ces méthodes s’adaptent au cas des équations non linéaires du premier
ordre, quitte à compter avec soin les régularités requises du symbole de Pu .

Notons pour terminer, que l’inclusion (2.13) est notoirement fausse dans le cas des équa-
tions d’ordre supérieur à 2, comme on peut le constater par exemple sur le système (2.4).

3. Exemples de non unicité.

3.1. Exemples de systèmes.

Le procédé de construction est le suivant. On part d’une équation (ou d’un système) li-
néaire à coefficients C°° pour laquelle (lequel) l’unicité du problème de Cauchy n’est pas véri-
fiée. On construit un exemple non linéaire analytique, en prenant les coefficients comme in-
connues supplémentaires, et en ajoutant une variable pour écrire de nouvelles équations pour
ces nouvelles inconnues.
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Notons (t,x) les variables de Rxe. On sait qu’il existe des systèmes

où les ai sont des matrices COO, vérifiant la condition suivante sur un voisinage co de 0.

On ajoute une variable, notée s, et on définit sur un voisinage Q de l’origine dans 

est une fonction COO nulle dans s _ 0 et &#x3E; 0 pour s &#x3E; o. Alors

Comme X et L commutent, on tire de l’équation Lç = 0 et de (3.2) (3.3), que U~1~ :_ (u, v) est so-
lution de

Par ailleurs rf2) = (0, v) est une autre solution de (3.5) et (3.4) implique que 0 ESUPP (rf!) - rf2»).
On a donc démontré le résultat suivant.

PROPOSITION 1. Soit L un système de la forme (3.1) vérifiant la condition (NU). Alors le sys-
tème analytique non linéaire (3.5) adment deux solutions C°°, Cl) et rf2) sur un voisinage a de 0
dans IRd+2, telles que rf2) sur Q n (t  01 et 0 E supp ( 

En partant d’une solution non triviale de
no no 

(voir par exemple le paragraphe 13.6.3 de [Hôr 3]), qu’on écrit sous forme d’un système en po-
sant et ax) ’If, on obtient un exemple de non unicité pour le sytème semi-linéaire
à interaction quadratique suivant.

De même, en partant d’une solution non triviale de

(voir par exemple [Hôr 3], paragraphe 13.6.5), on obtient la non unicité pour le sytème quasili-
néaire suivant.
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3.2. Exemples d’équations.

L’idée est un peu différente. On part d’une équation où un seul coefficients a est non analy-
tique, on ajoute une variable pour rendre a solution d’une équation supplémentaire, qu’on uti-
lise pour éliminer a de l’équation. Considérons dans in un opérateur d’ordre m,

à coefficients analytiques, tel que sur un voisinage ce de l’origine, on ait :

et 0 e supp 4p.

En outre, en réduisant w au besoin, on suppose que

On ajoute à nouveau la variable s et on introduit les fonctions

où X eC~ est nulle pour et strictement positive pour s &#x3E; 0. Alors

Puisque vh =1 à l’origine, on peut déf inir sur un voisinage de 0 dans ttk := Ln vi E
(;(0). On a alors

On a M(e’) = eu, où A est un polynôme à coefficients analytiques en (t-s,x) des déri-
vées d’ordre  m de u. Alors, (3.12) implique que

Puisque = o, on conclut que u 1 et U2 sont deux solutions de

(3.15) est une équation semi-linéaire, de partie principale x, at, ax), où Lm est
la partie principale de L. En particulier, la surface ft=01 n’est pas caractérisitique pour
l’équation (3.15) dès qu’elle ne l’est pas pour L.

PROPOSITION.2. Soit L un opérateur à coefficients analytiques qui vérifie les conditions (N~
et (S). Alors, l’équation (3.15) possède sur un voisinage il de l’origine, deux solutions COO, et u (2)
telles que 0 n (t 0) et 0 e supp {u~l~-u~2~~ .

Cette construction s’applique à l’opérateur

On sait qu’il vérifie (voir [A-B], [Ba]). En outre, la condition (S) est trivialement
satisfaite, en résolvant le problème de Cauchy strictement hyperbolique pour L+a, avec y
comme variable de temps.

L’équation (3.15) que l’on obtient s’écrit
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C’est une équation semi-linéaire, de partie principale (Ot+ ( + - ), et (t = 0 } est non carac-t z t x y

téristique. 

4. Commentaires.

4.1. Différents problèmes d’unicité.

L’unicité du problème de Cauchy (1.3) se pose soit de manière unilatérale (pour des solu-
tions définies dans ft:.~~01) soit de manière bilatérale (solutions définies sur tout un voisinage
de (O,xo)). Quitte à recoller une solution dans (t&#x3E;0} avec une solution dans (t0}, ce second pro-
blème équivaut à l’unicité du prolongement des solutions à travers la surface si et u (2)
sont au voisinage de (O,xo) deux solutions de qui coïncident dans coïnci-

dent-elles au voisinage de (O,xo) ?
L’unicité unilatérale implique évidemment l’unicité du prolongement. On remarquera

que les propositions 1 et 2 donnent en fait des exemples de non unicité du prolongement.

Un autre question est l’unicité du problème (1.3) pour des données de Cauchy uk analy-
tiques. Compte tenu du théorème de Cauchy Kovalevsky, la question est alors de savoir si toutes
les solutions G~ sont analytiques. Cela revient encore à savoir si on a propagation de
l’analyticité à travers la surface (t=0} pour les solutions analytiques jusqu’au bord dans {t_0}.

On notera que pour les problèmes linéaires, toutes ces questions sont équivalentes. Par ail-
leurs, pour les problèmes non linéaires scalaires d’ordre un, l’unicité unilatérale apporte au-
tomatiquement une réponse positive à toutes ces questions.

4.2. Cas où l’unicité est connue.

A) Comme conséquence d’estimations d’énergie, en particulier dans le cas d’équations
hyperboliques. Si u et v sont deux solutions de (1.3), alors w :=u-v est solution d’une équation
de la forme

où P est un opérateur différentiel linéaire d’ordre m dont les coefficients dépendent de (u, v) et
de leurs dérivées. Dans certains cas, il peut être plus intéressant de voir (4.1) sous la forme

...

?ce étant un sous ensemble de dérivations, dépendant de l’équation considérée. Si
l’équation est hyperbolique, ou plus généralement si l’on dispose pour (4.1) ou (4.2)
d’inégalités de Carleman convenables qui impliquent l’unicité (cf par exemple le chapitre 18
de [Hôr 3]), on obtient l’unicité pour le problème de Cauchy (1.3). On notera que cette procédure
n’a strictement rien à voir avec l’analyticité de l’équation.

B) Comme conséquence de l’ellipticité ou de la propagation de l’analyticité. Lorsque
l’équation (1.3) est elliptique, alors toutes les solutions de classe C~ au voisinage de (O,x,) sont
analytiques (Morrey [Mo], Petrowski [Pe]). On en déduit immédiatement l’unicité du
prolongement à travers (t=01. Ce cas particulier montre que les réponses au problème de
l’unicité se sont pas les mêmes dans le cas linéaire COO et le cas non linéaire analytique, ce que
pouvait laisser supposer les constructions du paragraphe 3 et le point A) ci dessus.

Plus généralement, si l’équation (1.3) est de type principal réel, on sait que l’analyticité
dans (tO) se propage à travers (t=Oj pourvu que tt=Oj coupe transversalement les caractéris-
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tiques réelles (Alinhac-Métivier [AM]). On en déduit l’unicité du prolongement à travers ft=01
des solutions analytiques dans (t  0).

Sous ces hypothèses d’ellipticité ou de type principal réel, l’unicité du problème (1.3) à don-
nées M. analytiques est donc vérifiée.

4.3. Quelques questions.

A) Unicité pour des données analytiques.
Ce problème équivaut à celui de la propagation des zéros à travers {t=0} pour une solution u

d’une équation non linéaire analytique 

B) A-t-on l’unicité pour les problèmes unilatéraux elliptiques, à données non analytiques?

C) Cas où l’on peut construire suffisamment d"’entropies".
Considérons un système du premier ordre, qu’on peut écrire sous forme de système de Pfaff

"’..-, .... "’- .....- 

On introduit l’idéal différentiel engendré par les La méthode de

transposition du paragraphe 2.2 consiste à rechercher les formes a de degré d telles que
da Soit u une solution. Au dessus du domaine de limité par la surface initiale S. et
une surface S., définit une surface E. En intégrant da sur X, on en déduit que

. _ 

~ ~ ~ 

y y

La question est alors de trouver suffisamment de formes a pour que (4.4) détermine u.
L’avantage de la présentation ci-dessus, est qu’elle met clairement en évidence le carac-

tère intrinsèque des formes a , indépendemment du choix des variables dépendentes et indé-
pendantes (t,x,u,p). En particulier, il existe des systèmes linéarisables par changement de va-
riables-inconnues (par exemple par transformation de l’hodographe). Pour de tels systèmes on
sait donc construire tout un ensemble de formes a. La question reste de savoir si les relations
(4.4) correspondantes déterminent complètement les solutions.

D) Cas de la dimension 2 et de l’ordre 2.
Les exemples de non unicité produits se situent tous en dimension &#x3E; 3. Cela tient à la mé-

thode même d’addition de variable. Y-a-t-il des résultats particuliers en dimension deux ?
De même, l’exemple (3.18) est d’ordre trois. En effet, on ne peut avoir en même temps les

condition et (S) pour un champ de vecteurs analytique. Peut-on construire des exemples de
non unicité pour des équations du second ordre?
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