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Etude Microlocale de la Diffraction par un Coin

MoTOO UCHIDA

Cet exposé énonce les résultats principaux de [13], où nous donnons une démonstration
de la théorie géométrique de la diffraction par un coin de J.-B. Keller [5] en utilisant les
méthodes de l’analyse microlocale.

1. Notations et Préliminaires

(1.1) Soit ~ une variété analytique réelle de dimension n, X un complexifié de M, et
7r : T*X - X le fibré cotangent de X.

Pour un ouvert n de M on note T*X le micro-support du faisceau sur X

(cf. Kashiwara-Schapira [2]). Soit Cl1lx le complexe introduit par Schapira [8,9,10] des
microfonctions le long de TôX (on ne rappelle pas ici sa construction). Remarquons
seulement que où CM désigne le faisceau des microfonctions
de Sato sur M.

Soit DX le faisceau des opérateurs différentiels sur X, et soit J~I un Dx-module à
gauche cohérent. Soit le faisceau des hyperfonctions de Sato sur M; alors on a le
morphisme spectral

M. Pour une solution hyperfonction u de J~I sur n on note S S-~’4 (u)
supp(a(u)), et on appelle cet ensemble fermé conique dans T*X le front d’onde analy-
tique au bord de u. On pose S Sn (u) = ssgX(u); c’est un fermé de T*X.

Voir [8,9,10] pour la théorie de S S~ (u) et la théorie des problèmes aux limites
(cf. aussi [13, Section 2]).

(1.2) Dans cet exposé nous nous intéressons au cas où Q est complémentaire d’un coin.
Plus exactement, soient nI et Q2 deux ouverts de M à frontières analytiques N2
qui se coupent transversalement le long de No (= Ni on pose n = S~1 U Q2. On
note YI et Y2 le complexifié de Ni et N2 respectivement, et on pose Yo = Y1 n Y2.

Figure 1.1.
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2. Propriétés fondamentales du complexe (n = Qi U Q2)

(2.1) Soit h’ un sous-ensemble fermé Cw-convexe de M; i.e. K est convexe pour un
choix de coordonnées locales analytiques de Af. Soit le micro-support de et

CKIX le faisceau des microfonctions le long de TKX.
REMARQUE. Ce faisceau des microfonctions a été introduit par Kataoka [3,4] pour 7~
fermé dont la frontière est une hypersurface analytique réelle. Récemment Schapira [8,9]
en a donné une construction fonctorielle pour h une partie localement fermée générale.

Pour x e K on pose (T KM)z - alors C T;M. Soit
V (C TzM) l’annulateur de VC le complexifié de V dans T xX , et px la

projection: (Vc’)*, où (V’G)* désigne l’espace dual de Vc. A tout À E (vC)*
correspond pz-1(a) C TxX. On appelle une feuille canonique de T KX
en x .

Proposition 2.1.1. -Soient I1 un sous-ensemble fermé E h’, u une
section de sur un ouvert U C 7r-l(x), £ une feuille canoniques de TKX en
x. Alors ,C est ouvert et fermé dans Un£,.

La démonstration de cette proposition a été obtenue en collabolation avec P. Schapira
(voir [12,13]).
(2.2) Dans ce paragraphe nous considérons l’ouvert n = n1 U Q2 défini en (1.2) et
étudions les propriétés de CQ j x ou de Cnix) pour un Dx-module J~I.

Proposition 2.2.1 (Schapira). -Le faisceau HO(CoIX) est supporté par et le

morphisme naturel de restriction

est injectif. En particulier S Sn (u) = S U S pour u hyperfonction 
Soit un Dx-module cohérent sur X. La proposition suivante est un corollaire de

la Proposition 2.1.1.

Proposition 2.2.2. -Si Y1 et Y2 sont non caractéristiques pour J1~I, alors on a
(M, = 0 pour i  0.

Corollaire 2.2.3. -Supposons que Y1 et Y2 soient non caractéristiques pour Soit

u une solution hyperfonction de M sur n. Si S S~ (u) C alors u est une fonction

analytique réelle sur f2.

Soit Ç2’ un autre ouvert de M à frontière analytique N’ = On’ tel que Sl’ C S2 et
No c N’.

Proposition 2.2.4. - Si N’C est non caractéristique pour alors le morphisme de
restriction

est injectif en tout p E 

Remarquons que le morphisme de restriction ci-dessus n’est pas toujours injectif sur
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3. Résultats de propagation des singularités microlocales sur un coin
Considérons l’ouvert n - !11 U SZ~ défini en (1.2), et soit M un Dx-module cohérent.
Nous supposons que Fi et Y2 sont non caractéristiques pour 

Soient p E = Supposons que = 0 } dans unm 
Af

voisinage de p pour une fonction holomorphe homogène f telle que df 1B w f= 0 (cv:
la 1-forme canonique sur T*X) et 0; i.e. nous considérons un système
d’équations aux dérivées partielles à caractéristiques réelles. Si Im f (q) = 0 on note
b+(q) et b(q) la courbe bicaractéristique positive et négative de Im f issue de q. Nous
supposons que et 7r(6"(p)) sont contenues dans Q et transverses à i.e. elles

verifient :

où b(p) désigne la différentielle en p de la courbe bicaractéristique (voir Figure 3.1).
Soit po la projection naturelle on pose E = n 

x 
m

On a alors les résultats suivants:

pour une section u de Cnlx), on note le support de UI1r-l(n),
section de Cm).

Théorème A. -Soit u une section de Cnlx) dans un voisinage de p.
Si b- (p) n S S(~c~~) ~ ~ et s’il existe un voisinage U de p tel que b-(q) fl S 0

pour tout avec q ~ p, alors on a:

Théorème B. - Soit u comme dans le Théorème 3.I.
alors il existe un voisinage U de p tel que

Le Théorème A veut dire qu’une singularité microlocale isolée (dans E) de u se
propage jusqu’au coin et franchit le coin le long de la courbe bicaractéristique. D’autre
part le Théorème B démontre l’apparition des rayons diffractés au coin; b+(q) dans ce
théorème est ce qu’on appelle un rayon diffracté (voir Keller [5]). Pour la démonstration
des théorèmes voir [13, Section 6.1 et 6.2].
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4. Application au problème de Dirichlet

(4.1) Notations. Soit Q = n1 U Q2 l’ouvert défini en (1.2). On utilisera les notations
de (1.2) et on pose en outre Uj = an nNj ( j = 1, 2); alors an = U~ U U2 U No
(disjoints).

Soit E une fibre (non-vide) de la projection 00 IT’ m x (voir Section 3). On fixe E et
on pose xo = 7r(E). 

Soit P = P(x, D) un opérateur différentiel de degré deux, à coefficients analytiques,
défini près de xa. On note f = o(P), le symbole principal de P. Dans toute cette section
on suppose:

(4.1.1) 
(4.1.2) C = est une courbe fermée non-singulière (i.e. une ellipse)

dans E (""’ R2).
Remarquons que (4.1.2) implique 0 sur C, et que dans ce cas Yl et Y2 sont non
caractéristiques pour P.

Pour p E C on note b+ (p) et b- (p) la courbe bicaractéristique positive et négative
de P issue de p. On pose (voir Figure 4.1):

Pour p E C on note p~~)’ ( j =1, 2) le point réfléchi par Nj; i.e. le point tel que 
C = p, p ;&#x3E;’ ) , désigne la projection (Figure 4.2).

x

(4.2) Résultat. Soit u une solution hyperfonction de l’équation différentielle

On note UINj ( j =1, 2) la valeur au bord (la première trace) de uln, sur Ni. On suppose
que u satisfait la condition de Dirichlet sur chaque Uj ( j == 1,2):

Pour les solutions du problème de Dirichlet (4.2.1), (4.2.2) sur f2 on a le résultat suivant
qui décrit la diffraction par un coin de la singularité incidente simple (voir Figure 4.4):

Théorème 4.2.1. -Soit p E C-(1) U C-(2). Supposons que p vérifie l’une des condi-
tions suivantes:

(ou la condition (a)21 (resp. (b)21) obtenue en permutant le rôle de nI et ~2)- Soit u

une solution hyperfonction du problème de Dirichlet (4.2.1), (4.2.2) sur S2. Si b-(p) C
S S(uin) et si b-(q) n S s(uin) = 0 pour tout q E C-(l) U C"(2), ~ ~ p, alors b+(q) c
S pour tout q E C+(1) U C+(2).
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Figure 4.4.
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(4.3) Un Lemme. Nous commençons par le lemme suivant sur la réflexion des singu-
larités sur un coin:

LEMME 4.3.1. -Soit u une solution hyperfonction de l’équation différentielle Pu = 0
sur n1. Supposons que u satisfait la condition de Dirichlet sur Ul : = 

pour g, E r(Ul; On a: (a) Soit U+ un ouvert (pas nécessairement connexe) de
C+(1); = 0,
alors U- C S SOl (~c). (Le résultat est évidemment encore valable en intervertissant ~ ).
En particulier on a: (b) Soit p E C. Si p C et si dans chaque
voisinage de p, alors p~l~’ E S SOl (~c).

Ce lemme se démontre en utilisant le théorème de division microdifférentielle et le
"watermelon theorem" .

(4.4) Démonstration du Théorème 4.2.1. Soit p E C-(1). Soit u une solution

hyperfonction du problème de Dirichlet (4.2.1), (4.2.2). On suppose que u satisfait

l’hypothèse du Théorème 4.2.1. Remarquons que pour q E C-(1) (resp. q E C-(2)) on
a q e (resp. q E SS02(U)) si et seulement si b-(q) C 

Le résultat se démontre différemment suivant les cas de figure. On va démontrer le
cas (a)1Z où p E C~(1) n C-(2) et E C+(1) n C-(2). D’abord, comme n

C-(I) tpl, on a par le Lemme 4.3.1: P(i/ E SS02(U) n
C-(2) (= ~p~), il résulte du Théorème B qu’il existe un voisinage de p(,)’ dans C contenu
dans S SOl (~ ). En utilisant le Lemme 4.3.1 on a alors: C+ ( 1 ) C S SOl ( u ). En particulier
on a: C+(2) C S alors C+(i) n C+(2) est contenu dans S car ces

deux assertions sont équivalents à b+(q) C SS(ulo) (Vq E C+(1) n C+(2)). En utilisant
à nouveau le Lemme 4.3.1 (dans lequel on intervertit nI et S~~) on a C+(2) C S S02( u);
d’où le résultat.

Figure 4.5.
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Notes

Pour d’autres articles se rapportant au sujet de cet exposé cf. J. Cheeger et M. Taylor
[1], J.-P. Varrenne [14], M. Rouleux [15]. Ces articles traitent la diffraction d’une onde
simple par un coin (et aussi par une singularité conique dans [1] et [15]); leurs résultats
donnent une majoration des singularités microlocales diffractées.
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