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Contrôle et stabilisation hyperboliques

GILLES LEBEAU

UNIVERSITÉ DE PARIS-SUD

DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES

91405 ORSAY CEDEX, FRANCE

Introduction

Les résultats qui suivent ont été obtenu en collaboration avec

C. Bardos et J. Rauch.

On se propose de décrire comment l’analyse microlocale des problèmes
aux limites, et plus particulièrement le théorème de propagation des
singularités de R. MELROSE et J. S JOSTRAND [5] permettent d’obtenir
des résultats essentiellement optimaux sur le contrôle et la stabilisation
des solutions de l’équation des ondes dans un ouvert borné de Rn . On
renvoie à l’article [1] pour les résultats analogues concernant les équations
et domaines dépendant du temps, ainsi que l’étude de la contrôlabilité
dans les espaces de Sobolev autres que et à [3] pour la contrôlabilité
d’équations non-hyperboliques de type Schrôdinger.

On trouvera dans le livre de J . L . LIONS [4] une exposition générale
sur le sujet, ainsi que les résultats obtenus par les techniques de multiplica-
teurs [non-microlocalisés] . On pourra aussi consulter l’article de survey
de RUSSEL [6].

Notations

On désigne par fi un ouvert connexe borné de Rx , à bord 8Q
analytique (ou C°° sans contact d’ordre infini avec ses droites tangentes)
et par D = 8f - Az l’opérateur des ondes.

On note 8n la dérivée normale unitaire extérieure.
Soit X la variété à bord X = fi x Rt, i9X On x Rt son bord,

X = fi x Rt son intérieur, T *X = T * (R’ x Rt) lx, et p la projection
canonique
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On notera ici ÎgX = T*X u muni de sa topologie naturelle. On
désigne par Car D la variété caractéristique de l’opérateur des ondes

et on pose :

On renvoie à [5] pour la définition d’un rayon; par tout point p C ~b ,
il passe un unique rayon maximal.

Le fibré cotangent au bord T*8X est la réunion disjointe :

où les régions E (elliptique), 9 (glancing), 1-{ (hyperbolique) sont définies
par :

On a

Pour une distribution prolongeable u solution de Du.= 0 dans X ,
son front d’onde au bord, est le sous-ensemble de défini parr

Pour w ouvert de R , on note H~ (w ) l’espace des distributions f
sur w qui possèdent un prolongement f à R , avec _f E C’est un

espace de Banach muni de la norme quotient. 
-

Pour u distribution prolongeable solution de 0 u = 0 dans X , et
on écrira u ssi il existe un o.p.d A de degré s , elliptique

en p (tangentiel si p E t*DX) tel que Au E L (X) .
DÉFINITION 1. Un point p E T*âX est non-diffractif si p U 1{, ou :
p E 9 et le rayon passant par p sort de X dans tout voisinage de p .

DÉFINITION 2. Soit r une partie ouverte de T &#x3E; 0 . On dit que le

couple (T, T) contrôle géométriquement fi ssi tout rayon s E--~ y(s) issu
de t = 0 en s = 0 rencontre r en un point non diffractif à un instant

On remarquera que cette définition est stable par petites perturba-
tions.



XVI-3

§ 1. Contrôlabilité exacte pour Dirichlet

THÉORÈME 1. Soit f2 comme précédemment et (r, T) contrôlant

géométriquement f2. Il existe Co &#x3E; 0 tel que pour toutes données de

Cauchy (UO,U1) E L2(S~) xH-1(f!), il existe un contrôle 9 E tel

que :

et tel que la solution du problème d’évolution

- - .. - -

vérifie pour t &#x3E; T .

P REUVE : On désigne par Eo l’espace d’énergie

et on pose E-i = L 2 (ÇI) x H-1 (~) . Pour v = (VO,V1) E Eo , on identifie
v à la solution du problème d’évolution 

-

On sait alors que ânvlax E et plus précisément, il existe Ci &#x3E; 0
tel que pour tout v E Eo , et Ti  T2 on ait : 1

Rappelons la méthode H.U.M de J.L. Lions qui permet de construire
le contrôle g : les espaces Eo et E-1 sont en dualité par :

Pour v E Eo , soit u(t, x) la solution du problème :

Posons

alors :

Pour tout w E ~o on a

et A est continue de Eo dans E-1 d’après (12). Comme on a = 0

pour t &#x3E; T , il suffit de prouver que A est bijectif. Comme (A(v)lv) =
y 

,

0 
T 

irr 10,,vl2, le théorème 1 est conséquence de :o r
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PROPOSITION 1. Il existe C2 &#x3E; 0 tel que pour tout v E Eo ~ on ait :

Compte tenu de (12) cette proposition exprime que sur Eo , les normes
et sont équivalentes. Montrons (16). Par (11) on

a identifié Eo à :

Posons :

muni 
. 

de la norme :

Alors G est un espace de Banach et on a une injection canonique continue
i : Eo - G . Le point clé de la démonstration consiste à prouver la :

PROPOSITION 2. i est surjective.

En effet, par le théorème du graphe fermé, on aura alors Eo = G
algébriquement et topologiquement, et Il  Cte il Il.. Comme l’in-
jection de Eo dans x ]-2T, 2T[) est compacte, il reste à vérifier que
N = ~ E Eo ~ 01 est réduit au vecteur nul; pour u E N on
a Cte donc la boule unité de N est compacte
et N est de dimension finie, stable par 8t puisque Eo = G . Si u E N
est vecteur propre de 8t , on a u(t,x) == eÀtg(x); avec (~B2 _ = 0 , @

0 , 1 a 9 1 = 0 donc g = 0 par le théorème d’Holmgren (ou l’uni-
, 

an r
cité pour les elliptiques d’ordre deux réels si on veut remplacer A par un
opérateur plus général), donc N = {0}, d’où le théorème 1.

Pour démontrer que i est surjective, il suffit de vérifier que si u E G,
on a u E 11, pour tout p E T~X n It = 01. Comme Du = 0 et

= 0, on a WFb(u) C E b , et on peut donc se restreindre aux p E E b .
Compte tenu de l’hypothèse de contrôle géométrique, le résultat est alors
conséquence d’un théorème de propagation H1 sur les rayons, et d’un
lemme de relèvement aux points non diffractifs.

THÉORÈME 2 (R. Melrose, J. Sjôstrand) . Soit u distribution proton-
geable solution de Du = 0 dans X , E Hl. Si p E et u E HP,
on a u E H1, en tout point p’ du rayon paçsant par p .p

REMARQUE. Le problème mixte étant bien posé dans H1 pour l’équation
des ondes avec condition de Dirichlet, le Théorème 2 est conséquence
directe du Théorème de propagation pour WFb(u), voit [5], [1].



XVI-5

LEMME DE RELÈVEMENT. Soit u distribution prolongeable solution de
Ou = 0 dans X et po E T*8X un point non diffractif. Si ulax E H1o et
’" 

P

PREUVE : On choisit un système de coordonnées locales (x,,, x) = x
centré en 7r(po) tel que X = {xn &#x3E; 0} et on remplace alors comme
d’habitude D par un opérateur P de la forme P = an - 
On supposera que po E ~ , le cas po E £ U 1-l étant plus simple. On a alors

(0; eo) E et on pose {3o = (x" = 0, x’ = 0; en =: 0, ç’ = 1§ ) E
T* X qui est le point caractéristique au dessus de po . On note

Soit u le prolongement de u par zéro à xn  0 . On a par hypothèse :

Il en résulte par ellipticité :

et par propagation des singularités, puisque po est non diffractif :

Choisissons To un o.p.d de degré 0, égal à Id près du fibré normal
TâXX (donc vérifiant la transmission) et à support près de (donc
ne rencontrant pas Car P ). Alors si A(xn,x’,Dx’) est un o.p.d tangentiel
de degré d, à support assez près de po , on a d’après (23) et la théorie
elliptique standard :

En choisissant d = 1 et en écrivant Au = voit

que le lemme de relèvement sera conséquence, d’après (26) et (24) de :

Soit donc Ci un o.p.d de degré 1 elliptique en Po, à support près de /?o 3
C1 = (JDJ)) avec 0 E 8 = 1 près de l’origine une mollification
usuelle de C1. Soit alors R1, l’o.p.d de degré 1, à support près de la demi-
bicaractéristique de P qui sort de X solution de (R-)* = -Ri et de :

(28) P* R1- = (Cf)* (Cf ) (modulo régularisant uniforme en -) .
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On a, par la propriété de support de R-’ :

D’après (25), on sait a priori qu’on a :

et il suffit donc de prouver uniformément en e :

puisque le WF de ces traces est concentré uniformément en e près de po .
A ce stade, on omet e , toutes les constructions qui suivent étant uniformes
en e. On remarque alors que (31) sera conséquence de :

Par le théorème de division sur les symboles principaux, on a :

où Âi = Eo Ai, Ai tangentiel de degré i , à support près de po , Eo , 
Ro o.p.d de degré respectifs 0, -1, 0, à support près de Po, et Eo = Id
près ( support Car P . (Voir figure)

et = = 0, (32) est conséquence de (26), et le lemme
de relèvement est démontré.
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§ 2. Stabilisation du problème de Neuman

Dans cette partie, on supposera que 8Q est réunion de deux com-
posantes disjointes 8Q = Pl U Po, et on se donne une fonction positive

E COO(f1,1R+).
On s’intéresse aux solutions du problème d’évolution dans

Ce problème mixte est bien posé dans

THÉORÈME 3. On suppose qu’il existe T &#x3E; 0 tel que (A &#x3E; 0, T) contrôle
géométriquement Ç2. Il existe alors C &#x3E; 0 telle que pour toutes données

on a2t :

i, e on a décroissance exponentielle unif orme de l’énergie.

REMARQUE. La partie ro du bord sur laquelle on a la condition de
Dirichlet évite que les constantes soient solutions de (1). On peut aussi
supprimer ro et raisonner modulo les constantes.

PREUVE DU THÉORÈME 3 : Soient t1, t2 deux instants positifs tels que
t2 &#x3E; t1 &#x3E; Tete E ]0~2 -~i[. Soit H = HJ , r 0 x L2 l’espace d’énergie
identifié aux solutions de (1), 
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muni de la norme :

et pour s = 0,1:
/,,,,,

muni 
. 

de la norme :

Alors H, G, F°, F1 sont des espaces de Banach.
Soit i l’injection canonique de H dans G, qui est continue d’après (2),

r l’application canonique de restriction de G dans F°. Si u E G, et p E
. 
* 

on a 2 
Ou 

e 2 la condition auxon a at r 1 E Lp donc par la condition aux’ (7 r, 
p 0 r, p

limites, d’où ulrl E car (T = 0) C E et on a toujours WFb(u) C Eb-
Maintenant pour le problème (1), on a encore la propagation microlocale
[voir[5], II] de la régularité H1 sur les rayons vers les temps positifs. C’est
ce fait qui simplifie l’étude de la stabilisation Neuman. Dans le problème
de la stabilisation Dirichlet, il y a des singularités dans la région elliptique
du bord, et la situation est plus compliquée.

Soit alors p E ~b n {t = y_ le 2 rayon d’extrémité p contenu
dans t  t1. Par hypothèse, il existe p’ E 1- non diffractif tel que
p’ E par le lemme de relèvement et propagation on a
donc u E L’image de r est donc contenue dans F1 et par le théorème
du graphe fermé, r se factorise continuement à travers Fl. Par décroissance
de l’énergie, il existe donc C &#x3E; 0 tel que :

donc par (2) :

Comme dans le § 1, en utilisant la compacité de l’injection de H dans

de dimensions finis, décroissant en t2, donc invariant par’ 8t pour presque
tout t2, 9 et si v( x) eP t E Nt2 par unicité comme dans

Ntz = {0} pour tout t2 &#x3E; T. Il existe donc C’ &#x3E; 0 tel que :

d’où par (2) E(t2  E(O) 1-  et la décroissance exponentielle résulte
C

alors de la propriété de semi-groupe.
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§ 3. Stabilisation du problème de Dirichlet : un

exemple de stabilisation instable

La situation ici est différente de celle du § 2. On se donne une

hypersurface S’ lisse dans r = 8Q, qui sépare le bord en deux ouverts
r-, r+, de sorte que r = r- U S U r+ et une fonction continue positive
A(x) sur I‘, avec Àlr- = 0, Alr+ &#x3E; 0 et C°°. On suppose que près de chaque
point de S‘, il existe un système de coordonnées locales (y, x), y E IRd-2,
x e R tel que r+ soit défini par x &#x3E; 0 et :

Ici, a est un réel strictement positif. Alors a [resp. est un multiplica-
teur sur pour isl  ~ + a resp. 2 + ~].

L’espace d’énergie des données de Cauchy sera :

et on posera

On s’intéresse aux solutions du problème mixte :

Ici, le générateur infinitésimal est l’opérateur A non borné sur H :

car il n’y a pas de distribution non nulle dans à support dans
S. On vérifie alors que A est maximal monotone. Pour toute donnée

(uo , ul ) E H, il existe alors une unique solution de (3)
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THÉORÈME 4. On suppose a E ]0, 1] et qu’il existe T tel que (r+, T)
contrôle géométriquement S1. Il existe alors C &#x3E; 0 tel que pour toute
donnée (uo, u1 ) E I~o on ait :

P REUVE : On choisit à nouveau t2 &#x3E; t1 &#x3E; T, e e ]0, t2 - tl ( et on pose :

avec 6 e 0 a de sorte que les conditions aux limites sont bien définies, ’1 2
et pour s := 1 - 6, 1

On munit F~ de la norme HS et G de la norme :

et on a toujours des applications continues :

Pour u e G, on a ulr e donc si p e E on a bien u 6 ~. On a
aussi au lr = ulr E Hl si p E (r = 0).Ot r On p

Comme (?- = 0) C É, on peut encore appliquer le théorème de propagation
de Melrose-Sjôstrand (avec condition de Dirichlet). Comme sur r + on a

toujours localement ou Ir e L 2 et ulr E Hl, on obtient donc à nouveauan r
lm (r) C Fi. Si on sait que G est un Banach, on conclut alors comme
dans le § 2. Pour l’unicité on remarque que v 6 Av = 0 v[r_ = 0

On Îr+ ° # v = ° .
Vérifions que G est un Banach. Soit ~ il s’agit de

vérifier qu’il existe C tel que :
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On posera

En effet, le membre de gauche est bien défini car pour p (

ellipticité. Le membre de droite est bien défini car pour v e H!/2 et

2013= e L 2et on a (par une inégalité de type Hardy) :1 /,-x

Pour prouver (13) on écrit v = E cpav où ’Po est une partition de l’unité;
lorsque le support de ’Po rencontre S, on écrit ’PoV = 

E

est le translaté de e &#x3E; 0 de ’PoV à l’intérieur de r+, alors :

est borné dans L2 , De (13), il résulte :

Si Eo est un o.p. de degré 0 sur ]0, t2 ( x r qui localise près de T = 0, dont
le symbole vaut 1 au voisinage de (T = 0 x support (3) on en déduit :

estime à présent la norme H/ de v près de T = 0 à l’aide de l’opérateur
de Calderon dans la région elliptique.

Par la théorie elliptique, puisque (T = 0) C S, il existe A, o.p.d de
degré 1, à symbole positif, défini près de r = 0 tel que :
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Comme ~v est estimé dans H1 aux points où 0 par IIUIIG (12) est
conséquence de (18), ce qui achève la preuve du théorème 4.

Lorsque a &#x3E; 1, il n’y a pas décroissance uniforme de l’énergie.

PROPOSITION 3. Soit a E ]1,oo[. Pour tout e, T, il existe des données
de Cauchy (uo, ul) dans Ho, telles que E(O) =1 et E(T) &#x3E; 1-ê.

P REUVE : On notera ]{ l’opérateur de Poisson sur H :

et El l’opérateur de Neumann :

Alors El est un o.p.d elliptique de degré 1, positif et on a :

donc on définit un produit scalaire sur H¡t2(f) par :

On note ( f, g)o = 11rr f §r et on munit Hl/2 (Ir) du produit scalaire :7r

Soit A l’opérateur non borné sur H1/2(r) :

Alors A est fermé, pour f E D(A), on a E L 2 et :

donc D(A*) = D(A) et pour M assez"grand, IL + A est maximal monotone.
Notons e-t A le semi-groupe engendré par A; On a = 

qui appartient à Co (R+, H1/2 ) si uo E HV2. De plus, comme a &#x3E; 1, X]
est borné sur si À est un champ de vecteur, et on a u C HS)
si uo E H 8 pour 1

Fixons un point xo de S et soit z une équation locale de S’, (z &#x3E; 0) =
r+. Soit p E Coo(r) à support près de xo, égal à 1 près de xo et posons :
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Alors on a sup pour tout

On a aussi :

Comme Awn est borné dans

vn est borné dans

On peut alors construire = ]1, T + 4[, .r E 9 solution de
= 0, unir = vn, avec un e Hl(I x 0), Un borné dans x 0) et

afun bornés dans H1(I x H) pour 1.

Soit ~ = 19Un (9n - El Vn ; alors On est borné dans ~~(F))
pour 0 (en effet la seule difficulté provient des points T == 0, et

près de ces points on a au,, = Al vn où Ai est un o.p.d de degré 1 tel que7

Soit 8n solution de :

Comme À est un multiplicateur sur J

Alors wn est borné dans Hl(]2, T + 3[ x 11). Posons :

est borné dans

est borné dans j à

Comme :
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et que 
t t 

EO,, (s) ds --+ oo (n ---&#x3E; 00, t &#x3E; 2) puisque Vn est non borné danset que / 2013oo(2013 oo, t &#x3E; 2) puisque est non borné dans
2

H12 on obtient la proposition 3 en posant :
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