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Introduction

Les résultats qui suivent ont été obtenu en collaboration avec
C. Bardos et J. Rauch.

On se propose de décrire comment ’analyse microlocale des problemes
aux limites, et plus particulierement le théoreme de propagation des
singularités de R. MELROSE et J. SJOSTRAND [5] permettent d’obtenir
des résultats essentiellement optimaux sur le contrdle et la stabilisation
des solutions de 1’équation des ondes dans un ouvert borné de R™. On
renvoie a larticle [1] pour les résultats analogues concernant les équations
et domaines dépendant du temps, ainsi que ’étude de la contrélabilité
dans les espaces de Sobolev autres que H!, et & [3] pour la contrdlabilité
d’équations non-hyperboliques de type Schrédinger.

On trouvera dans le livre de J.L. LIONS [4] une exposition générale
sur le sujet, ainsi que les résultats obtenus par les techniques de multiplica-
teurs [non—microloca,lisés] . On pourra aussi consulter ’article de survey
de RUSSEL [6].

Notations

On désigne par 2 un ouvert connexe borné de R}, & bord 0N

analytique (ou C* sans contact d’ordre infini avec ses droites tangentes)
et par O = 82 — A, l'opérateur des ondes.

On note 9, la dérivée normale unitaire extérieure.

Soit X la variété a bord X = Q0 x R, X = 09 x R, son bord,
X = Q x R; son intérieur, T*X = 7™ (R® x R,) |5, et p la projection
canonique

(1) T*X \Tix 2 T*X UT*0X .
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On notera ici T} X = T*X UT*8X, muni de sa topologie naturelle. On
désigne par CarO la variété caractéristique de 'opérateur des ondes

(2) CarO :{(a:,t;f,r);72=|§]2}
et on pose:
(3) Ly =p(CarO) .

On renvoie a [5] pour la définition d’un rayon; par tout point p € X,
il passe un unique rayon maximal.

Le fibré cotangent au bord T*9X est la réunion disjointe :
(4) T*0X =EUGUH
[ici T* = T* \ {section nulle}]

ou les régions & (elliptique), G (glancing), H (hyperbolique) sont définies
par:

(5) #{p~(p)n Carn} =0 (£), 1 (9), 2 () .
On a
(6) S,NT*0X =GUH .

Pour une distribution prolongeable u solution de Ou = 0 dans X,
son front d’onde au bord, WFy(u) est le sous-ensemble de Tr X défini par

[er (2], [5]]
1) WFu)NT*X = WF(u)
(M 2) Pour p € T*3X, p ¢ WFy(u) ssi il existe un o.p.d
tangentiel A elliptique en p tel que Au € C®(X).

Pour w ouvert de R?, on note H®(w) l’espace des distributions f
sur w qui possedent un prolongement f a R¢, avec feH *(R4). C’est un
espace de Banach muni de la norme quotient.

Pour u distribution prolongeable solution de Ou = 0 dans X, et
pE T,,X on écrira u € H ssi il existe un o.p.d A de degre s elhpthue

en p (tangentiel si p € T*GX) tel que Au € L*(X).

DEFINITION 1. Un point p € T*8X est non-diffractif si p € EUH, ou:
p € G et le rayon passant par p sort de X dans tout voisinage de p.

DEFINITION 2. Soit I' une partie ouverte de 9, T' > 0. On dit que le
couple (I',T) contréle géométriquement 2 ssi tout rayon s+ (s) issu
de t =0 en s = 0 rencontre I' en un point non diffractif a un instant

t€]0,TY.

On remarquera que cette définition est stable par petites perturba-
tions.
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§ 1. Controlabilité exacte pour Dirichlet

THEOREME 1. Soit Q comme précédemment et (I',T) contrélant
géométriqguement . Il eziste Co > 0 tel que pour toutes données de
Cauchy (ug,u;) € L2(Q) x H™1(Q), il eziste un contréle g € L*(0X) tel
que :

(8)  support (¢) CTx[0,T]; |lgllz> < Co(llwollze + lluallg-1)
et tel que la solution du probléme d’évolution

Ou=0 dans X
(9)

| Ou |
Ulg=0 = U9 — =u; ; U =
vérifie u(t,z) =0 pour t>T.

PREUVE : On désigne par E, l'espace d’énergie

(10) Eo = H(Q) x L*()

et on pose E_; = L?(Q) x H~1(N). Pour v = (vg,v;) € Ey, on identifie
v a la solution du probleme d’évolution

Ov
(11) Ov =0 dans X ; v|t=0 =0 Fr R

On sait alors que 9,v|ax € L% _(0X) et plus précisément, il existe C; > 0
tel que pour tout v € Ey, et T1 < T, on ait :

(12) 10n0lZ2(00x7:,1ap < C1(1 + T2 = Ta) [lvll, -

Rappelons la méthode H.U.M de J.L. Lions qui permet de construire
le controle g : les espaces Ey et E_; sont en dualité par :

(13) (ulv):/ulvo—uovl ueFE_,veEE.
Q

Pour v € Ey, soit u(t,z) la solution du probléeme:

Jou

Du=0dansX;u|t-T—0— —0

(14)
ulax = Gnv * Irxjo,17 -
On a u € C° (R, L2(R)) N C* (R,, H-1(Q)).

Ou

Posons A(v) = (u]t =0, 57|,

) € F_,. Pour tout w € Ey on a

alors :

(15) (A(v)|w) = //avaw

et A est continue de Ey dans E_; d’apres (12). Comme on a u(t,z) =0
pour t > T, il suffit de prouver que A est bijectif. Comme (A(v)|v) =

T
/ / Ianv|2 , le théoréme 1 est conséquence de:
0 r
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PROPOSITION 1. Il eziste Cy > 0 tel que pour tout v € Ey, on ait:

T
(16) ol <€ [ [ 10wl -
0 r

Compte tenu de (12) cette proposition exprime que sur Ey , les normes
lvllg, €t 1OnvllL2(rxo () sont équivalentes. Montrons (16). Par (11) on

a identifié E, a:
(17) {v(t, z) € Hio (o(@ xRy) ; Ov =0, v|ox = o} .
Posons :
(18) G = {u € L} (X ]—2T,2T(), Ou = 0, ulox = 0, Bntt|rso 17 € L2}
muni de la norme:

(19) lullg = llullL2@x—27,27p + 10null L2(r g0, T -

Alors G est un espace de Banach et on a une injection canonique continue
1 : Eg — G. Le point clé de la démonstration consiste a prouver la :

PROPOSITION 2. 1 est surjective.

En effet, par le théoréeme du graphe fermé, on aura alors Ey = G
algébriquement et topologiquement, et || ||z, < Cte || ||g. Comme l'in-

jection de Ey dans L%(2 x ]—2T,2T) est compacte, il reste & vérifier que
N = {u € Eq ; Onulrxjo,r{ = 0 ¢ est réduit au vecteur nul; pour u € N on

a [lullg, < Cte ||ul|p2qxj—27,277) » donc la boule unité de N est compacte
et N est de dimension finie, stable par 8; puisque Ey = G. Si u € N
est vecteur propre de 9, on a u(t,z) = e*g(z); avec (A2 — A)g =0,
glag =0, —;ql = 0 donc g = 0 par le théoréme d’Holmgren (ou I’uni-
cité pour les elliptiques d’ordre deux réels si on veut remplacer A par un
opérateur plus général), donc N = {0}, d’ous le théoréme 1.

Pour démontrer que i est surjective, il suffit de vérifier que si u € G,
on a u € H) pour tout p € T3 X N {t = 0}. Comme Ou = 0 et
ulax =0, 0on a WFy(u) C X3, et on peut donc se restreindre aux p € Xj.
Compte tenu de ’hypothese de controle géométrique, le résultat est alors
conséquence d’un théoréme de propagation H! sur les rayons, et d’un
lemme de reléevement aux points non diffractifs.

THEOREME 2 (R. Melrose, J. Sjéstrand). Soit u distribution prolon-
geable solution de Du =0 dans X, ulspx € H'. Si p€ Xy, et u € H;,

ona u€ H,l,, en tout point p' du rayon passant par p.

REMARQUE. Le probléme mixte étant bien posé dans H' pour ’équation
des ondes avec condition de Dirichlet, le Théoréme 2 est conséquence
directe du Théoréme de propagation pour W Fy(u), voit [5], [1].
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LEMME DE RELEVEMENT Soit u distribution prolongeable solution de
Ou =0 dans X et po € T*0X un point non diffractif. Si u|sx € H et

2
T lox €L, ,alorsona ue H, .
PREUVE : On choisit un systéme de coordonnées locales (z,,z') = z
centré en w(po) tel que X = {z, > 0} et on remplace alors comme

d’habitude O par un opérateur P de la forme P = 82 — Q(zn,2', D).
On supposera que po € G,lecas pp € EUH etant plus s1rnp1e On a alors

po = (0; §0)ET*3Xetonpose,Ho =(zn,=0,2'=0;6=0,¢=§&) €
™X qui est le point caractéristique au dessus de pq . On note

(20)
={@O X a=08 =67 ¢ =2, 1 20}
(21)
K'= {ﬂ:(w,f) eK,g';éo};Koo:K—K' = KNTixX

(22)
K(') =K' - {ﬂo} .

Soit u le prolongement de u par zéro a z, < 0. On a par hypothese:
(23) Pu=obz,=0+ @16, -9 avec g € Lf,o , 1 € H,l,0 .
Il en résulte par ellipticité :
(24) u€ H;/z pour B € K|
et par propagation des singularités, puisque py est non diffractif :
(25) ue Hyl” .

Choisissons Tp un o.p.d de degré 0, égal a Id pres du fibré normal
T3xX (donc vérifiant la transmission) et & support pres de T35 X (donc
ne rencontrant pas Car P). Alors si A(zp,z’,D;+) est un o.p.d tangentiel
de degré d, a support assez prés de pg, on a d’apres (23) et la théorie
elliptique standard :

(26) A-Toul4s,>0 € C* (£, > 0; H'7F4(8X)) .

En choisissant d = 1 et en écrivant Au= ATyu+ A(1 —Tp)u, on voit
que le lemme de relevement sera conséquence, d’apres (26) et (24) de:

(27) u€ Hj, .

Soit donc C; un o.p.d de degré 1 elliptique en Sg, a support pres de Sy,
Ci = C1-6(e(|D])) avec § € C§°, 6 = 1 pres de origine une mollification
usuelle de C; . Soit alors Rf, I'o.p.d de degré 1, a support pres de la demi-
bicaractéristique de P qui sort de X, solution de (R§)* = —R et de:

(28) P*Rf — = (C7)*(C}) (modulo régularisant uniforme en ¢) .
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On a, par la propriété de support de RS :
(29) ((P* R} — R P)u) = 2 Re(Py, R )
= 2Re (po, Riylox) — 2 Re (p1,0n Ryylox) -

D’apres (25), on sait a priori qu’on a:

(30) $u€ C* (2o, H"'7%(8X)) (uniformément en &)
et il suffit donc de prouver uniformément en ¢ :
(31) RS u|;, =0 € L*(0X) 8., RS uls,=0 € H'(0X)

puisque le WF' de ces traces est concentré uniformément en € pres de pg .
A ce stade, on omet €, toutes les constructions qui suivent étant uniformes
en ¢. On remarque alors que (31) sera conséquence de:

(32) Riyls,<0 € C* (2, <0; H¥(0X)) k=0,1.
Par le théoreme de division sur les symboles principaux, on a:
(33) Ry =4, + 0,40+ S5-1P+ Ry

ot A; = Ey A;, A; tangentiel de degré i, & support pres de po, Eo, S_1,
Ry o.p.d de degré respectifs 0,—1,0, a support pres de By, et Ey = 1d
pres (support A;) N Car P. (Voir figure)
(34) R1y=A1E0y+6,,A0E0y+v
avec v = [Ey, A1]u+ 0, [Eo, AoJu+ S—1(p06 + ¢18') + Rou donc d’apres
(25) on a v € C¥(z,; H=*(9X)). On a aussi:
(35) A1Egu=Aju— A1 Tyu+ A1 (Eo — 1)1 —To)u+ A1 EgTou
OnAoEgu=0,A0u— 0, A Tou

+ OnAg(Eg —1)(1 = To)u+ 0n Ao Eo Tpu .
D’aprées (25), on a Ai;(Ey — 1)(1 — To)u € Ck(z,; H¥(0X)),
Ao(Ey — 1)(1 = To)u € C*(zn, H'7*¥(8X)). Comme EqTou € C®(X)

et A1z, <0 = Aoulz,<0 = 0, (32) est conséquence de (26), et le lemme
de relevement est démontré.

(36)

support Ai \L
T
Car (P)
support R
~ >
*E")
N
>< BO
Eo =Id q |
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§ 2. Stabilisation du probleme de Neuman

Dans cette partie, on supposera que O} est réunion de deux com-
posantes disjointes 9 = I'; U Ty, et on se donne une fonction positive
A(Il?) S COO(FI,R+).

On s’intéresse aux solutions du probleme d’évolution dans

Ou Ou
Pu =0, oy =05 50 ¥ A 501,y =
(1) ; R
u
ulmo=uo € Hir,s 5|, =w €L’

ol Hlp, = {uo € HY(Q); uglp, = 0}.

Ce probleme mixte est bien posé dans ¢t > 0, et on a u(t,z) €
CORy, Hip,) N C'(Ry, L)
Ju

Pour tout t > 0, on a VA 5

1
avec E(t) = 3 / |V,;u|2 + ]u't|2
Q

(2) E(O)—E(t):/ot/l:lx\

THEOREME 3. On suppose qu'il existe T > 0 tel que (A > 0,T) contrile
géométriqguement Q. Il existe alors C > 0 telle que pour toutes données
(uo,u1) on ast:

L2(10.¢{ x Ty N (X t
fnon € LU0 XTIN (> 0)) e

2

Ou
ot

3) B(t) < 5 e=C" E(0)

i.e on a décroissance exponentielle uniforme de I’énergie.

REMARQUE. La partie 'y du bord sur laquelle on a la condition de
Dirichlet évite que les constantes soient solutions de (1). On peut aussi
supprimer Iy et raisonner modulo les constantes.

PREUVE DU THEOREME 3 : Soient t;,?, deux instants positifs tels que
tz >t > T et e €0,t, —ty[. Soit H = Hjp x L? I'espace d’énergie
identifié aux solutions de (1),

@ 6={uer(oulx);ou=0,un =0, 425

* On ot =90,

r,

et ﬁ% ELZ(]O,tz[xI‘lﬂ/\>O)}

T'1NA>0
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muni de la norme:
Ju
©) Ml = lullsagogr + | V5

et pour s =0,1:
(6)
F* = {u € H°(Jt1,t1 + €[ x Q),0u=0,ulr, =0

L2(]0,t2[xI‘1rb\>0)

Ou Ju
’a_n'+’\_

=o}
I Y

muni de la norme:
(7) ullpe = 1l e gy e 4epx) -

Alors H, G, F°, F! sont des espaces de Banach.
Soit ¢ l'injection canonique de H dans G, qui est continue d’apres (2),

r P’application canonique de restriction de G dans F°. Siu € G, et p €

2 a
T*0X |jo,t,[x(x>0), ON & %% o, € Lf, donc O_Z . € Lf, par la condition aux
1

limites, d’ou u|r, € H;, car (T = 0) C £ et on a toujours WFy(u) C .
Maintenant pour le probléme (1), on a encore la propagation microlocale
[voir[5], II] de la régularité H! sur les rayons vers les temps positifs. C’est
ce fait qui simplifie ’étude de la stabilisation Neuman. Dans le probleme
de la stabilisation Dirichlet, il y a des singularités dans la région elliptique
du bord, et la situation est plus compliquée.

Soit alors p € Ty N {t = 1}, y- le 3 rayon d’extrémité p contenu
dans ¢ < ;. Par hypothese, il existe p € v- non diffractif tel que
p € T*0X I]o t:[x(A>0) ; par le lemme de relevement et propagation on a
donc u € HL. ,- L’image de r est donc contenue dans Fj et par le théoreme
du graphe fermé, r se factorise continuement a travers Fj. Par décroissance
de ’énergie, il existe donc C' > 0 tel que:

(8) Vue H E(t:) < Clli(u)le
donc par (2):
9 VueH [ully <(1+C)ullg -
Comme dans le § 1, en utilisant la compacité de l'injection de H dans
Ou
2 - .
L2(]0,t2[x ), les espaces Ny, = {u eH; Vi 5% |(axxs 0o sal 0} sont

de dimensions finis, décroissant en t5, donc invariant par J; pour presque
tout t2, et si v(z) ekt € Ny, on a v =0 sip#0 par unicité comme dans

v

1 et Av =0, vfp, =0, -—|
§1et Av v|r, i,
N, = {0} pour tout ¢t > T. Il existe donc C' > 0 tel que:

t2 Ou|?
(10) Vue H E(O)SC’/ / Y
0 | Y

= 0 si g = 0 donc aussi v = 0 et donc

d’otu par (2) E(t2) < E(0) [1 - —] et la décroissance exponentielle résulte

alors de la propriété de semi-groupe.
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¢ 3. Stabilisation du probleme de Dirichlet : un

exemple de stabilisation instable

La situation ici est différente de celle du § 2. On se donne une
hypersurface S lisse dans I' = 00, qui sépare le bord en deux ouverts
I'", I't, de sorte que I' = ' U SUT et une fonction continue positive
A(z) sur I’y avec A|p- = 0, A|p+ > 0 et C*°. On suppose que pres de chaque
point de S, il existe un systeme de coordonnées locales (y,z), y € R¥~2,
z € R tel que I't soit défini par z > 0 et :

(1) \/X=a(y,z)xi/2 ,a€C>®, a>0.
Ici, « est un réel strictement positif. Alors X [resp. v/A] est un multiplica-
teur sur H*(9Q) pour |s| < 1 + a [resp. i+ %] .
L’espace d’énergie des données de Cauchy sera :
(2) H=H'(Q) o L*Q)
et on posera Hy = {(uo,ul) € H;ur_ = 0}.

On s’intéresse aux solutions du probléeme mixte :

Ou =0 dans Q x]0,00[ ; %%-[-,\%%l

(3) ou
’U.It:o = Ug —5? 0 = U ('u.o,ul) € H .

=0
r

Ici, le générateur infinitésimal est 'opérateur A non borné sur H :

{ A(zo,z1) = (z1,A x0)
(4) 0:1:0

D(A) = {a: = (z9,21) € H; Az € H; z1|r +/\%lr = 0}.

On note H{(T') = {u € H(T); ulp- = 0}. Alors pour = = (zo,21) €
D(A), on a %znﬂlr e H™1/2, zi|r € H_},/z, et on obtient :
2

6.770 2 _ a:l,'o
(5) \/Xa—npeL+, (Azlx)——/r‘lﬁ%

car il n’y a pas de distribution non nulle dans H‘l/z(I‘) a support dans
S. On vérifie alors que A est maximal monotone. Pour toute donnée
(uo,u1) € H, il existe alors une unique solution de (3)

(6) u(t,z) € C'(Ry ; H') N C Ry, L)
et (u,ui) € CO(R+,H0) s1 (UQ,ul) € Hy.
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Ou 9
On a \/X—azlr € L*(J0,T[x T) et

(7) E(0) - E(T) =

THEOREME 4. On suppose a € ]0,1] et qu’il eziste T' tel que (I'y,T)
controle géométriquement Q. Il existe alors C > 0 tel que pour toute
donnée (ug,u;) € Hy on ait:

1

E(t) < 6e‘c tE(0) .
PREUVE : On choisit & nouveau t; > t; > T, ¢ € ]0,t; — ¢ et on pose:
Ou Ou
. 1-6 — - - — =
(8) G—{uEH (10,t2[ x ), Ou=0 6t+/\3nr‘ 0, ulp_ =0

Oou 1/2
\/X% € L*(10,t2[ x T); ulr € HL }

a . . o
avec 6 € |0, 3 de sorte que les conditions aux limites sont bien définies,

et pour s=1-4,1

. s . Ou Ou| _
(9) F _{ueH(]tl,t1+e[xn),mu_0,57+Aa—nP_o,u|p__0}.

On munit F® de la norme H® et G de la norme :

ou
=

(10) lullg = lull 5o tapxa) +
L2(J0,¢,[xT)

et on a toujours des applications continues :
(11) HS @S -8

Pour u € G, onau|r€H/ donc si p € £ on a bien u € H,. On a

loc
aussi%? =V \/———EL2 donc u|r € H} si pe T*0X \ (r = 0).

Comme (T =0)C&, on peut encore appliquer le théoreme de propagation
de Melrose—Sj('istrand (avec condition de Dirichlet). Comme sur I'y. on a

. u . N
toujours localement —IP € L? et u|r € H?, on obtient donc & nouveau
n
Im (r) C Fj. Si on sait que G est un Banach, on conclut alors comme

dans le § 2. [Pour 'unicité on remarque que v € H*(), Av=0v|p_ =0

ov
%II‘_'_:O:}U:O].

Vérifions que G est un Banach. Soit 3(t) € C§°(]0,%2[); il s’agit de
vérifier qu’il existe C tel que:

(12) VueG |Bulrllgaqoxry < C llulle -

XVI-10



ov

o
On posera v = u|r, et § = VA — - € L*; 0on a |62 < |lullgs ot =
L

on
Cte ||u||g- On a:

w [ e

En effet, le membre de gauche est bien défini car pour p € T*0X \ (1 = 0),

du 1 du
1 s 1/2 —1/2
ver,%eH,,"’ etsiT=00v€H, doncaneH /I/Zpa,r

ellipticité. Le membre de droite est bien défini car pour v € H}

a<l, Y _€cL?ctona (par une inégalité de type Hardy) :

VA
Bv
14 —
o %
Pour prouver (13) on écrit v = ) pov Ol 4 est une partition de I'unité;
lorsque le support de ¢, rencontre S, on écrit pov = lim(pav)0u (Pav).
&

< Cte (1Bl 220 yxr) -

L2(]o,t2[xT)

est le translaté de € > 0 de p,v a l'intérieur de I', alors :

1]t ] [

et ﬂ(wav)e est borné dans L2. De (13), il résulte :

A
t2
(15) JEEE

Si Ey est un o.p. de degré 0 sur |0, %[ x I' qui localise prés de 7 = 0, dont
le symbole vaut 1 au voisinage de (7 = 0 x support 3) on en déduit :

t2 Ou
a6) | [ [" B (555) Bo(sv)| < cte (Iulls + vl 18512) -

En effet, ||(1 — Eo)(Bv)||: < Cte |jul|s et gz

estime & présent la norme H!/2 de v prés de 7 = 0 a I’aide de 1’opérateur
de Calderon dans la région elliptique.

Par la théorie elliptique, puisque (7 = 0) C £, il existe A; o.p.d de
degré 1, a symbole positif, défini pres de 7 = 0 tel que:

a7) By (P ) = BoA(dro) + 9

ol g € C*® et ||g|| 2 < Cte ||u||g et EgBA; = A1 EqB + Ao, ou Ag est de
degré 0. Comme ||fv]|; . < Cte ||lu]|g, on en déduit :

< Cte ||ullg ”:3’)”1/2 :

< Cte |ju||g- On
—5—6

(18) /F / " A41(Bo fv) - (EoBv) < Cte ([ulls + lullg 182ll2) -
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Comme [v est estimé dans H! aux points ou 7 # 0 par ||ul|s (12) est
conséquence de (18), ce qui acheve la preuve du théoreme 4.

Lorsque a > 1, il n’y a pas décroissance uniforme de 1’énergie.

PROPOSITION 3. Soit a € |1,00[. Pour tout ¢,T, 1l existe des données
de Cauchy (uo,u1) dans Hy, telles que E(0) =1 et E(T) > 1 —e¢.

PREUVE : On notera K l'opérateur de Poisson sur 2 :

(19) AK(f)=0; K(f)iir=f
et E; 'opérateur de Neumann :
(20) Ei(f) = 0 K(f)Ir -

Alors E; est un o.p.d elliptique de degré 1, positif et on a:

(21) /Q VK(f)VE() = /F Ey(f)7 = /F FE9)

donc on définit un produit scalaire sur Hi/ 2(I‘) par:
(22) (ho) = [ 15

On note (f,g)o = / f§ et on munit H'/2(T') du produit scalaire :
r

(23) (f;g)1/2 ='/I:fEl_(g—)+(f,9)o .

Soit A I'opérateur non borné sur H/2(T):
(24) Af = XEy(f) ; D(A):{feH1/2;AfeH1/2}.
Alors A est fermé, pour f € D(A), on a VAE;(f) € L% et:

(25) (.= [ VEE(D] + OB, Do -

Sig € D(A*),on a l/ El(f)/\El(g)l < Cte || f|l;j, pour tout f € Cg°(T),
r

donc D(A*) = D(A) et pour p assez grand, pu + A est maximal monotone.

Notons e~!4 le semi-groupe engendré par A; On a u(t,z) = e~ 4ug(z)

qui appartient a CO(R+,H_1_/2) si ug € H_1,_/2. De plus, comme a > 1, [/\,X]

est borné sur H1/2 si X est un champ de vecteur, et on a u € C°(R4, H?)

si ug € H® pour s € [O,g].

Fixons un point zo de S et soit z une équation locale de S, (2 > 0) =
T'*. Soit ¢ € C§°(T') a support preés de zg, égal & 1 prés de zg et posons :

(26) wn(z) = Lp(x)z_l*_/n n=12...
(27) va(t,z) = e Aw,(z) .
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Alors on a sup “A"u)n”Hl/2 < +oo pour tout k > 0 et lim ||wa| g1/2 =
n n—00

+00, et pour 6 > 0 sup |jwn|| , < too. On a aussi:
n H

1
2

8) [ [VABualt, )] = 3 (00, 0n(0) = (74 Auony)

t

1
Comme Aw,, est borné dans H2%® pour 6 € 10, —1[on a:

(29) sup “\/XE1 v,,(t,-)”m € L®_(R,)
(30) Vk>0 OFv, est borné dans C°(R, ; H'/?)
1
(31) vy est borné dans C°(Ry, Hf—s) pour tout 6 >0 .

On peut alors construire u,(t,z),t € I = ]1,T +4[, z € Q solution de
Oun = 0, n|r = vn, avec u, € H(I x ), u, borné dans Hl_a(I x §2) et
OF u,, bornés dans H'(I x Q) pour tout k > 1.
Soit ¢, = 3;,, — Eyv,; alors 9, est borné dans Cf _(I; H3/%(T))
n

pour tout k > 0 (en effet la seule difficulté provient des points 7 = 0, et

\ . 6 \ ’
pres de ces points on a —au—" = Ajv, ou A; est un o.p.d de degré 1 tel que

n
(A1 — E1) = A_; D? ol A_; est de degré -1).
Soit 8,, solution de:
a6,

(32) S+ AB16u=An Onli2 =0

Comme ) est un multiplicateur sur H*/2 on a 6, € C* ([2, T + 3], H_% _l(I‘)>

pour £ = 0,1,2 donc K6, = G, € H?(]2,T + 3[ x Q). Soit w, solution
de:

(33) Owp = —0Gn;0twn + A0rwalr =0; w, = agt" =0ent=2.
Alors w,, est borné dans H'(]2,T + 3[ x ). Posons :
(34) ¢ =up —Gp — wy, .

a¢n

est borné dans

On a0y =0, 8 $n+A0ndnlr = 0, fnlp- =0 et VA~

L?(]2,T + 3[xT) car G, est borné dans H?, \/Xa(,;‘n = \/X¢n+\/XE1 Vn,
et : n
t ow|? t2
(35) Ew(t)-Ew(2)=—/ / 3w —/ /w;uan.
2 Jr on 0 Q
Comme :

t 2
(36) Eo - Bo )= [ [|VAGe
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t
et que / E4,.(s)ds — oo (n — 00, t > 2) puisque vy, est non borné dans
2

H/2_ on obtient la proposition 3 en posant :

(w0, w1) = (B, (2)]7 (#n(2), #0(2)) -
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