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Soit Lm(X) l’espace des opérateurs pseudo-différentiels P d’ordre

m E Z sur une variété C X tels que

i) la projection du support du noyau Kp E §ô’ (xx x&#x3E; de P sur la

première variable est une application propre ;
ii) le symbole total de P (dans des cartes locales) a un développe-

ment asymptotique en termes homogènes d’ordre entier.

Alors est une algèbre sur C, graduée par
l’ ordre.

Je veux esquisser la démonstration du théorème suivant (un

article plus détaillé est , a paraitre aux Comm. Pure Appl. Math):

Théorème : Soient X. Y des variétés C , = 0. Alors tout

1 isomorphisme i : L~ ( X) -~ d’algèbres conservant l’ordre est de la

forme

où A est un opérateur intégral de Fourier : C°°(Y) -* inversible,

elliptique et proprement supporté.

Singer m’a communiqué l’été dernier au cours d’un colloque de

géométrie riemannienne à Durham, qu’il pensait que ce théorème était

vrai, et il m’en a convaincu au cours d’une excursion devant des murs

romains entre l’Angleterre et l’Ecosse.

Le pjr entier lemme montre que la situation est moins bonne quand

on travaille modulo L (espace des opérateurs régularisants).

Lemme 1 : Soient X. Y connexes ; 9 = 0. Alors tout isomorphis-

me i : Loo(X)/ 
L-oo(X) 

- L 00 (y)/ d’ algèbres conservant l’ordre est
1 

L -00 (x) . L -00 (Y) t 
. 

t, ) d F 
. 

1..donnée par la conjugaison par un opérateur intégral de Fourier elliptique
ou par une telle conjugaison précédée de l’automorphisme de 

qui envoie le symbole

Ici pj est le terme homogène d’ordre j dans le développement asymptote queJ
du symbole complet.
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Démonstration : i définit un isomorphisme i 
o 

: 

s’ identifie avec l’ algèbre des fonctions COO homogènes d’ ordre
o sur et avec l’algèbre ou n : est la f ibration

s

de 0) .

Les ensembles

sont les idéaux maximaux (de codimension 1) de Coo(S*X). Il existe donc
* *

une bijection C : S X -+ S y telle quel t

pour tout a E S *X, et il est facile de démontrer que C est un difféomor-
N

phisme en regardant X et Y comme sous variétés d’un espace EN.
On en déduit que :

En effet,

Pour tout m E 2Z y i doqne un isomorphisme

homogènes d’ordre m sur

i est déterminée par la donnée de n x i1(e) lorsque e est inversible.

est une algèbre de Lie munie du crochet RA,BI = AoB-BoA .

En associant a un élément de son symbole principale on définit

un isomorphisme d’algèbre de Lie de sur S (T XB0)munie du
où ta,bi désigne le crochet de Poisson de a et

b) .
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On a t

pour a, 1

Tj est réel si on choisit £ réel et il existe un unique difféomorphisme
noté encore C :

Lorsque le signe est +, C est une transformation canonique ho-

mogène. Lorsque le signe est -, C est la transformation antipodale

(x~p) -~ (x, - ~ ) composée avec une transformation canonique.

L’automorphisme de indiqué dans le lemme 1, induit

la transformation antipodale, de sorte que nous pouvons nous ramener au

cas d’une transformation canonique C.

Considérons un opérateur intégral de Fourier elliptique A défini

par C , alors J : P - A . i(P).A  est un automorphisme de 
conservant les symboles principaux. On doit maintenant démontrer qu’un

tel automorphisme est égal à la conjugaison par un opérateur pseudo-

différentiel elliptique d’un ordre quelconque s. Pour k à 1, supposons

L (X) pour tout P E L(x). L’image dans
ne dépend que du symbole principal de P,

et on défirit ainsi une application 3 m 1 S(T*XNO).
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6 est une dérivation dans les deux sens suivants :

On en déduit que P est une transformation infinitésimale symplectique,
et donc que P = H f pour une f E car H1 ( ~" XBO , C,) = 0 . .

Pour P E (resp. de symbole principal p (resp. b), l’opé-
rateur B PB - P * a un symbole principal d’ordre m- 1, égal

(p) . °

La remarque ci-dessus (avec k= 1) montre que j peut être

représentée par une conjugaison par B si (et seulement si) b = e f/i est
homogène d’ordre s, ce qui signifie que :

ce qui découle des relations (i~) . s

Pour k&#x3E; 1, j(P) -P 6 L~’~(X) lorsque P E L (X) ; on peut

écrire 13 = H f avec f E définie par : t

Ici on a écrit

dans un système de coordonnées locales avec !.

Par induction sur k, on obtient une snite d’opérateurs pseudo-différen-
tiels B 0’ C,9 C2,... ° tels que Bo est elliptique d’ordre s E C,

C 6 -j et f inalement B P 6 pour PELm enJ et finalement K K en
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posant :

On construit alors classiquement un opérateur B E L s(X) tel que B-B
soit dans pour tout k ; on obtient ainsi B oj(P)o B-1 P E L- k

pour tout P E L m

Le lemme ci-dessous est inspiré par les résultats de M.

Edelheit [2j sur les espaces de Banach.

Lemme 2 : Soit e un espace de Fréchet de dimension &#x3E;2 et (.,t.une

algèbre d’applications continues e ~ e telle que ?~= tv E &#x26;’ ; v E CY-

pour tout u E é) est dense dans &#x26;’. Ici u 0 v est l’application continue

fF- v(f).u de E dans é.

Soit e un autre espace de Fréchet et A une algèbre possédant
les mêmes propriétés que A (en remplaçant e par ê,

Alors tout isomorphisme d’algèbres 1 t s’obtient par
-

conjugaison par une application linéaire continue inversible A : i &#x26;.

Cette application est unique (modulo les multiplications par
les constantes non nulles).

Démonstration i Pour P y P 2 on introduit 1

Alors

sous l’hypothèse que : dim
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On en déduit qu’ i l existe une bijection j : t A -+ A telle que *

pour tout

~

Ici A (resp. A) désigne l e latt i ce de tous l es sous-espaces

de dimension finie de e, (resp. E).

C’est une résultat élémentaire de la géométrie projective (voir

tlj) qu’un tel isomorphime est de la forme j(D) = A-1(D) ou A est une

application linéaire (ou antilinéaire) inversible de t dans E et que

A est unique (module la multiplication par les constantes) 0

on en déduit que t

pour un certain scalaire C -

On montre alors facilement que C u, F p = 1 et que A est linéaire et non

antilinéaire ,

Montrons maintenant que A est continu Comme
-1 

i(u© v) = (A u) © (v o A) est pour tout u E e, v 

il s’ ensuit que v 0 A est continu : E -+ C pour tout V’ 

Maintenant soit 1&#x3E; . - û dans E, AîÍ. -+ u dans E. 0 Alors
1 J

,- et ~r(u) , de sorte que v(u) - pour tout

« est en que car J esL dense 0n en déduit

la continuité de A en utilisant le théorème du graphe 
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tel que pour tout

pour un

où M u i v - u.v : C(X)(X) -- C°~(X) désigne la multiplication par u. ° Alors

il existe a E C co (X), R E L °°( X) tels que E - M +:R.
a

On en déduit Ruv r M u o Rv + R o M , pour tous u, v dans C"(X).
En termes de noyaux distributions, on obtient , en remarquant que

Pour tout (x,y) E Xx X ,tels que x / y, il existe u E C°°(X) telle que
u(x) / u(y), de sorte que le membre de gauche de (-?) définit un nombre

R(x,y) indépendant du choix de u, et R est une fonction C°° sur
t(x, y) ~ Xx X ; 8

montre que Ru(x,y) = 0 lorsque u(x) = u(y), x 1 y . ° Maintenant prenons
u telle que du(x 0 ) 0. Alors tout (x,x), x près de x , peut être0 0

approché par des points (x,y) tels que : t u(x) = u(y), x = y, de sorte

que (Ru(x, y) .- 0) lorsque u(x) -- u(y) est aussi vérifiée pour x=y, x prè
de x .

o

On montre alors facilement que le second membre de (*) définit
une fonction Coo dans un voisinage U de (x , x ) ; on montre alors que Ro o q
se prolonge en une fonction C°° sur X x X.

la définition de R implique que R 
u 

= R o M - M o R, ’ d’ oùu u u

E( u) -- E o Mu(1) = Mu o E( 1) + R(u) - M 
u ’ ce qui montre le lemme avec

a - E(l) - R( 1) .
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Démonstration du théorème : t Grâce au lemme 2 avec - é9(X), 
J = Coo o(X), on obtient un opérateur linéaire continu inversible

-1
A : C o00 (Y) -+ Coo (X) tel que i(P) = A P. A pour tout P dans 

Du lemme 1, on déduit l’existence d’un opérateur intégral de Fourier

elliptique B tel quel t i (P) o B - BOP E X) pour tous les

opérateurs différentiels P.

Alors P» AoB - A oBo P E L - 00 (X) pour tous les opérateurs
différentiels P (ici on utilise la continuité de A).

On déduit alors du lemme 3 que i A o B = M a + R avec a E C°° (X) ,
R E L - co (X). Pour un champ de vecteurs P, on a

Alors Pa - 0, et donc a = cste 0
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