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j_ t t1 COEFFICIENTS CONSTANTS SUR, R,‘ 1

Les symboles de ces quatre opérateurs sont respectîvement § , S2 ’ il et r ,’ 

’ 
’ 

1 2 . 

’

en + l S2 ; - D et.o2 sont autoadjointjs ; b et 8 sont les

adjoints l’un de 1 





VI.1

Soit p(à,Î) un opérateur différentiel sur R" à coefficients cons-
tants arbitraire, d’ordre m. On peut toujours supposer, moyennant un chan-

gement linéaire de coordonnées, que le coefficient de am dans est

non nul, et même égal à 1.

Le symbole principal de l’opérateur s’écrit alors

où les OE sont des coefficients complexes.

(QP degré 2m), pput Q ( 1 , 81) , ou

est un certain polynôme de degré 2m, possédant un te rine .2m et dont
tous les termes ont un ’)Poids" au plus égal à 2m, en attribuant à Ç le poids
1 et à T le poids 2. Notons que le symbole de 7@ t soit ICI2 y est réel posi-

tif pour toute valeur de : &#x3E;7 n’est aiitre que l’opérateurs
/1 

1 
-

- 2 y A étant le lapl.acien ordinaire.
41x"

En utilisant un développement de Puiseux, on peut écrire, pour

assez grand :

oii p est un certain entier positif.

L’entier s est choisi le même pour tous les facteurs, de façon que l’un

moins des coefficients bj soit non nul. On a nécessairement se 1 :
-s p 2

s’il en était autrement, y en prenant dans chacun des facteurs

de ~~ ~,~~ le terme non nul de poids maximum, on obtiendrait un terme non

nul de poids strictement supérieur à 2m.

On peut écrire

oûy pour tout j,

VI

est une fonction analgrtique de pour T assez

grand, satisfaisant l’inégalité
choisie.

pour une constante C bien



VI.2

En collectant les termes de poids 2m exactement, on obtient

lli(lentité-

En introduisant l’il1dertémiIlée Ici.. on obt.ient l’identité

entre deux polynômes en d’où il qu’à chaque Il

correspondent, dans Q ( 10 , -), 1 deux facteurs commençant par
_ 

m

et respectivement, en désignant par l’une quelconque
des racines carrées de Ok - 0

Finalement on peut écrire, pour assez grand :

avec

D’où
d’un

est le symbole/opérateur

pseudo-différentiel de convolutioa Rk, d’ordre au plus 1.
p

On a alors à un opérateur régularisant

près.

ois que l’ 1 1 op -érateur est elliptique 
dre 1. Lorsque 0152k =cos6+i ô-a 9 8’ écrit. aussi

et admet la direction caractéristique sin
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Pour les facteurs non e11iptiql1(S de on a le lemme t

Lemme 1.1 
... 

: Soit M M !vI = = d - 
r 

, avec c 1 sin 0), R 
r

6tant de convolution.d ordre et soit

p une fonction Coe à valeurs réelles uri ouvert 0 de R2, satisfaisant

seconde de p dans la direction caractéristique

siii e /$-- + cos a a? îi) :en tout .120înt de ù) :
" uX2

satisfaisant
&#x3E;-, 

Il ) (s a u 

comp 
~ ~ 

comp :

Comme M est un opérateur de convolution, ïllquffit d’obtenir une

lnéga 1i té limulli 
s 
c Ji u 1 1 pour 

toute fonction à support dans
’’ 

un ouvert 0’ relativement compact dans Q avec une constante positive C ne

dépendant que de 0’.

) é e r A-) 3-i 
A 

ù . o j-, ’ér a t p-, t,.- r r ég u 1 a r i s a n -t On écrit A MA un opérateur régularisant 
au L ,j - -4- Il - àp)B 4- S 

0 
étant un opérateur pseudo-différen-

r a 0 o

tiel (à coefficients variables) 

Il s’agit donc pour .t,&#x3E;ut ouvert. Si’ relativement

compact dans 0, pour toute fonction w

o o ;/.
A cet effet, on écrit 

,

étant donne que B est autoadjoint, et
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en remarquant que S 
o 

commute avec tout opérateur d’ordre au plus 1 modulo

un opérateur dtordre négatif, et que B commute avec tout opérateur d’ordre

0 module un opérateur d’ordre négatif. En appliquant la même remarque à Rr,
on obtient

~J

Tout cela lomîne 

tif, soit :

pourvu que

ou 

ce qui termine la démonstration du lemmes. 8

t Soit P(D) 
u e la éi j -

e, p(D), letir Soit P une 

dans un ouvert n de 2 t cles dérîvées secon-C admettant secon-

--, sitives dans toutes les directions cardcteri s tique s

P(D).
-Alors pour t o ut e d i s t ri bu t i o n u à support compact dans Q satis-

Si de plus Q es t admet une

) 
_ 

2 (m--u
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La deuxième partie du théorème résulte de la première par des

argumentes de dualité

La première partie s’obtient par applications successives du

lemme : bien entendu, en appliquant à une distribution à support com-

pact un produit partiel des facteurs de la décomposition de P(D), on

n’obtient pas nécessairement une distribution à support compact, mais il

est aisé d’y remédier grâce au caractère pseudo-local des opérateurs

pseudo-différentiels. » 

On peut obtenir aussi par ces méthodes le fait, démontrcâ égal&#x3E;
ment t Hormand er, qu’en deux variables tout ouvert P-convexe est forte-

ment P-convexe. On se ramène en effet au problème suivant :

soit M l’opérateur où R est un opérateur pseudo-différentiel
de conwlution d’ordre 1 ; a · soit K un compact de R 2 convexe dans la direc-

tion caractéristique de l’opérateur 8-aU i. e. les parallèles à cette di-

rection, si elle est réelle, coupent K suivant des segments ; si cet opé-
rateur est elliptique, aucune condition n’est imposée) ; soit enfin u une

, , 
2

distribution à support compact dans R , telle que le support singulier de

Mu soit contenu dans K : prouver que le support singulier de u est con-

tenu dans K.

Il suffit alors, en utilisant le lemme, de prouver qu’étant
donne un compact K convexe dans la direction caractéristique de l’opérateur
ô- a~, un point x de R 2 n’appartenant pas à K, et deux nombres réels s et

t, il existe une fonction p convexe dans la direction envisagée, supérieu-
re à t dans un voisinage de x et inférieure à s sur K : pour démontrer

ce point, on peut se ramener au cas où la direction envisagée est la direc-

tOn &#x3E; et où le point x est l’origine des coordonnées : d’après lap g P

à convexité de K, ’ l’une cies demi-droites issues de 0 parallèles à l’axe
âx1
des x, (disons la direction positive) ne rencontre pas K ; soit A &#x3E; 0 tel

que tout point de K ait une abscisse supérieure à -A : il existe alors

un nombre e&#x3E;0 tel que le cône d’axe 0 x , de sommet (-A,0) et de demi-
angle au sommet c ne rencontre K qu’en des points d’abscisse négative 1
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la fonction Q(x) = (x +A) 2 est alors égale à A à 

ne, est strictement inférieure à A sur K, et est convexe dans la direction

a en la composant avec une fonction linéalre convenable , on obtient.;en la composant avec une fonction linéaire convenable, on obtient

la fonction p s o u, h a 1 1,, é e .


