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II.1

Ï 1 INTRODUCTION

Soient 0 iin ouvert borne de TR de frontière i régulière,

une famille de champs de vecteurs dans 0 à coefficients réguliers.
Nous étudions da Ce travail la régularité à la frontière d.’

r 
l’opérateur A = X. (Px + ccp sous des hypothèses convenables sur 

X l 1 
".r 

1 i 1" U 1.X , . 11 resuite de cettt, étude et d iiii théorème de Iformander que 

de i’ équàtion Au = f sont dans si f est dans 

La classe des opérateurs A pour lesquels ces résultats de 

larîté sonc obtenus contient essentiellement celle étudiée dans pai

M.M. M.S. Baouendi et C. Goulaouie, qui ont cependant des résultats plus

précis que les nôtres.

§ II. NOTATIONS ET IIYPOTIIESES :

Soit 0 un ouvert borné de rl de frontière r variété de classe

C co et de dimension n-1,Q étant situé localement d’un même côté de r. Soit

(p la fonction définie dans le paragraphe I.

Nous nous donnons r champs de vecteurs dans Q i.e des

opérateurs différentiels homogènes du 1= ordre, sur lesquels nous

faisons les hypothèses suivantes :

(H.1) Les coefficients des sont de classe C dans 0

(H.2) L’algèbre de Lie engendrée par les champs de vecteurs est

de rang n en tout point de Q_ (voir [4])
(H. 3) En tout point x de Fil existe i 

x 
1  i 

X 
 r tel que X. Soi1 

, 

’ 

x = x = 
* 

1

versai a Fau point x. 
, 

x

Soit (C~6) une carte locale d’un point de r. X, le

transforme de 1 X. dans le demi-espace IR+ NI) 
J ’° ’
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( I Î . 5 ) Llitl,,,èbi-e de L-ie engendrée &#x3E; par 1’1’..;rr est i de ’ &#x3E; rang n-1 eu 1 tout

point (le B U y *

11.1 : : li resuite &#x3E; des hypot!ieses que dans

chaque carte locale (1 P()LI]t de la frontière. Of t 1 que :

x , = ex Dy o dans 13 Uy. D’zitit,re part l’algèbre de l,it, par

(X "’Î est de 11 i en tout point de 13LJy.

§ 

Nous aHons maintenant &#x3E; donner résultats (le densité

des fonctions qn nous seront dans la suite. Nous

nous plaçons dans le cadre : û esL un i ouvert régulier
de (borne ou non). P Q1!...,QÎ des diffe-

n k 1 
.

renties du i p i &#x3E; e nt î Q i" a de c dans
J11 ==((x.y) : ; y 0 dans &#x3E; pose : :

est définie

au § 1. que P;Q’Ji munit de évidentes,

On a al.ors les :
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Lemme 111.2 : Si de plus nous supposons que P 1 = D v (resp. En tout point

X de F un des Q. est transversal 1 ri r(+») alors dense dail,-; U 
1 + o +

(resp. t)( 0) est dense dans 18 0(o».

Démonstration du 111.1 : Il est facile de voir que les fonctions

de à support compact dans 1R9 sont dense dans ( Ùn Ensuite si i
+ 

L 
+

fusL(-IR,e 1 ( î" ) posons u = ’ E Il + 
4Ii~ ~ 

Lo ailleurs

Soit P, Un e -3uite l’ 

+ 

f 
avec supp p, c 

n 
La fonction 

t 

+

Soit p 
" 
une suite régularisante avec supp p 

s 
. La fonction u =.u ’’ . R

-±

est une fonction de qui, on va le voir, converge vers u dans 
+ +

Pour cela il suffit de démontrer que si P est un champ de vecteur, Pu
converge vers Pu dans 1 (R ). Or

+

est une mesure portée par l’hyperplan xn= o donc

On a donc ’ Pli 
c 

+ R 
c 

et il suffit donc de montrer que R c 
tend

E f !R e 
’ +

vers zéro dans ce qui résulte d’un lemme de Friedrichq (voir [5]
+

chap 1.). Pour montrer que est dense on localise et on se

ramène à R .
ramené a m . .

Ecrivons Q. k/1 n cc (x) D . La transversalité de a r veut dire
i 

k=l 
1 { xk 1

que le vecteur a.(x) i = (x» est non nul et non tangput

à r pour xE r.



II.4

: Fllf1 est donnée

[2 J t-n i 1 p 1 1 1 , 1 .

; Le 1 1 1 . ~ est i vrai 1 po B 11’ les espace-

~ :

;’i 

que 1 un 1 rn U Il 1 t d p la structure de 011 a alors 

1 &#x3E; = 

1 ~ t. Hl ni P l B’ . a : 1 1 ~1 &#x3E; Let i que f;’ po B1 r t, o l l L 11. i 1 ~~ 0
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Démonstration de la proposition :

petit entier tel tOn applique alors

1, ii q 11 (’ les T. :-; 0 11 t t arigeii t,i e 1 s c» L 011
.1

Le résultat t de la de

l on 11T. : n n t o n s ù ( 1 , jY ) la
+ - .

&#x3E; F’ o i i 1 1 1 r partiel Je par ii x. *

En utilisant Cauchy-Schwartz et en écrivant y = B1 y . %/y on obtient

(iv.i). Pour démontrer (IV.2) on part de (IV.5) que l’on multiplie par

et (IV.2) résulte de Cauchy-Schwartz.
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Démonstration du lemme : Nous utilisoiis dans ce qui suit une idée

développée par Kohn dans [6]. Pour y E lll Ayct(Ïsigtie l’opérateur de développée par Kohn dans [6]. Pour Y IR A désigne 1opérateur de C

défini par Ay
D’autre part :

L’hypotlièse (JI.5) entraîne que Iton a pour

ou désigne un crochet des T. de longueur ql- i . I1 vient doncJ Bi

Considérons un terme :

Posons qui est d’ordre 2 -. , et écrivons

Le premier terme se majore par

Le deuxième s’écrit puisque ]

un opérateur homogène du premier ordre. Ce terme se majore par

De la même manière
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prenant vient :

En réitérant le procédé on obtient l’inégalité

Il suffit alors de prendre

pour obtenir :

dans (IV.7) et d’utiliser ( ~fV, f ~

Remarque IV.4 : Les démonstrations des lemmes IV.2 et IV.3 montrent

que l’on peut prendre e de la dans la proposition IV.1.
2
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§ 5. 

On se donne une formf inLegro-di.ffercntielle définie par :

:

[_ e 1 e m ni P de montra a10rs que pour toute f dans 1 li ( fl ) ) ’ il

existe u unique dans que :

N () B1 sut i L j s e r 0 n s dans ce paragraphe la technique de régularisation el 1 i j)-

tique pour r- laquelle e nous renvoyons à i l] ,
Soient une cArie loca1p voisinage d’un point (le F et 

Nous noterons B1. la solution d 11 problème Alors

u. est dans 

’ 

.i

J 0

Enfin à,~ désigne l’opérateur : : 4ll~) -~(R~) :

: Soit, 1- Supposons que alors

reste bornées lorsque

j va.rie.

Démons trat i on : : Nous raisonnons par récurrence sur k. Pour k = 0 posons :

fi la PropOSI t,i on Il,,:2
1 e 144, e’. , ° 

’
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1 1 sii 1° t° i t de montrer ’ a :

t a à des i 1

ou X 1 , il il des champs yect 

Le t prme t E se 

d ’1 i + £1" li n 11 les Y 1B des "

tours 1 r deuxième terme :

Les s :B dermers s termes s se e majorent t par 
 / 

v . 
.

Ln ut lisant t Parsevai 1 en 1 a variable x 0 n voit que te premier terme :

(O c n t a 1 e t , 1 e cA c a n t. e m fj rr t, p a r c . , e t 1 ’ nOn commute et 1 Xy ’ le commutant se majorant par e . 1 A E’§u ,i 1 i, , et l’on

t un 1 fr in e i avec ""’

raicul i majorer les termes provenant de .
1 11 (-;î 1 (, ti 1 --1 tia 1 î)atîe j)(, ritif, t (J (, tita,j ore 1- 1 es t er-nieq 1) d e 

a ,1 _. (u, 1I 
t 

«

Un i donc 1 ( a 1 ordre li et il t due le démontrer o

a 1, t 1 , de ,, ,
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On a de même :

d’après la proposition IV.1.

Tout revient alors â. démontrer Ilinégalité, analogue à (V.3), suivante :

Cela se fait par les mêmes techniques que précédemment, et en utilisant

l’hypothèse de récurrence i.e.

j varie.

bornées lorsque

Corollaire 111.2 :

Dejno n s t r a t i o n : On prend dans le lemme V.l k tel que (k + 1)£ = 1, ce qui

est possible diaprés la remarque IV.4, et on passe à la limite en j (quitte
à extraire des sous-suites). 

r

Dans une carte locale l’opérateur A = E associé à la forme

j=1 JJ=
sesquiliiiéa.ire définie en (V.1) s’écrît

il résulte du corollaire V.2 et de l’expression
de A que : »
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. 

allons montrer, en suivant Baouendi-Goulaouic r2J. que (V.5) entraîne

En effet, posons w = y D ~u. Comme Fy D y L2 on a. W(0) = 0, d’où

L’inégalité 330 de Hardy assure alors que D Y §u
Sojt E l’espace des fonctions u telles que :

2) ~ (0,8) carte locale voisinage d’un point de

On a alors le :

Théorème : Si f est telle que la solii-

tion u du problème (V.2) est dans E.

supérieur : On définit d-abord un nouvel espace des

fonctions : pour k E ltl on po s e :

Ou a alors le

Théorème V.4 : : Soit k E N , supposons que L2 ( IR ; 
k 

+ +

et alors la solution u qu problème (V.2) est dans 
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Br.5 : Si la solution u du prol)lème est dans (Õ).

Demonstrat ion du t heoremp V.4 : : Nous ra.isonno,ns par récurrence sur k.

Pour k = 0 cela résul.t,e du théorème Supposons le vrai pour k4 et

démontrons le pour kc ~- 1, Nous commençons par démontrer k : 
*

Supposons que

De mon s t r a t i o n : Pour p x 0 cela résulte de l’hypothèse de récurrence

Supposons 1* démontre pour p et démontrons la pour p + 1 :

Par hypothèse D’autre part, y puisque

(hypothèse de récurrence) on a

L’hypothèse de récurrence entraine alors que

c q c

’ .4 : faisant p x . Je mmP ll,)éiiion,c;tra.tîon du Ché»orème V.4 l’,n -raisant 1) = 

t. 
1. da.ns 1 e -lemme III . (,

n ca :

k +1

Ensuite on utilise le fait que = 
° lit puisque

1 IR,r’ ) et Su E Ek en vertu de l’hypothèse de récurrence.
’ + k 

D* autre part il est aelle de voir que d’après (’. î) et la récurrence, tous

les termes de sauf le terme sont dans (R ) on en
déduit que Dy(yDysu) et par lin argument semblable a celui uti-

lise dans [61 Proposition 3.3, on n1&#x3E;tienL :

d’où 
+1 (à l’intérieur de cela résulte de IHirmander F4J)

o
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Rema.rque V.’l : Des résultats de régularité a.nalogue à ceux peuvent
r

être obtenus pour l’opérateur A - r X4 pP X. p entier à 1. Plus prccisp-

e 

p j=i J J 

?5) sur ment on peut démontrer que "A 
p 

est un isomorphisme de $’(’5) 
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