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SUR LE NOMBRE DE GÉNÉRATEURS DES IDÉAUX À GAUCHE
D’UNE ALGÈBRE DE WEYL

par Massoud HALEK-SHAHMIRZADI

(d’après T. Stafferd [8])

Séminaire P. DUBREIL
(Algèbre)
28e année, 1974/75, n° 27, 5 p. 2 juin 1975

Soit k un corps commutatif de caractéristique 0 . On appelle algèbre de Weyl,
l’algèbre An(k) , définie par 2n générateurs Pl ’ ql ’ p~ , q2 ,..., p~ , q~ ,
et les relations = (où ô.. est le symbole de Kroneoker)
[p. , pj] = [qi , qj] = 0 (où [x , y]=xy-yx ). L’algèbre A (k) est quasi
simple (i. e. sans idéal bilatère propre), de centre k, noethérien à gauche et à
droite chapitre 4) intègre ; sa dimension de Krull est égale à n (cf. [2]),
ainsi que sa dimension homologique globale.

T. STAFFORD et ROBSON ([6] et [8]) viennent de démontrer, entre autres, que tout
module projectif de type fini sur A n~ (k) , dont le rang est > n , est libre, et
que tout idéal à droite (resp. à gauche) de A(k) possède n + 1 générateurs. Le
but de cet exposé est de présenter le second de ces résultats.

Soient A un anneau, M un A-module à gauche. On note r(M) l’ensemble des

couples (K , N) , où K et N sont des sous-modules de M, et N g K . On pose :

r (r~)=~ (K , N) E tel que K/N est artinien)

Définition 1 (cf. [2], [5]). - La dimension de Krull de M (en abrégé K-dimM)
est (si elle existe) le plus petit entier n tel que r (M) = r(M) . On pose

K-dim(o) =- 1 .
La dimension de Krull de A est la K-dimension du A-module à gauche A

s

PROPOSITION 1 (cf. [2], [4]). -

(a) On a K-dimM =sup(K-dimN ,K pour tout sous-module N de M.

est un anneau semi-premier, et si K-dimA= n , alors A admet un
anneau de quotient.

Définition 2 [5]. - Soient M un A-module, et p un entier ~0 . Le module M
est dit p-critique si K-dim M = p et si, pour tout sous-module N ~ 0 ,
K-dim M/N *p .
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PROPOSITION 2 (cf. [3]) .

(a) Tout sous-module d’un module p-critique est p-critique.

(b) Si K...dim M  m , le module M possède des sous-modules critiques.

PROPOSITION 3. - Si M est un A-module noethérien et K-dim K = p , il existe
. ~ - .. - ~ ~

telle que Ni+1/Ni (i = 0 , ... , n) est un A-module monogène et critique.

Preuve. - On utilise la proposition 2 (b) et l’hypothèse noethérienne.

Définition 3. - Soit M un A-module noethérien, et K-dim FI = p . On définit la

longueur de M (en abrégé: long M ) comme la borne inférieure des longueurs des
chaînes de sous-modules définies dans la proposition 3.

LEMME 1. - Soit D un A-module avec K-dim D = n . Soit C un sous-module p-

~ 1 ~ 0 .~..> C -> D -> D/ C ..~.> 0

D/D’  p .

Preuve. - Par hypothèse, il existe a e D tel que D == C + Aa et, puisque la

K-dim D/D’ = K-dim C/(C n Aa)  p

puisque C est p-critique.

Définition 3. - On dit qu’un A-module M est complètement fidèle, s’il n’est

(0) .

En particulier, sur un anneau quasi-simple tout module non nul est complètement
fidèle.

LEMME 2. - Soit M un A-module noethérien et complètement fidèle, On suppose
que K-dim M C est un sous-module de 1~1 tel que Mie es~
monogène, il existe un sous-module monogène D de M tel que K-dim  n .

Preuve. - On raisonne par récurrence sur la longueur me de e. Si m == 0 ,
alors (0) , et il suffit de prendre D = M . Supposons le lemme démontré pour
tous les couples ~M~ ~ et) , M~ , K-dim M~  n, M’ complètement fidèles
et oi- ’~."~,r,~t n t ~ i .,~, ~ T~~-~ a,~r.:~: L= _~ ~_ , _ , ___
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(M/Cm , C/C ) vérifie l’hypothèse de récurrence.

Donc il existe un sous-module monogène D’/Cm tel que K-dim N/D’  n . Si la

suite exacte

f?~ 02014>C 2014>0

- --- ,- - ------- - , 
~ 

_ _

qqe K-dim D’/D"  n . D’où

K-dim fl§/D" = sup{K-dim D’/D" , K-dim M/D’ )  n .

qu’il e st monogène, D’/Cm est i somo rphe à A%J , où J e st un idéal à gauche de

;~ ~ nécessairement non nul car

(0) , donc il existe c 6 C~ tel que J . Soit D" = 

alors où (y~ A , yc=0) .On a

K-dim(D’/D") =  p

0 ._~ ,~(I n J) ~ > UA) O ~A)) = D’~ > AI(I + J) .....> 0 .

alors D est un module monogène, et K-dim D"/D  p . Il suffit alors de remarquer

que :

K-dim M/D = supfK-dim D"/D , K-dim 

que 

Si M est un A=j£d£le noethérien complètement fidèle, et

K-dim M = n  K-dim A  oo ~

Preuve. - Puisque M est noethérien, il possède un sous-module maximal N et,

par suite, M/N est monogène. Le lemme 2 prouve alors l’existence d’un sous-module

mono gène D 1 tel que K-dim = n 1  n . En appliquant à 1~D , 1 . 

etc, le rai-

sonnement précédent, et en utilisant l’hypothèse noethérienne~ il existe une chaîne

finie :

r~ n ~



éléments.

PROPOSITION 4. - Soit A un anneau semi-premier tel que K-dim A = n . Si I

e st un idéal à gauche de A, il existe c E I , tel que K-dim  n .

Preuve. - Si l est n-critique, ou bien si I est monogène, ou bien si

K-dim l  n , le ré sult at e st évident.

Supposons donc que K-dim 1 = n . Puisque l’anneau A admet un anneau de quo-

tient, l’idéal I n’est pas nilpotent. Donc il existe c ~ I tel que

Considérons la suite :

Puisque K-dim I = n , il existe m E N tel que

De l’isomorphisme rire (induit par la multiplication par cm) ré-
sulte alors que K-dim I/Ic  n . Comme Ic ~ Ac , on a K-dim  n . Il suffit

d’appliquer le théorème à M = 1/Ac et à K-dim I/Ac = n1  n - 1 .

COROLLAIRE. - Soit A un anneau quasi simple, noethérien à gauche, tel que
K-dim A = n . Tout idéal à gauche I de A peut ~tre engendré par n + 1 élé.-

ments.

Preuve. - Diaprés la proposition 4, il existe c e J tel que pn.

Le A-module I/Ac est noethérien et complètement fidèle, de dimension de Krull

p  n = K-dim A . D’après le théorème, 1/Ac peut être engendré par p + 1 élé-

ments. Donc il suffit de n + 1 éléments pour engendrer 1 .
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