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(T)-ALGÈBRES. RÉSIDUATION. ÉLÉMENTS PRIMAUX

par Maurice CRESTEY

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
17e année, 1963/64, n° 22

1. D éf inition d’ une ( ~~ -algèbre .

La théorie des (0)-algèbres, qui permet d’unifier les raisonnements dans l’étu-

de des idéaux d’un demi-groupe ou d’un anneau, ou des sous-modules d’un module , a

été développée par L. IESIEUR et R. CROISOT Le présent exposé ne contient

rien d’autre que les axiomes et les premières propriétés de la structure de (s)-

algèbre, présentés dans les chapitres III et IV de L. LESIEUR et R. 

DEFINIT ION 1. - Une «(;)-algèbre e st un c ou~le ; ~ ~ L) de deux tre illis qui

satisf ont aux axiome s A ~ B , C suivants :

AX IOME A ~ - ( ~ e st un demi-groupe réticulé quasi-entier complet.

(5) est donc à la fois un demi-groupe multiplicatif (la multiplication étant

notée par juxtaposition) et un treillis complet (l’union est notée + ~ l’inter-

section n , la relation d’ordre f, la relation d’ordre strict c ). Les élé-

ments de (6) sont notés par des majuscules de ronde, l’élément universel étant

ê et l’élément nul 0 .

La multiplication est doublement distributive (même pour une somme infinie) :

et, de plus, 

AXIOME B.- (L) est un treillis complet.

Dans ~L) 9 l’union est notée + ~ l’intersection n 9 la relation d’ordre ~
et la relation d’ordre strict c. Les éléments de (L) sont notés par des majus-

cule s d’imprimerie, l’élément universel étant U et l’élément nul 0 .

AXIOME C. - Les éléments de (0) sont opérateurs dans (L).

Il existe donc une loi externe qui, au couple (d , X) ~~, E ~~) ~ ~ E (L)) ~
fait correspondre un élément de (L) noté avec les propriétés suivantes :



(valables même pour des sommes infinies),

Il résulte immédiatement de ces propriétés que cette loi externe est doublement

isotone.

1° (L) et (L) sont confondus avec le treillis des idéaux bilatères d’un

anneau A.

2~ (~) et ( L) sont confondus avec le treillis des idéaux bilatères 

demi-groupe D avec zéro.

3° (~) est le treiîlis des idéaux bilatères, et (L) le treillis des

idéaux à gauche d’un anneau A . ,

4~ (~) est le treillis des idéaux bilatères, et (L) le treillis des

idéaux à gauche d’un demi-groupe D avec zéro.

5° (Q est le treillis des idéaux bilatères d’un anneau A , et ( L) le

treillis des sous-modules d’un A-module (à gauche) NI .

(Dans ces exemples, u~ représente le produit, au sens habituel, de l’idéal G

par l’idéal ou le sous-module X ).

DEFINITION 2. - On dit aue (L , L) e st une (0)-algèbre noethérienne 

artinienne) si le treillis (L) Satisfait à la condition de chaîne ascendante
resp. descendante).

2. Résiduels à gauche et à droitee

PROPRIETE 1. - X et Y étant donnés dans (L) , la famille des E (L)
tels que ai Y ~ X admet un élément maximum noté X ’ . Y , et que, l’on appelle

le résiduel à gauche d e X par Y Q

En effet, cette famille n’est pas vide (elle contient d ) , et 
vérifie à la fois et (~- (c‘x. 1 ~

i - s .L . i - 
°

1 1

On établit de façon analogue :

"

X E ( L) E ( ~) é tant donnés, la famille de s Y. J E ( L)
tels que 03B1Yj ~ X admet un élément maximum noté X et 

° 

03B1 , et que l’ on appelle le

résiduel à droite de X par a ~

Nous utiliserons dans la suite les propriétés suivantes des résiduels, dont la
démonstration est immédiate :



(la réciproque est exacte lorsque a et 03B2 sont des résiduels à gauche de X ).

(la réciproque est exacte lorsque Y et Z sont des résiduels à droite de X ~.

Nous aurons besoin d’un axiome supplémentaire :

AXIOME D. - Pour tout X E (L) , l’ ensemble des résiduels à gauche de X et
l’ ensemble de résiduels à droite de X vérifient la condition de chaine ascen-

dante.

Cet axiome est vérifié notamment dans les cas suivants :

1° Les treillis (0) et (L) satisfont à la condition de chaîne ascendante.

2° Les treillis (0) et (L) satisfont à la condition de chaîne descendante.

~° Le treillis (L) satisfait aux conditions de chaîne ascendante et de .

chaîne descendante.

4° Le treillis (0) satisfait aux conditions de chaîne ascendante et de

chaîne descendante.

Il suffit, pour le voir, d’établir que l’une des conditions de chaine sur les
résiduels d’un côté entraîne l’autre condition de chaîne sur les résiduels de

l’autre côté. Supposons par exemple satisfaite la condition de chaîne descendante
sur les X ,’ ~ ~ et considérons une chaîne ascendante

D’après la propriété R~ des résiduels, X ~~ (X ’. Y ) ~X .° (X ’. 



éléments X .’ ~X °. Y ~ forment donc une chaîne descendante 9 ils sont tous
n

égaux à partir d’un certain rang, et, d’après la propriété il en est de même

des X ’ . Y .
n

DÉFINITION 3. - Le résiduel à gauche P = X ’. Y est dit propre si X .

L’ élément 4~ E ~ ~~ est dit premier si ^~> ~ ~ ~’ P .

PROPRIÉTÉ 3. - Tout élément X de (L) , autre que U , admet au moins un ré-

siduel à gauche propre premiero

D’après l’ axiome D, l’ensemble des résiduels à gauche propres de X (non vide

puisque X ~ U ) admet au moins un élément maximal G~ = X ’ . Y .

Supposons P , d’ où PY ~ X et X ; on a alors

03B2 g X . résiduel à gauche propre de X. Y entraîne X ’ . Y ~ X ’ . 

(propriété R ~ ; P ~ X ’ e Y étant maximal, cette inclusion est en fait une éga-
lité, ° . Ci = 6~’ .

, , 
,

PROPRIETE 40 - Pour que a soit un résiduel à gauche propre de X , il faut et
il suffit aue

La condition est évidemment suffisante.

Pour montrer qu’elle est nécessaire, considérons t~ = X ’. Y ~Y ~ X?. On a
alors Y ~ X .’ ~ ’ d’après la définition des résiduels,

d’ autre part ~ l’hypothèse X = X o ’ c~ étant exclue, on a X ~ X . ’ ~, .

, ,

THEOREME 1 . - Pour tout X E (L) , autre ~ue U , il existe un nombre fini d’ é~
léments premiers Pi E (L) ( i = 1 , 2 , ... , n), tels que

étant un résiduel à gauche propre maximal de X . ’ (Pl P , , , 2 ... 6~ 1~.~. o ,
D’après la propriété 3, X admet au moins un résiduel à gauche propre maximal

Y 1 Posons Xl X ,’ 6~ 1. .
D’après la propriété 4, X C Xi et P1 = X ’ . X ’ , U .

Si U , il admet un résiduel propre maximal (P~ :



en posant X = X ." ~ == X .’ (P. ~ ~ X c X~ . En vertu de la 
tion de chaîne ascendante sur les résiduels à droite, on arrivera au bout d’un

nombre fini d’opérations à

‘’ , étant par construction un résiduel à gauche propre maximal de X. P1 P2 ... Pj-1 .

THEOREME 2. - Pour ue il faut et il suf’fit que 03B1 soit contenu

dans un résiduel à gauche propre premier de X .

La condition est nécessaire, car si est un rési-

duel à gauche propre de X . L’égalité Z = X .8 OL entraine CLZ c X , d’où

ce qui montre que 03B1 est contenu dans un résiduel à gauche propre, lui-méme con-

tenu dans un résiduel à gauche propre maximale qui est premier.

La condition est suffisante, car si 6~ = X ’. Y est propre et premier, et si

P , on a X .’ A ~ X .. P ~ Y , ce qui exclut l’hypothèse X = X  d o

THEOREME 3, - Un élément ~ ~ U ne possède au’un nombre fini de résiduels à

gauche propre premiers.

Considérons les 4~’. 1 obtenus dans la démonstration du théorème 1~ et soit
P ~ ~ ’ . Yo , propre et maximal (donc premier).

@ étant premier, l’un au moins des P. est contenu dans P . Supposons Pj ~ (P

pour j = 1 , 2 , ... , i-1 .

les relations ~ = Y B Z et Y entraînent P Par ailleurs,



ce qui entraîne P1 m ~ P (réciproque de (R6)).

donc P est résiduel à gauche de X .’ P..
Il est propre, sinon on aurait (propriété 4) :

c’est-à-dire 6~~ ç ~’ .
En répétant le raisonnement, on verrait de même que P est résiduel à gauche

propre de ~ .’ ~~ ... ~1-~ - ~i-~ .
f. étant résiduel à gauche propre maximal de X. ~ ~ l’ hypothèse 6~. ~ G’’ en-

traîne (P. == (P ~ ce qui démontre le théorème.

3. Axiome de modularité.

Dans le cas où ( L) est un treillis d’idéaux d’un anneau, ou de sous-modules

d’un module, (L) est un treillis modulaire. Dans le cas où (L) est un treillis

d’idéaux d’un demi-groupe avec zéro, (L) est un treillis distributif. Ceci nous

conduit à envisager, pour une (0)-algèbre, des axiomes supplémentaires :

Axiome de modularité. - Le treillis (L) est modulaire.

Axiome de n-continuité faible. - Le treillis (L) est faiblement n-.continu

( c ‘ e st.,-,à -.d ire que pour toute chaîne (Yi) on a

cette propriété est vérifiée dans le cas des exemples 1 à 5 ci-dessus).

DEFINITION 4. - Une est dite modulaire distributive) , si
elle vérifie l’axiome de modularité(resp. de distributivité) et l’axiome de n-

continuité faible.

On sait que si le treillis (L) est modulaire et s’il existe une chaîne maxi-

male de longueur n :



toute chaîne maximale est de longueur n . On dit alors que (~ ’ L) est une

(0)-algèbre de longueur finie. Elle est alors évidemment noethérienne et artinien-
ne.

Si, de plus, le treillis (L) est distributif, on démontre que (L) n’a qu’un
nombre fini d’éléments.

4. Définition et propriétés caractéristiqués des éléments primaux.

Soit (~ 9 L) une (~~.-algèbre satisfaisant à l’axiome D. Pour tout X E (L) ,
l’ensemble des résiduels à gauche de X et l’ensemble des résiduels à droite de
X vérifient les conditions de chaîne ascendante et de chaîne descendante.

DEFINITION 5. - Un élément X E (L) e st dit primal si les c onditions X 

a2 entraînent X c (X 4’ n (X , " 

L’élément universel U sera considéré comme primal.

Une conséquence immédiate de cette définition est :

PROPRIETE 5. - Tout élément n-irréductible de (L) e st primai.

PROPRIETE 6. - Pour qu’un élément X E ( L) , autre que U 9 soit primal, i1 f aut
et il suffit qu’il admette un seul résiduel à gauche propre maximal Q .

La condition est suffisante : est le seul résiduel à gauche propre maxi-
mal de X , X c 0~ (i = 1 , 2) entraîne ~. ~ ~‘’ (théorème 2) , et par suite
~~ + ~z ~ ~ p d’ où, toujours d’après le théorème 2,

La, condition est nécessaire : si P1 et P
2 

sont deux résiduels à gauche pro-
pres maximaux de X , X est strictement contenu dans Pi (i = z p 2),
mais P1 + P2 n est plus contenu dans un résiduel a gauche propre maximal de X
et

DEFINITION 6. - Xe (L) , (X ~ U) étant primai et P étant son unique 
duel à gauche propre maximal, on dit que X est P-primal, ou que G’ e st le ré-
siduel maximum de X , ou encore est l’élément premier associé à X.



PROPRIÉTÉ 7. -Dans le cas eu (L) est un treillis d’idéaux (à gauche ou bila-

tères) d ’un anneau A ou de sous-modules d’un A-mod.ule, pour que X soit ri-

mal, il faut et il suffit que les conditions X cX .’ (a1) , XcX /" (a2) en-

traînent (a. +a~) ~ a. et a? étant deux éléments de A . et (a.)
l’idéal bilatère engendré par a..

La condition est suffisante : supposons XcX .’ (a.) (i = 1 , 2). Il est

clair que (a. + a2) ~ (a.) + (a2) , d’où

Si X est primal, il est strictement contenu dans le second membre, donc dans le

premier.

La condition est nécessaire : supposons que les conditions X cX .* (a.) ~
X c X .* (a~) entraînent X c X .° (a. + a?) ~ et que X ne soit pas primais

D’après le théorème 3, X admet un nombre fini de résiduels à gauche propres

maximaux ~ ~ ~ ~ "" ~ ~ (n ~2). Les P. étant premiers, @2 @3 ... 

et il existe un ai tel que

De même, pour tout i (1 K i ~ n) , il existe un a. tel que

~t élément a~ ~ a + a 3 + ... + a n vérifie alors

On aboutit alors à une contradiction, puisque

d’où X cX .* (a1 + mais a1 + a’1 n’appartient à aucun des P..

5. ,Théorèmes de décomposition.

7. - Une décomposition X = X1 ~ X2 ~ ... n dite réduite si :
(1) aucun X n’est superflu ;
(2) Xi ne peut pas être remplacé par un de ses résiduels à droite le conte-

nant strictement.



Un élément primal admet évidemment une décomposition X = X~ réduite.

PROPRIETE 8. - Tout élément X non primai admet une décomposition réduite

dans laquelle Xl ’ X.’ sont deux résiduels à droite de X t X1
étant primal.

X n’ étant pas il existe t‘~ tels que

Considérons la famille S des résiduels à droite Y de X tels que

En vertu de l’axiome Di cette famille (évidemment non vide) admet un élément mi-

nimal Y1 , et

Considérons la famille 8 des résiduels à droite T de X tels que

Cette famille non vide (elle contient X .’ t~~ admet un élément maximal Xl et

X~ est primal, sinon il existerait tels que

Xl . ‘ al et Y~ étant des résiduels à droite de X 9 leur intersection en est
un et par suite appartient à ~ . Yi étant minimal dans 3 , on a

Ce ne peut être X ~ puisque X ~ est minimal dans ~ 9 on a donc 

et, de même, (X~ .’ ~2 ~ n y 1 =Y1 . En prenant l’intersection, on obtient
Xl n X = ce qui contredit la définition de Y .

Considérons enfin la famille ? des résiduels à droite T de X tels que



Cette famille non vide (Y. e ~~ admet un élément maximal X~ . La décomposition
X = Xl n a bien les propriétés de l’énoncé.

PROPRIETE 9. - Tout élément X non primai possède une décomposition réduite en

un nombre fini d’éléments primaux qui sont des résiduels à d.roite de X .

Dans la décomposition Précédente, X = Xl n il peut se faire que Xi soit

primal. La propriété est alors établie.

Si X’ 1 n’est pas Primai, il admet une décomposition réduite Xz n Xz 3
dans laquelle X2 est primal, X2 et X2 étant des résiduels à droite de X~ ~
donc de X . Alors X = l  X’ ~ la décomposition étant

réduite.

Si X2 n’est pas primal, on répète le procédé. En vertu de la condition de

Chaîne, on arrivera au bout d’un nombre fini d’opérations à

décomposition réduite de X en intersection de résiduels à droite de X , tous

primaux.

On peut, en fait, se ramener à un cas plus remarquable :

THÉORÈME 4. - Tout X E (L) , autre ue U . admet une décomposition réduite
comme intersection d’un nombre fini d’éléments X. @.-primaux qui sont des rési-

duels à droite de X tels que les éléments premiers associés P. soient deux à

deux incomparables.

Il suffit d’établir que si, dans la décomposition (1) précédente, X. est (im-
primai, X2 , P2-primal, avec @2 l’élément Y. ==X. est P1-primal
et la décomposition réduite.

En effet, CL entraine Y~ .’ a = (X~ .’ a) n (X~ .’ GL) = X~ = 
et Y. ne peut avoir d’autre résiduel à gauche propre premier que (P.. De plus~
si on ~ (B. on aurait 
et par suite X = (X..* ?) n (X~ .’ (B) n ... n ce qui contredit i,hypothése :
(1) est réduite.

PROPRIETE 10. - Tout résiduel à gauche propre premier de X = X1 ~ X2 est un
résiduel à gauche propre premier de X. ou de X . 

Soit P =X B Y = (X1  Y) n (X2 B Y) , premier, avec Y ~ X $ soient

’.Y , ~=~2 ~ ~ ~Alors ==(PcO.. (i =i , 2), ce



qui montre que (P ou puisqu’il est premier.

par exemple, ~’ ~ ~.~ , la propriété est établie dans le cas ou 
Pour on a, pour tout B ~ (L) , BY ~ X , donc P = ~ , et par suite

Mais alors X2 B Y = P , avec Y ~ X2 , puisque Y ~ X .

PROPRIETE 11. - Si la décomposition n X2 n... est réduite. tout
résiduel à gauche propre premier. maximal dans l’ensemble des résiduels à gauche
propres premiers des Xi , est un résiduel à gauche propre maximal de X.

Soit P~ un tel résiduel, de xi par exemple. Alors xi C 

Supposons X . ’ P = X . On a alors

donc X = (X~ .’ P~) n ... ce qui contredit l’ hypothèse.
On a donc X cX .* ~ et par suite P (P est un résiduel à gauche

propre premier de X .

D’après la propriété la, P est contenu dans un P. y résiduel à gauche propre
premier maximal d’un c P ~ Pi entraine (P = P1 , puisque (P. est maxi-
mal.

On déduit immédiatement de ce qui précède le théorème suivant :

THÉORÈME 5 (théorème d’unicité des décompositions réduites). - Soient
n ... n ... nX~, deux décomp-ositions réduites de Xe (L)

X ~ U , en éléments X~ ou les P~ sont deux à deux incomparables.
et en éléments Xj où les Pj sont deux à deux incomparables. Alors.
n ~~’ ~ et l’ensemble des P~ coïncide avec l’ensemble des et avec l’ensem-
ble des résiduels à auche propres maximaux de X . 

6. Radical primal.

D’après les résultats précédents, si X est P-primal, P est le plus grand
des 0 tels que X c X .’ CL ; si X n’est pas primal, il admet un nombre fini de
résiduels à gauche propres maximaux (P. (i = 1 ~ 2 ~ CI.. , n)



THÉORÈME 6. - X étant donné. l t ensemble E ( ~~ tels ue

possède un élément maximum R q ui est :

- ê ~ si X = U ,
- l’intersection des résiduels à gauche propres maximaux de X, si X ~ U .

1° Si X = U , tout ~. E ~~~ a la propriété voulue, et ~ _ ~ .

2° Si X ~ U , supposons que ~X . t a) n (X . ’ (B) = X entraîne X .* (B = X i
et soit  un résiduel à gauche propre maximal de X . L’hypothèse A ~ P entrai-

ne alors que 03B1 + (P n’est contenu dans aucun des @..

n

ce qui contredit le théorème 2. Donc CL c P ~ et CL = Û P..
~ 

3° Supposons inversement X ~ U ,

ce (pli s’écrit aussi X .’ (? + (B) =X . D’après le théorème 2~ ? + 03 n’est con-

tenu dans aucun des ~. ~ donc (B n’est contenu dans aucun des (P_ et X.~ S=X.

DEFINITION 8. - L’ élément défini ci-dessus, est le radical primai de X .

On le note R,(X) .

PROPRIETE 12. - Pour que X e (L) soit primai, il faut et il suffit que

La condition est nécessaire : si X est ~ 4 (X~ = P .

Puisque Y ~ X ~ on ne peut avoir 

La condition est suffisante : supposons X c Y = X .’ a f Alors

Y ~ X ~ On ne peut avoir ~X .’ ~) n ~X .’ (B) = X ,
sinon X ~ X .’ ~ d’après la définition On a donc n ~X .’ ~)
et X est primal.
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