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15-01

DEMI-GROUPES HAMILTONIENS

par Pierre LEPEBVRE

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
17e année, 1963/64, n° 15

33 mars 1964

Il y a relativement peu de travaux sur les homomorphismes de demi-groupes, en

dehors du cas où l’image homomorphe est un groupe. C’est pourquoi mon attention a

été attirée par certains résultats contenus dans un mémoire récent de D.W.MILLER : >

Hamiltonien semigroups, Portugaliae Mathematica, Vol 21,Fasc.3,1962.
Ces résultats m’ont paru intéressants pour deux raisons assez contradictoires :

1°) un point de vue qui permet de généraliser pour les demi-groupes une notion

connue pour les groupes en se libérant de la servitude de Inexistence d’inverses,

évidemment non assurée dans les demi-groupes; 2°) un résultat singulier qui montre

que la notion de groupe est une notion prépondérante qui réapparaît à l’improviste
d’une manière inattendue.

I.DÉFINITIONS. - 1°) Groupe hamiltonien. Un groupe G est dit hamiltonien si G n’est

pas abélien et si tout sous-groupe de G est distingué.
La structure d’un groupe hamiltonien est connue ± un tel groupe

est produit direct d’un groupe de quaternions, d’un groupe abélien périodique dont

tous les éléments sont d’ordre impair et groupe abélien d’exposant 2 (exposant:

ppcm des ordres des éléments). &#x26;

2°) Généralisation aux demi-groupes de la notion de groupe hamiltonier
a) Comme on pas d’inverses pour les éléments, on ne peut pas généraliser

la notion élémentaire de sous-groupe distinguée cependant, on observe qu’un groupe
G est hamiltonien si et seulement si tout sous-groupe est le noyau d’un homomorphis-
nie de G.

b) On observe encore deux faits : panni les sous-groupes d’un groupe, l’un

d’eux est trivialement noyau homomorphisme : -f~~ . Par ailleurs, la notion de
noyau apparaît dans la mesure où l’image homomorphe d’un groupe étant un groupe~ pos-
sède un élément neutre, le noyau étant alors l’image réciproque de cet élément.

c) Pour rester dans ’~ esprit~ de la théorie des groupes~ on imposera donc à
un demi-groupe hamiltonien d’être tel que tous ses seus-demi-groupes non triviaux
(c’est-à-dire excepté les idempotents) sont d’un homomorphisme, la notion de
noyau restant maintenant à préciser. 

’

d) L’image homomorphe demi-groupe est cette image n’a

pas a priori un élément neutre. Elle peut même avoir un autre élément remarquable :
un zéro.



On peut donc définir deux sortes de noyaux : i si l’image homomorphe contient un zé-

ro : 0 ~ nous appellerons 0-noyau 1 ’ image réciproque de 0 ; si elle contient un

élément neutre : 1 ~ le 1-noyau sera l’image réciproque de cet élément.

Il y a donc a priori deux sortes de demi-groupes hamiltoniens : ceux. dont tous les

sous-demi-groupes non triviaux sont des 0-noyaux et ceux dont tous les sous-demi-

groupes non triviaux sont des 1-noyaux. ,

Mais nous allons écarter ces derniers , en raison du théorème suivant :

II THÉORÈME FONDAMENTAL. - Soit D un demi-groupe dans lequel tout sous-demi-groupe
non trivial est le 1-noyau d’un homomorphisme de D sur un demi-groupe à élément

neutre D est alors : 
’

soit (1) un demi-groupe d’ordre 2 . If

soit (2) un groupe abélien.
soit (3) un groupe hamiltonien.

Démonstration: Tout 1-noyau S de D est unitaire. * Car sxéS entraîne

s.x = 1 = 1.x = x c’est-à-dire x ~ S.

Soit E l’ensemble des idempotents de D . Si 0 ~ soient

Si Card(eD) == 1 ~ e est un zéro à gauche pour D (car eD contient e ~ e)
Si Card(eD) > 1 , eD est un 1-noyau; donc est unitaire  Puisque alors

f 6 eD. Donc f = ex et ef = e 2 x = ex = f
Finalement, on obtient, pour tout e E 7. ou bien ex == e (1 )

a

ou bien V f6 E ef =. f (l.)
En raisonnant de même sur De, on a ou bien v e (2a)

ou bien ~ f ~ E fe = f (2b)
Supposons d’abord Card E ~2~ et soient e/f .
Considérons le sous-demi-groupe S engendré par e et f : S = (e~f). Diaprés

== 2. °

Si ef = e ~ e ne vérifie pas (1 ) , donc eD == e  Si e ~= ex entrai-

ne Par suite D = S et Card D = 2.

On arrive à la même conclusion si ef = f en raisonnant avec (2) et Df.

Si Card E  2 , considérons pour un élément quelconque l’ensemble

T = { x2, x3, .... L si Card T - 1 , x2,x - x2 .
Si Card x2 ~ T et sous-demi-groupe non trivial de D , en-

traînent x6T . Il existe n~ N~ tel que x == Diaprés un théorème bien connu
sur les cycliques finis, le sous-demi-groupe (x) engendré par x est

un groupe.

Dans les deux E n’est pas vide et D contient un idempotent unique (car on

a supposé Card E  2).
De plus , pour ou bien x 2 =~ xe == ex = e (3 )" ’ 

a

ou bien (x) est un groupe (3~)



On introduit alors l’ensemble B = {b ; b~D - {e} , b 2 = be = eb == e f
Si beb’ = be = e ~ {b,e} donc {b,e} avec 

et par suite b~ ~ b ~ donc Card B ~ 1 . ..

Si Card D 2 et si B~~ , il existe d dans D- (BU(e}).
d ne vérifie pas (3~) ~ donc (d) est un. groupe avec e pour élément neutre.

a

eb . == e ~(d) entraîne b6 (d) d où be -~ e ce qui est contradictoire.

Donc , ou bien Card D  2 ou bien B = 0 .

Dans ce dernier cas, il résulte de (3.) que tout élément de D engendre un grou-

pe cyclique~ donc que D est réunion de groupes. On sait que D est alors réunion

de groupes disjoints. Mais puisque Card B ~= 1~ D est un groupe.

Tout sous-groupe de D est distingué par hypothèse et D est un groupe abélien ou

un groupe hamiltonien.

III . THÉORÈME DE STRUCTURE DES DEMI-GROUPES HAMILTONIENS.

1°) Rappelons qu’un demi-groupe hamiltonien D est maintenant un demi-groupe

dans lequel tout sous-demi-groupe non trivial est le 0-noyau d’un homomorphisme de

D sur un demi-groupe avec zéro .

2°) Une conséquence immédiate de cette définition est le
LEMME 1. - Un demi-groupe D est hamiltonien si et seulement si tout sous-demi-gr ou-

pe non trivial de D est un idéal de D .

La structure tel demi-groupe n’est pas simple, comme le montre le théorème sui-

vant :

3") THÉORÈME DE STRUCTURE. - Un demi-groupe est hamiltonien si et seulement

s’il est, soit (1) un demi-groupe d’ordre 2 .
soit (2) ues" de 0.

soit (3) le produit orthogonal d"g# demi- group e de Kronecker et 

demi-groupe nilpotent diagonal d’ordre 3.
Mit (4) un groupe G d’ordre premier avec des "répliques" des élé-

nents de G - {e} , où e est l’élément neutre de G. 

soit (5) un demi-groupe D construit de la manière suivante :
3oit p un nombre premier impair. G le groupe p , e son élément neutre,

~2 p et des ensembles non vides disjoints entre eux deux à deux et disjoints
ie G. On pose D =~ 

. On~ effectue une partition de T-, ~~p en sous-

ensembles non vides K03BB , où ), décrit un ensemble d’indices L . ;Soi.t 03BB ~ x(À )
me application de L dans une application de D satis-

faisant aux axiomes : (A1 ) ~ a ~ G a = a

(A ) W ~b ~ a.b

(A~~ 



le produit ab dans D étant défini par les axiomes :

CAS PARTICULIER. -Un demi-groupe D dans lequel tout sous-demi-groupe est un O-
noyau, c’est-à-dire un idéal e D , est un sous-demi-groupe nilpotent diagonal
d’ordre n ~ 3.

Si Lest uri ensemble contenant le

symbole 0~ on définit une multiplication sur L en posant, pour ~ ~ L
~~~ si ~~ et ~8~0 si ~~8 . ~ L est alors un demi-groupe appelé de-
mi-groupe de Kronecker.

. Soit D ~m 

un sous-ensemble de D ~ K un ensemble disjoint de D : K ~,
On étend la multiplication de D à I?==DUK en posant 

~~

D est alors un demi-groupe. Pour chaque 03BB~L, les céments de K03BB sont appelés
"répliques" de et D est dit "demi-groupe D avec des répliques des éléments

c) Produit orthogonal. - Soient D1 et D des demi-groupes tels
que D~ == {~0~ . On définit sur D - D~U D~ une multiplication ~ par

D( ) est un demi-groupe dit produit orthogonal de et D .
d) Demi-groupe nilpotent diagonal. - On dit qu’un demi-groupe D

est nilpotent s’il existe un entier n tel que Card Dn = 1 . L’ordre de nilpo-
tence est le plus petit entier n tel que cette relation soit vraie.

Un demi-groupe D nilpotent d’ordre n , avec 0 , est dit diagonal si :
D a~ b entraine > ab = a~ ou ab xx 0

2 ~ ¿If;,a ~ b" entraîne ab ~ 0

5") Remarque.-Les deux théorèmes précédents montrent clairement qu’en théo-
rie des demi-groupes, ou bien on est ramené trivialement à une structure de groupe.
ou bien les théorèmes de structure sont très compliqués.

6°) Démonstration du théorème de structure.-Nous donnons maintenant la succes-
sion des lemmes dont la synthèse aboutit au théorie de structure précédent.



IV.- lé- ) Demi-groupes hamiltoniens idempotents.
i.- Tout demi-groupe hamiltonien idempotent est soi t ;an demi-groupe

§£É£ un, demi-groupe idempotent d’ordre 2. Réciproquement t>ut demi-groupe d.e ce type e>£

Un demi-groupe hamiltonien idempotent.

soît D un demi-groupe hamil ti=n,îen à-àenljootent* D’ a.prés un tiiéoréme LEAN [9]il existe un demi-treillis 0393 et "ùne =ne.iat/t5;on de D en sous-demi-groupes indezés
par t , ( i ) D = tels que ( 2) Sy sç E s çs d r> ’°ô°° è ’

supposons d’abord que Card Sy ;= i quel que soit B’ . D’après (2) , D :.st isomorphe

à P , donc D est com.n.:uté:tii. Pa.r. suite deux éléments quelconques de D engendrent

un sous-demi.-groupe dont l’ordre est au plus § .

Supposons que (a,b) soit d’ordre 3 pou-r un couple d’éléments a et ..b,. * Posons e,b ->m- z .>

(a,z) et (b,z) sont des sous-demi-groupes non trivia.ux et par conséqu.ent d.es idéaux de

D . Si c é D ,cz et zc appartiennent à ~ 
L 
a, z , ] fl . § i b , ? ) * z donc

( j) c:z = ~ z pour tout c e D

Soient c et à des éléments distincts de D . Posons w . On peut supposer w / d

D’après (5) , on a d / z * Le sous-demi-groupe (d,v) est d’ordre 2 donc z * -iz é (d,iw)
d’où l’on déduit z = w . Autrement àt 1 (4) Y c,d eD , c / d cd = z

&#x26;apposons ensui te que (x,y) est d’ordre 2 pour tous les couples x,y ~ D , x / 
Soient a,b,c É. D , a / b * Par hypothèse, ab ~ (a,b) , pa,r exemple ab = a . Par cJ;sé-

quent, si c / b , a = abé (b,c) donc a = c , Finalement, Card D  2 (5)
Nous supposons maintonant que Card S03B1 § 1 pour un 03B1 de P 

. si on a aussi

Card S03B2 > i pour 03B2 de ’ , alors S« , S03B2 sont des idéaux de D et si y  n s03B2
ce qui entraîne « = q . Par sui te, Card Sy = 1» pour tout il  . 

f 

D’après un théorème de KIMURA [8] , S03B1 est le prod.uit direct d’un antisemigroupe à droi.-
te, ’à ét d ’ un.’ antisemigroupe à gauche B . So ient a é A et b e B . Définissons :

A’ = ((x,"h) g B’  ((a,y) ; y éB / (
A est isomorphe à A’ et B es.t isomorphe à, B’ . Si Card B > 1 , i3’ est uri idéal

de Sq donc A’ = à’B’ Ç B’ , c’est-à-dire à’ 03BE à’fl B’ = (a,b) . Par consé-
quent Card À = Ùa±d À’ = 1 et S est isomorph.e à B . De mém.e, si Card A ’> l- , S,
est isomorphe à A . Donc S, est soi t un antisemigroupe %i d.roi te, soit un antisemigrou-

pe à gauche..

Cependant, puisque àx = à , pour tout. xé A et yB. = B pour tout yé B , ni A ni

B ne contiennent Un idéal Propre. Péà.r conséquent, si x et y sont  des élémen.ts dis--

tincts àe § , alors (x,y) = S« donc Card s03B1 = 2 (6.) .

Supposons que Sa( soit .un anlsisemigroupe à droite : S03B1 = A et. soit tg D - à .

Si À " ai t ~ At ~ À donc a;t = alt = ai.ait =- ai pour 1 -°=° 1, 2 .l ) . 
- 

1.. - ]. ~ 1.....



Autrement dit pour tout

Si on avait ta1 = a alors (t,a1) serait d’ordre 2 , et a2 = a a appartiendrait
a ce qui est contradictoire.

Donc on a == a 
2 

et ta2 = a1 . On en déduit:

a == t a -= t.ta1 = ta2 = a ce est encore contradictoire. Donc D - S = ~.

On arrive a la même conclusion. en supposant que S03B1 est un antisemigroupe a gauche.
Ceci prouve la première partie du théorème. La seconde est une conséquence immédiate des

définitions*

2”) Demi-groune hamiltoniens non non triviaux.

LEMME 2.- Soit D un demi-groupe hamiltonien : (a) non idempo tent , (b) contenant

aucun supérieur a 2 , ( c) ne contenant aucun sous-groupe non triviale
D est alors un demi-groupe de Kronecker avec des répliques de l’élément zéro.

Remarquons d’abord que sous-demi-groupe cyclique d’un demi-groupe hamiltonien est

fini. Soit en effet a~D , A = (a) , oU .- (a2) . Si Card B == 1 , alors

a4 = a" donc card A  3 . Si B ’> 1 , B est un idéal. de D et a -== a..a2~ B .
.. 3 2n 

.. " . - 

’.. " .Donc a = a pour un entier positif n , et par suite ou bien Card. A  3 ou bien

Card A ( 2n .

Soit E des idempotents de D et R== D - E . Diaprés la remarque précé-
dente et (a), E et R sont vides. Soit x~R ; d’après (b) ou bien
X"’ == x: ou bien x3 = x , If x3 == x alors (x,x2) est un groupe d’ordre 2 , ce qui
est en contradiction avec (c). Donc, x. == x2 .
Posons, peur tout x~R , x2 = e (8) . Supposons ex ~ e pour un et un

Dans ce cas, ee 
x 

=. ee2x =: ee .e ~ x} e x =. e 
X 

e xe = e x
Finalement, on a (9) e == e 

:x 
pour tout e~ E et tout 

En particulier, ni R alors e ~ e,e ~ e 81 Il. existe donc un élément z de
/ B 2 

~ ~ ~ y
E tel que (10) x ~ x pour tout x~ R ~

En outre, si xex =. ex = exx = zx (11) ~ x6R xz = zx = z

Si x et y sont des distincts de D tels qu’on ait et 

alors xy~{x,z}~{y,z} == z . En tenant compte de (9) et de (il), on obtient enfin
(l2) pour ~~ y de D

D’après (lO) et (12) , ÎS est un de Kronecker et les éléments de R sont

des répliques du zéro ~ ~ ~ de E .

D un demi-groupe hamiltonien tel que (a) D contienne un élément d’or-
dre supérieur a 2 . (b) D ne contienne aucun sous-groupe non triviale



D est alors le produit orthogonal demi-groupe de Kronecker et demi-groupe

nilpotent diagonal d’index 3. Réciproquement, un tel produit orthogona.l est hamiltonien

et vérifie (a) et (b). , 

’

Soit a un élément de D d’ordre 2 et m l’ordre de (a2). Si m == 1

a == a donc a = a3} serait un sous-groupe non trivial de D ,

Mais l’ordre de a est alors au plus d’ordre 2, ce qui est contradictoire. Par censé-

quent, on a m>1 , donc a == aa2~ (a ) != a" pour un entier pc-

sitif n , où l’on peut supposer n minimum. Si n = 1 , alors a = a , ce qui est

en contradiction avec l’hypothèse faite pour l’ordre de a  Si n~> 2 y (a) contient

un sous-groupe non trivial de D. Par conséquente n ~. 2 St a == a* autrement dit

a a pour ordre 3. D peut donc être décompose en classes :

D == ou x6 D. si et seulement si x a pour ordre i .

on vient de montrer que 
~ 

a == a ~ a donc a ~ D et a 6 D
Par suite, quel que soit i ~ D. ~ n’est pas vide. En outre~ on a :

Soît x,Y 

(l3) 
et x2 = , (b.) , x3 / x x3 = x2

Par suite, ex == xe == e et {x,e} est un demi-groupe nilpotent. d’index 2 .
Donc ye Si ye = X alors e = x = yex == ye = x , ce qui est contradic-
toire. Il en recuite que ye = e et de même ey = e . Par suite :

(14) ~ x~y == yx~ == x~
En outre, ef~{x,e} et ef ~ x car sinon x == ef == e2f = ex = e . Par suite ef == e .

De même, ef = f . Il existe donc un élément z de D tel que

(15) ~ x~D~ x~ z
La relation (14) devient alors 

Si’ et {z} , sz~{x,z}. Donc ss == z puisque si ss == x alors
2014~2 

’ ~ . 

x = sz = sz De même zs = z et par suite : sB == Dz = z

Si e et f sont des éléments distincts de D alors ef~

si bien que ef = z . Finalement, on voit que D est un demi-groupe de Kronecker avec
zéro.

Si D~ et z , es ~ e , diaprés (l3)~(l~) et
-(l5)~ e =: es = z ce qui est contradictoire. On a donc pour fini~ se = ~

et$ puisque z est un zéro de D ~ 

(16) U D~) - (~ U ..

Si x~D2 et nécessairement xa ~{x,z} . Si xa = x , alors

x = xa 
4 

== xz == z donc nénessairement xa == z . De la sème manière, on a ax == z

et en définitive (17) D D3 =. D D ={z}



Si x et y sont des éléments distincts de D2 alors xy ~ {x,z}~{y,z} , donc,

d’après (l5): (l8) == {z}
En outre, si a et b sont des éléments distincts de D~ alors

donc, d’après (l3) : (l9) 

Il résulte des relations (l6) a (l9) que T = U D3 est un demi-groupe nil-

potent d’index 3* De plus Test diagonale

Soient a et b des éléments de T - T . Si ab &#x26;= a alors ab = az = z ce qui
est contradictoire. Donc a et de rn&#x26;sie b . Mais ab6(a) = ~a~a ~~~ (où
a2 = z si a~D2), donc 

0 

ab = a o 
2 

ou ab = z . De même abé (b) donc ab = b2 ou

ab = z . Par conséquent si a ~ b on a ab =: z . Puisque = ~s~ ~ et z é-

tant un zéro pour D et T ~ il résulte de (16) que D est le produit orthogonal
de D et de T.

Réciproquement, soit D le produit orthogonal d’un demi-groupe de Kronecker K et d’un

demi-groupe nilpotent diagonal T d’index 3. tels que Soit A un sous-

demi-groupe non-trivial de D ~ et a et b des éléments distincts de A, x un élé-

ment de D . Si a , par exemple, appartient à T , alors 0 = a3 ~ A , et si a et

b appartiennent à K ~ alors 0 = Donc A contient 0 ~

Si alors ax = a si a ~ x tandis que ax == 0 si a ~ x , Si 
ou si ax~KD ou’ DK: == 0 donc ax = 0 . Si a,xéT, puisque Test

diagonal, ax est égal à a 2 ou à 0 ~ Par conséquente pour tout aé A et

tout c’est-à-dire que ADÇA . De même, A et A est un idéal de D.

D est donc un demi-groupe hamiltonien.

Puisque T a pour index de nilpotence 3 il existe un élément d de T tel que

d ~ 0 et d == 0 , donc d a pour ordre 3 dans D . En mitre si D contient un sous-

groupe non trivial G on a 0 ~ G ce qui est contradictoire : un groupe ne con-

tient pas de zéro. Par conséquent D vérifie les conditions (a) et (b).

3”) Demi-groupes hemiltoniens contenant un sous-groupe non trivial.

Soit D un demi-groupe hamiltonien contenant un sous-groupe non trivial G ~
B contient un seul idempotent.

Soit e l’élément neutre de G et f = Si fe s= x x~G et fx = ffe =

= fe = x, d’où fe = fxx-1 = xx-1 = e .De même ef == e d’où ef = fe = e .

Par conséquente f , est un idéal de D ~ donc pour 
° 

g G - 

g == ce qui est contradictoire. Donc, e f , 
.

Un demi-groupe hamiltonien contïent au plus un sous-groupe non trivial.



D’après le lemme précédente deux non triviaux G et H de D

contiennent le même -idempotent e . Par conséquent H ~= 3e C G ~ Ge C H

donc , 

’

LEMME 6.- Soit D un demi-groupe hamiltonien tel que :

(a) tout élément de D a pour index* 1 ou 2. 
.

(b) D contient un 

G est alors d’ordre premier de répliques d’éléments de 

ou e est Isolément neutre de G.

Tout d’abord, remarquons que tout sous-demi-groupe cyclique d’un demi-groupe hamil-

tonien est fini. Soit en effet a . Posons A == (a) , B == (a2) . Si
Card B = 1 ~ a == a ~ donc Card A ~ 3 ~ Si Card B ~ 1 ~ B est un idéal de D

et a a ~a ~ pour rentier positif n ~ et Card A  2n .

D’après cette remarque. on voit que G contient un sous-groupe fini H. , qui peut

être supposé d’ordre premier diaprés le 5, on a G = H .

si X E D - s , on a x- /, e âonc d’après l-e lemme 4 , x / é , si x = x3 ,
est un sous-groupe non trivial de D, donc { x,x2} == en contradiction

avec x. é G Ii résulte alors de (a) que G = {x2, x3,..., xp+1} , où 

et xp = e . Donc x2 = (xp)2x2 = et pour 2 4 i  ptl , xxi = =

~ (~) B n(.y) - C ~ =. 

Les éléments de D- S sont donc des répliques déléments de 

LEMME 7.- Soit p nombre premier impair, G d’ordre p , ayant e

pour élément neutre, et T~ des ensables non que 0~ et

T3,p soient deux à deux disjoints. Posons . On définit une par-

tition arbitraire de T 
P 

en sous-ensembles non vides K03BB , où 03BB décrit un en-
2014201420142014201420142014201420142014201420142014 3~p 2014201420142014~.201420142014201420142014201420142014201420142014~. ~ .~ 

semble d’indices L . Soit 03BB ~ x(03BB) une application de L dans T , et 
_ 

~ ’ 
20142014 ~~p ~2014

une application de D dans G qui vérifie les conditions suivantes : .

(A.l) a~a ; (A.2) 
la multiplication dans D étend définie de manière à vérifier ies conditions :
(B~l) a ou b appartient à (B~2) a ==x(~) a~

B6L ; (B~3) CE! Bi 

(B4) ~~~ .
Alors D est un demi-groupe hamiltonien contenant un sous-groupe non trivial et nn
élément d’index supérieur à 2 .

Réciproquement tout demi-groupe hamiltonien contenant un sous-groupe non trivial et

un élément d’index supérieur à 2 a la structure précédemment définie.

Voir la définition de l’index d’un élément dans la démonstration du lemme 7~ 
.,-



Soient Si l’un de ces éléments appartient à G~T2,p , on a , diaprés

les conditions (A.l), (A.2) et (B.1) : a.bc = ab.c = a.b.c. Si diaprés

(B.3) et (B.4) , ab et be appartiennent à GU T et, diaprés (B.l) et (A.2), on a
ab.c =c ab.c =(a.b).c = a.(b.c) = a.bc == a.bc

Ainsi, D est un demi-groupe con.tenant un sous-groupe non-trivial G .

Soit A un sous-demi-groupe non trivial quelconque de D et a,b deux éléments dis-

tincts de A ; on peu.t supposer sans diminuer la généralité du raisonnement que e .

Si a ~G , et puisque G est d’ordre premier (a) == G . Si on a diaprés (B.1),
a =s a . Diaprés (A.3)  ~ e donc (a) = G . Puisque G est d’ordre impair, on a
(a ) = (a ) == G . Finalement, si il résulte de (B.2) que a2~ T2,p . Par
conséquent (.a ) == G . En définitive, on a toujours 

Soit x~D et considérons ax . Si a ou x appartient a T UG .alors
~ 

" 2~p /
ax == a.x~GC A . Supposons alors que (B,3) et (B.4) , ax est

égal à a.x ou à x(B) . Mais A et x(03BB) = a ~A . Par conséquente ax~A

pour tout et ADÇA . De même, on a DAÇ. A et A est un idéal de D .

Donc D est hamiltonien.

Enfin, si , diaprés (B.2) , a’6 T2.p . L’index de .a est donc plus grand
~P ~p

que 2 .

Réciproquement, soit D un demi-groupe hamiltonien contenant un sous-groupe non tri-

vial (unique) G , dont l’élément neutre est e , et un élément d’index supérieur a 2 .

G est alors d’ordre premier p . On désigne l’index et la. période de chaque élément a

par r(a) et m(a) . Rappelons que si (a) est fini, il existe deux entiers, l’index

r et la période m , tels que == ar , et (a) ={a,a2, ..., am+r-1) , l’ensem-
étant un groupe cyclique d’ordre m .

A cause de l’unicité de G , on a (20) m(a) == 1 ou p quel que soit 

Il est clair que r(a) =. 1 ai et seulement si Soit G . Si a2 = a4
on a r(a) = 2 . Si a / a alors a = a.a 6 (a ) et a == a pour un certain en-

tier positif n ; ainsi r(a)~ 3 . On a donc :

Définissons maintenant =s i ~ 

Alors G = T U T et, diaprés (20) et (2l) ,

Si alors Par conséquent a~== e et (a~) ={a~ e~
donc (23) ~ ~~~ ~ 1 



ü+ :3 = b3 . Si p = 2 et b~T3p, alors b5 zr b3 donc b4p3 = b2b5 = b2b3 =
= b5 = b3 d’où b4 = e . Par conséquent (b2) = / b2 ,, ° et 

. or, a w

Si p>2 et b~ T3p alors (b) ={b, b2,. o . P bp+2}, ou bp+3 = b3 . Aii.is i, , 
QUe b3 +bp~( b3,b4 > . a * » bp+2} = G » bp = e . , q ~ 4 er,i t b4 #b bP *- e d ’ pù

b4~ G . Par , suite = a d’où b2~T2n d’est-à-dire
£ #

.- »

Soit a é D * Alors ae, ea ~ G donc ae xr e> .? = ea c ’ 

Ainsi, si (a) ~~a~ est un idéal de D . Par conséquente si g G - ~
il en résulte que g = ge~(a) , ce qui est contradictoire. Donc T21 = Ø , et, d’après

(22) implique alors D - G = T2p U T3p
Si p =. 2, diaprés (2?) et (.24) , T31~T32 = Ø , ce qui contredit l’hypothèse: D

confient un élément d index supérieur à 2 Donc on a pB2 .

En oatre, d’après (25) et (27), T2p et T
3p ne sont Das vides. Si a~D- G et si

ax ==a pour un x~D , puisque x"ë G , a =. ax3 6 G- ce qui est contradictoire.
On a donc

Par suite, si et t6D-G, dune at.63... D’après (26)
il en résulte que at = atee = ae.te et, de même, ta = te.ae . Si l’application

de D dans G est définie par a=ae=ea pour tout (29)

Définissons sur T une relation d’éouivalence -oar a ~ b si et seulement

si a == b et considérons la partition correspondante : T "3p = ~K03BB

ou les indices décrivent un ensemble L . Posons :

D’après (25) , la correspondance 03BB ~ x(A) est une application de L dans T 
2p

Si a~K03BB , b~ K  , 03BB ~  , alors (b) = {a,x(03BB), G}~{b,x(03BB), cL
Diaprés (2B)y ab~G et d’après (26) ab == Donc :

En outre, si , et (28) , on a : 
‘ ‘

~ 
- - - -- -- ,

Finalement, puisque Gl est a.n idéal de D , on 8 encore 1



Les conditions (à,i) et (à*ê) résultent alors de (2g) et àe (26) , Supposons maintenant
qUé a é D - G ° Ù ’llq. * Al?rÉz . G = (a~, a~~’, .. - * , a~~’ ~ ) , avecque a E D - ..... =- P .. ,P .. 

= 
B.JI = {a1, a. ,...., a . 

avec

où i est égal à 2 ou à 3 suivant que a apppartient a T où T . puisque

p  3  i , ap~G , d’après (35) , ap = e . Par conséquent a = ae = ap+1 ~ ap=e,
ce qui démontre (A.3)*

Enfin, (B.l) résulte ...1 (30)~(34) ~ (A.l) et (A.2) tandis que (B.2)~ (B.3) B et (B.4)
sont des transcriptions de (3l) ~ (33) et (32) . 

_

4”) Démonstration du théorème

Soit D un demi-groupe hamiltonien. Si D est idempotent, il est,. le lemme

1, de type (l) ou (2). Supposons qu’il ne soit pas idempotent. S’il ne contient pas de
sous-groupes non triviaux, résulte des lemmes 2 type (2) ou (3).
alors que s’il en possède, il est, les 6 et 7, de type (4) on (5).

Réciproquement, supposons soit de type (i) où 141~5~ Puisque
qu’un demi-groupe trivial est trivialement hamiltonien, on peut supposer Card D > 1 .
Soit A un sous-demi-groupe non trivial de D, et a,b deux éléments distincts
de A ~

Si i. =: 1 ~ A == D . Si i == 2 ~ ~ ~ A , est le zéro de D ~ Ainsi~ on a
ax == xa = c où c est soit a, soit z , donc A est un idéal de D. Si i = 4 ,
soit G le sous-groupe non trivial de D ~ Supposons e . Si a (a) = G et

si aeD-G, (a)~=G, donc G c A . Ainsi, puisque D~ == GÇA , A est un idéal de

D . Finalement, si i == 3 ou 5, D est hamiltonien, comme il a été démontré aux lemmes 3
et 6 ~

5”) Cas particulier.- Ce cas, déjà étudié indépendamment par HEUER [6] et TAMURA

et MERKEL [l~ ~ est un cas particulier du théorème de structure~
Par hypothèse, tout idempotent de D est un zéro de D donc D contient exactement

un idempotent, soit z . Donc, si D est de type (1) D est nilpotent d’index 2 . Si D

est de type (2) avec un de Kronecker alors Card K ~ 1 , donc D est

nilpotent d’index 1 ou 2. De même, si D est le produit orthogonal d’un demi-groupe de
Kronecker K par un demi-groupe diagonal nilpotent T d’index 3 , Card K = 1 , donc
D est isomorphe à T. Par ailleurs, D ne peut pas être de type T 

4 
ou T5 puisque

tout sous-groupe G de D est un idéal de D, et c’est-à-dire
Card G = 1 . Puisque tout demi-groupe d’index 1 ou 2 et nilpotent est diagonale le théo-
rème est complètement démontré.

6s) Remarques.- On voit très nettement sur cet exemple qu’en théorie des 
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groupes y ou bien on retrouve des structures de groupe, ou bien les théorèmes de 

re indépendants sont assez compliqués.

On observera aussi qu’il conviendrait peut-être de modifier la première de ini tion

des demi-groupes hamiltoniens, car il est immédiat groupe hamiltonien 1 test paB

nécessairement un demi-groupe hamiltonien, puisqu’un sous-demi-groupe d’un groupe n*est

pas nécessairement un sous-groupe.
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