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CARACTÉRISATION DES NOMBRES DE R. SALEM

par Mlle Marthe HUGOT

Faculté des Sciences d6 Paris
-:-:-:-

Séminaire Po DUBREIL,
M.-L. DUBREIL-JACOTIN et Ce PISOT

(ALGEBRE 6t THEORIE DES NOMBRES)
Année 1958/59

15 décembre 1958

THUE a en utilisant le principe des tiroirs de Dirichlet, que si,
étant donné un nonbre 4 ~ 1 , on + ¿ , Où u est un entier ration-

" n n n .

nel, et C f n avec 8 est un nonbre algébrique.
En utilisant la fonction analytique 

rY’B

C. PISOT [2J a montré que dans ces conditions, e est un entier algébrique
dont les conjugues sont en module strictement inférieurs à 1 ; puis il a montré

qu’étant donné un nombre algébrique 03B1 > 1 , si 03BB03B1n = un + ~n , où 
et si les E n ont un nombre fini de points d’accumulation, 03B1 Est un entier

algébrique6 dont les conjugués ont leur module ~ 1 . Rn SALEM a distingué 
semble S des nombres 0 dont les conjugués sont en nodule strictement  1 , et
l ensemble T des nombres 03C3 , ayant au moins un conjugué module 1 [6 ] et [7 ],
il a nontré que S est fermé, alors que T ne l’est pas, puisque tout nonbre

e E S peut être considéré limite d’une suite do nonbres 03C3  ~ T , nais
on ne sait pas si l’ ensemble T d’autres points On connai t peu de

propriétés des nombres 03C3 , nais certaines sont assez voisines de celles des
nombres © ,

En généralisant convenablement la méthode utilisé par THUE ~ 8 ~ ~ C . PISOT a

montré le théorème suivant [4 ] :
/ , 

_

THEOREME 1. - Soient « nombres réels supérieurs à 1. Posons

~~ ~ ~n ~ t ; si pour tout n ~0 ~ on a

alors vc et 03BB sont algébriques et 03B1 est soit un nombre 6 , soit un nombre ô- .



Soit É la borne supérieurs des é i cherchons s ’il existe des entiers ration-
. n

nels a , ai , o : . , ak où l et tels quc pour n > n

on a

donc si l’on a

t~ = 0 entraînera = 0 .

Posons :

où bo , b1 , ... , bk sont des entiers rationnels vérifiant 0 ~ b. ~ a .
o i ic i

d’où en tenant compte de (1) :

Il y a (c. + 1)k+1 combinaisons possibles de b y donc si
o

wo prendra la même valeur pour deux systèmes différents de b . J et par différence

entre ces deux expressions on obtiendra vo = 0 . Donc si l’on peut trouver B
et k vérifiant (1 ) et (2), on aura v == 0 ~ n , donc est algébrique,



ainsi que 03BB qui appartient au corps de cK .

On peut prendre pour k et a les entiers définis respectivement par :

En effet si l’on considère la droite d’équation Vi = ~ + Log (1 + k) et la

courbe d’équation y 2 =1 (1 + x) , qui se coupent au point x = k , pour

x = k - 1 on a ce qui a lieu pour toute valeur de x telle que

et en particulier pour x = k étant choisie on peut

prendre pour a le nonbre indique plus haut. On a alors :

c sont donc algébriques, et d’après le théorème de est un entier

alg ébri q uE ~ 9 d’autre part Z~ ~ 
n 

z~ converge à l’intérieur du cercle unité, donc

c ne peut être qu’un nombre 0 ou un nombre 03C3 . a un nonbre

fini de valeurs limites, et si E n Est partout dense sur un segment

entourant 0 .

En utilisant une voisine, nous allons démontrer le théorème suivant :

THEOREME. - Un nombre e est zéro d’un polynôme dont les coefficients

sont des entiers rationnels qui lui sont inférieurs en valeur absolue.

Auparavant nous a llons démontrer que :

THEOREME 2. - Il y a nombres e dans tout corps algébrique, alors qu’il

n’y a de nombres 03C3 que dans l’extension quadratique des corps totalement réels.

1. Nombres 0 [5] .

La démonstration est une application du théorème de Minkowski :

Soient n formes linéaires à coefficients réels



où D = 0 , si 1 03B41 03B42 ... 03B4n|  |D| , il existe un système d’en-

tiers rationnels ec. x n vérifient

Le théorème est valable pour des formes à coefficients complexes, à condition

d’y faire figurer? en même temps qu’une forme à coefficients imaginaire, la forme

imaginaire conjuguée et qu’elles soient toutes deux rendues inférieures au

nombre.

Soit un’corps de degré k , une base minimale 03C91 , 03C92 , ... , 03C9k de ce

corps, 0394 = )) 2 le discriminant du corps.

Peut-on avoir : JOJ 1 ~ M ~ &#x26;1 ... t~J~ ~ ~ 1 ?

Diaprés le théorème de Minkowski, on pourra trouver des entiers rationnels

IL ...u p vérifiant le système 1 .Si M~"" ~ B/t~t ~

Les nombres 03B8 , 03B82 , o .. , 0 ainsi obtenus sont des entiers algébriques
donc |03B8 03B82 ... 03B8k|  1 donc 9 > 1 et 

2 Nombres ~.

R. SALEM [6] a montre que 03C3 est racine polynôme réciproque de degré 2s ,
dont toutes les racines sauf 03C3 et 1 sont sur le cercle unité.
-20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 

2014 ~ 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014

En effet soit P(z) le polynôme irréductible déterminant 03C3 . Il a au moins une
racine cB de module 1 p or l sinon P(z) ne serait pas irréductible~ donc
~ = 2014 est a,ussi- racine de P(z) ~ on en déduit que P(z) ~ qui a deux racines
inverses et est irréductible, est un polynôme réciproque de degré pair.

part, soient 03C3 , 1 03C3 , 03C32 , ... p 03C3s , 03C3s les conjugués de r ;
posons



Yi 03B32 a a o 03B33 sont entiers algébriques réels et a

On en déduit qu’il n’existe de nombres 03C3 que dans l’extension quadratique des

corps totalement réels ,

THÉORÈME 3. - Un nombre e ou 03C3 est zéro d’un polynôme dont les coefficients

sont des entiers rationnels qui lui sont infériours en valeur absolue [5] .

1° Cas d’un nonbre 8 ~, ~- Soit 1 ~ o.c Q 

Posons

où un est un entier rationnel et où

On cherche s’il existe un rang no tel que pour on ait :



les a. étant des entiers rationnels tels ( p
, 

" 

,l

v n. = 0 entraîne v n +~ = ~ .
Il suffit de trouver un rang m tel quc = 0 et que l’inégalité (3 ) soit

vérifiée.

Posons, comme dans la. démonstration du théorème 1

De la manière on voit que w 
m 

prendra la même valeur pour deux systèmes
différents de b. si

J

On peut toujours trouver deux entiers m et k vérifiant (3) et (4) ; en

effet : (3) équivaut à

et pour k assez grand (3 ’ ) et (4’) peuvent être vérifiées sinultanénent.

2 ° Cas d’un nombre ~.

Soit un nonbre 0 du corps de 03C3+1 03C3 , d’après le théorème 2, on peut choisir
e de te lle sorte que :



A étant le discriminant des corps e

Posons :

u est un entier rationnel et
n

Nous cherchons une relation de récurrence de type précèdent ; par un calcul analo-

gue on obtient

Donc si

sont vérifiées, on aura v 
n 

= 0 pour tout n > n . La recherche d’un rang r:~ tel

que = 0 conduit, comme précède à l’inégalité :

(5), (6) et (7) permettent alors comme précédemment de déterminer n et k .

On a ainsi montré que si 03B1 est un nombre 0 ou 03C3 , il est racine du poly-

non nécessairement irréductible :
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D’autre part un nonbre 0 ou 03C3 de valeur absolue supérieure à (p + 1) ne

peut être racine d’un tel polynôme en effet :

où 03BB1 ... 03BB*C sont nombres rationnels tels ( ~ p .

Si on avait p ~ ~x ~ = 0 c~ ~ ~ ~ ; ~ p + ~. , on aurait

ce qui est impossible*
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