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SUITES D’ENTIERS DE DENSITÉS DONNÉES

par Georges GREKOS

Séminaire: DELANGE-PISOT-POITOU

(Groupe d’étude de Théorie des nombres)
1~e année, 1975/76, n° G15, a p . 1. mars 1.976

1. 

Le terme suite désigne une suite strictement croissante d’entiers positifs. En ce
qui concerne la densité d’une telle suite, nous allons, dans un premier temps,
utiliser comme ROHRBACH et VOLKMANN [1], la notion de densité ci-dessous.

~ ~ .

Déf inition 1. - Soit une f onction f : N*~ R+ . Etant donnés une suite A f et
deux nombres réels a  h) , posons

La densité asymptotique généralisée inférieure (resp. supérieure) de la suite A ,
notée jdA (resp. dA. ) sera la lim inf (resp. lim sup ),, lorsque n tend vers

l’infini, de la quantité

Si dA = dA , on dit que .A possède une densité asymptotique qénéralisée

Notation. - Nous allons écrire F(a, b) pour F (et , b) , ’ pour 

et F(a) pour a) . 
~s~

Exemples. - Si f (ri) = 1 , n ~ N~- , nous avons la densité asymptotique usuelle.

Si f(n) = ri 20141 , nous avons la densité logarithmique.
Nous allons supposer que la fonction f satisfait aux deux conditions suivantes :

Remarquons que, (C. 1.) étant vérifiée, chacune des conditions ci-dessous entraîne

Notation. - A(i , s) dés igne une suite A avec dA = i et dA= s , où

, ,

1, _ Soit ung fonction f : N* --> R+ qui vérifie (C. 1) et (C. ’2).
I’V N



Soient i , s, i’ , s’ des nombres réels tels e 0 ~ i ~ s 1 , 0 ~ i~ 1,

i , s .

(a) La condition

entraîne que, quelle que soit la suite A(i , s) , il existe une suite

~,b) Cette conditon est la meilleure possible au sens que, quels que soient i , s

avec 0  i  s  1 , il existe nne suite A(i , s) telle que, pour toute sous-

suite B(i’ , s’) de A , la condition (I) soit valable.

THÉORÈME 2. - Soit une. fonction f : N* --> R+ oui vérifie (C. 1 ) et (C. 2 ),

Soient i, s, i’ , s’ desnonbresréels telsque C~.is1,, 

~i’’~i, 

(a) La condition

entraîne que, quelle que soit la suite B~..i. , s’) , il existe bne suite

(b) Cette condition est la meilleure possible ~u sens quels que soient 

avM 0 ~ s’ $ ~. , il existe une suite $~,i’ , s’ ) telle ue, pour toute suite

A(i , s), contenant B.- , la condition (II) soit valable.

2. Résultats auxiliaires et démonstrations.

1. - Soit A(i , s) une suite. Alors, quel que soit e e (0 , 1) , on peut
trouver une suite contenue dans A .

Démonstration. - Si 0 == 0 , en utilisant le fait que ~F~n }} ~ , f(n) ~-~ (3 , on

construit d’abord une suite D =  d2  , , , ~ de densité nulle. Soit

telle que, entre ~ , et b, ~+1 (j = 1 , 2, ... ) , il y ait au moins un élément de

D . La propriété (C. 2) entraîne qu’une telle suite est de densité nulle.

Si 0  (~ ~ 1 , la suite

où A.(n~ = Card (a E A ; 1 ~ a ~ n) , possède les propriétés voulues. On y arrive

facilement en utilisant le fait que B(n) = ~B.A.~n~~ .

LE»,£ 2. - Soient A(i , s) une suite, e t C ~ i , ~ 1 ~ une sous-suite de A .



On peut trouver une su ite B ( i’ , s) telle que C C 

Démonstration. - Soient des entiers

En choisissant convenablement les (M. , N.) (plus précisément en prenant chaque
~ JL

M ou N suffisamment grand par rapport aux précédents) on peut s’arrange pourj j ~~,

avoir jjB == i~ et dB == s ,

3. - Soit A(i , s) une suite. Pour chaque n ~ N* , appelons ln le
nombre d’entiers conéécutifs  n + 1 qui ~ A ; appelons

Démonstration.

( a) Supposons que x > 1. et i > Q , sinon le lemme est trivialement vrai. Soit

E > 0 , e  i . Il existe NE tel que n > NE entraîne

Soit une suite N* avec n1  n2  ... et telle que

Quel que soit j e N* , on a
~~

En éliminant F (n . ) == F ( n . + z ) ~ on obtientA J A J nJ

et à la limite j ~ ~ s + Ceci étant vrai pour tout £ > 0 , on

en déduit que s ~ 



/ 
,

4~ - Etant donnés, i , s tels que (3  i $ s $ 1 , il existe une suite

A(i , s) avec s = Bi .

Démonstration. - Nous allons construire la suite A sous la forme de deux suites

(pas nécessairement croissantes) d’entiers positifs (p. ; j = 1 , 2 , ... ) et

= 1 , 2 , ... ) -belles que 1 = A , ... p e= A , p + 1 ~ A ~ ..  ,

p. + ~~ ~ A , p + j&#x26; + 1 = A , ... , p + ~, + p~ e A , ... , etc*

Posons P. = p~ -~ ... + p. , L. = j&#x26;. ~ ... + j~.. Pour une suite A considérée

sous cette forme, on; a

Nous pouvons contruire une suite A telle que

avec- lim. x. = lim. y, - 0 , et puisque +L. ) - FA(Pj+Lj-1) , on aura
s == 03BBi . La possibilité de choisir chaque fois p. J et x , J de manière que les rela-

tions ci-dessus soient valables, découle des deux remarques suivantes :

(a) Supposons construite la partie a n [1 , k) avec k = Pj-1 + Lj-1 , et appelons
a = On aura 03B1(F(k))-1 = i. -t. Xj-1  s . Prenons k + 1. J E A , le + 2 E A , i..

et considérons la quantité

Il existe un n ~ k . 1 tel que l’on ait

On prend p, = n - k .
J

(b) Une remarque analogue permet de choisir lj .
Démonstration du théorème 1 .

(a) Appelons

Il existe une suite ~’,s) ~ ~ . Appelons



Il existe une suite B i , e 8 .s) = I)’ après le lemme 2, on peut trouver~ ~- 1, 2 ~: 1,

~~e 2 8 1 i ~ 8 1: s).~ telle que B~ ~ 13 =- A . Dans tous les cas, on a ~28~;i = i’ ~-t

~1s ~ s ’ .

(b) Si ï == D , (I) est valable. Supposons 0  i s  i . D’après le lemme 4, il.

existe une suite~ A ( i , s ) avec s ~- ~,i .

Pour toute B(i’ , s’) de A , s i i’ == 0 , (I) es t vraie, et si

i’ > ©. , on a

d’où on obtient ~,1) ~

Démonstration du théorème 2.

(a) Soit B(i’ , s’ ) une suite. Considérons B = I~ - B, B(1 - s’ , 1 -- i’ ) .
Les hypothèses du théorème 11(a) sont remplies avec 1 - s’ , 1 - i’ , 1~ -. s , 1 - i

à la place de i, s , i’ , s’ respectivement. Donc il existe

d’où la suite A = C est telle que l’on ait A ~ B et A(i , s) .

(b) Dans le cas non trivial 0 $ i’ $ s’  1~ , on a (3  1 - 1 2014 i’ $ 1 $ et

il existe (lemme 4) C(1 - s’ , 1 - i’ ) avec (,1 - i’ ) = ?~(1 - s~ ). La suite

B(i’ , s’) = C possède la propriété voulue. Car, soit A(i , s ) a B ; on a

et, diaprés le théorème 1(b), on.a la condition (II).

3. Quelques compléments.

COROLLAIRE 1. - Soit une fonction f : N* ~ R+ vérifiant (C. 1 ) et (C. 2).

Soient i , s , i’ , s’ . des nombres réels t els que 0 ~. i ~ s ~ 1 , 0 ~ i’S s‘ 1 ,

i’ s i , s’  s . Au moins l’une des deux propositions suivantes est vraie s

(,P. 1~) Pour toute A ( i , s) , il existe 13 ( i ’ , s ’ ) =- A ;

(P.~ 2) Pour toute B( i’ , s~ ) , il existe A (i , s) ~ B .

Démonstration. - II s’agit d.une conséquence des theorèmes 1 et 2 et du fait que

la relation s i’ ~ s’i entraîne ( I I ) .

Voici une autre notion de densité.

Définition 2. - Soit ’ane suite M = {m1  m2  ...) ci N* . Etant donnée une suite

A , les asymptotiques, inférieure  et supérieure . de la suite A , dési-

gnées par d.. A et d,, A , seront les lim inf et sup, lorsque j ~ ~ , de la



quantité A(Mj) [Rappel : A(n) = Card (a E A ; 1 a ‘ 
J J

Remarque. - Les lemrnes 1 ~ ~, 3, 4~ et les théorèmes 1, 2 restent valables si on

remplace les densités asymptotiques par les M-densités.

Considérons maintenant un type de suites, qui a é é étudié par DEZA et ERDOS [2]-
A

Définition 3.. - Soit A = (A. ; j = 1 , 2 , ... ) une suite de parties finies de.

N* , avec Aj ~ A 
k lorsque j ~ k . Pour 

" 

n ~ N , désignons par A(n) la nombre
~ j k ~ ~~L-~

des A. C ~1. ~ ... , ri) . Les densités et ôA seront les lim inf et lim sup,

lorsque n -> co , de 2 
*~f~ 

A(,n) . 
. 

-

Remarque. - Les lemmes 1:, 2, 3, 4 et les théorèmes 1, 2 restent valables pour le

cas décrit dans la définition 3. En effet, si à chaque partie finie {a1, ... , a )
de N 

* 

on fait correspondre le nombre naturel 2 
1 

+ ... + 2 r , la suite 
r

correspond à une suite B ~ N . De plus, si M = { 2n ; n = 0 , 1 , 2 , ...} , on.

aura 03B4 = dM B at bA - dM E_ .. Ainsi on se ramène au cas de la définition 2.

4, Une autre notion de densités

Définition 4. - Soit une fonction f ; N* ~ R , croissante. Etant donnée une
suite A , la f-densité asymptotique inférieure (resp. supérieure) de la suite A,
notée.. df A (resp. d f A} , sera la lim inf (resp. lim. sup) , lorsque n de

la quantité (f(n))-1 f(A(n)) .

Exemples. - Si f(n) .- n, n e N , nous avons la densité asymptotique usuelle.
Si f(n) = log n, n~N* , nous avons la densité exponentielle.
Nous allons supposer qje.la fonction f satisfait aux trois conditions suivantes:

( f . 1) f : PL. ~ R+ , dérivable, où R1 = {x = R ; x > 1} ;~1 t ~~ ’~~ ! - 

~~

(f. 2) f strictement croissante de limite 00;

( f. 3) f’ f décroissante de limite nul le.

Remarque. - Sous les autres conditions imposées sur f, la dernière affirmation

que lim (f(x))-1 f’(x) = 0 équivaut à dire que, quel que soit c e R

Notation. - A(i , s) désigne une suite A avec d A = i et d A = s .

THÉORÈME 3. - Les lemmes 1, 2, 3, 4 et le théorème 1 restent valables, si on rem-

place les densités asymptotiques généralisées par les f-densitës.

Dëmonstration. - Indiquons seulement les changements essentiels qu’il faut appor-



ter aux démonstrations correspondantes.

[Lemme 1i, cas où 0  0 ~ 1.]~ Appelons n~ le plus petit nombre naturel tel que

B,f(A(n - 1) ) > f( 1)  la suite qu’on cherche est

Il faut vérifier que la différence prend les valeurs 0 ou 1 ; pour cela, il

suffit de montrer que

quel que soit k  A(nO - 1). La première inégalité étant évidente, pour vérifier
la seconde, il suffit d’avoir

ce qui est une conséquence de la décroissance de f’/f . On en déduit que

En utilisant la remarque ci-dessus (avant le théorème 3), ,on arrive à montrer que.

df B = 03B8i et df8=8s .
[Lemme 3]. On définit 03BB = lim supn~~(f(n))-1 f(n + ln) .
[Lemme 4]. Il faut remarquer que, si k  m , la fonction f(k + + x) est

croissante, ce qui équivaut à la décroissante de f’/f .

Par contre, le théorème 2 n’est pas toujours valable, comme on le montre dans la

situation ci-dessous (qui contient comme cas spécial la densité exponentielle).

THEOREME 4. - Soit une f onction f ô R. ~ R+ , vérifiant (f. 1, 2, 3) et telle

que f(x , y)  f(x) + f(y) , quels que soient x, y ~ R1 . Alors. Quels que soient
la suite B(i’ , s ~ ) et les nombres réels i , s avec s ~ ~ s ~ 1 ~ i’ ~ i ~ s. ,

il existe une suite A ( i , s) contenant B.

Ce théorème résulte immédiatement du lemme suivant.

5 (Hypothèses du théorème 4 ..- Soient 13 ( i , s) une suite et i1 tel que

i  i’ ‘ 1 . Alors il existe une suite

le c~s non trivial où i  i~  ~ . On construit une
avec d A - i , en a joutant, dans B , chaque f ois 11e -plus petit

nombre Plus précisénent, on veut avoir (f(n))-1 f(A(n)) >. i1 , pour
tout n e N ! mais si n ~ B , on prend n E A seulement si

Examinons maintenant d ~ , On a d ~~ ~ max t s , ï ~ ; donc il suffit de 
f f 1 °
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A(n) de façon que l’on puisse en déduire l’inégalité dans le sens inverse. Pour

n E N assez grand, appelons k = k(n) le plus grand nombre naturel S n tel que

k e A , k ~ B . On a A(n~ ‘ A(k) + B(n) . Majorons A(k) . On a

D’autre part, quel que soit e > 0 , on a f-1 ((s + e) f(n) ) .pour n  N .

Par conséquent, pour n assez grand, on a

Si i 
1 > s , on choisit e 

 i1 - s et, assez grand, on a
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