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G6-01

UNITÉS DE NORME (- 1) D’UN CORPS QUADRATIQUE REEL

par NGUYEN-QUANG-DO Thong

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Groupe d’étude de théorie des nombres)
17e année, 1975/76, n° G6, 3 p. 24 novembre 1975

Introduction.

Etant donné K = un corps quadratique réel, d entier positif sans fac-

teur carré, on sait, d’après le théorème de Dirichlet, que le groupe UK des uni-

tés de K est isomorphe à ~t 1~ x Z . Les unités positives forment donc un groupe

isomorphe à Z, dont le générateur 1~ > 1 est appelé unité fondamentale de K .

D’autre part, pour qu’un entier e de K soit une unité, il faut et il suffit que

N(£) = f 1 y où N désigne la norme de K à Q. Problème : Quand a-t-on

N(1l) = - 1 ?

On se propose ici de fabriquer, par des moyens élémentaires, une suite exacte

faisant intervenir le groupe UK des unités de K qui sont de norme 1 , puis,

par la seule considération de cette suite exacte, de trouver diverses conditions

nécessaires et suffisantes pour que N(‘~) = - 1 .

1. Une suite exacte ..,

Soit X le groupe des classes d’idéaux de K . Soit Hreg le sous-groupe des

classes régulière~, i, e. des classes qui contiennent un idéal invariant par

Gal(K/Q) . Un idéal premier de K est dit ramifié s’il divise le discriminant de

K .

Soit R le groupe dont les éléments sont des ensembles d’idéaux premiers rami-

fiés, et la loi de groupe est la différence symétrique des ensembles.

, ~

THEOREME 1.1. - Il existe une suite exacte de groupes :

Preuve, - Soit o le générateur de Gal(K/Q) .

Pour plus de clarté, rappelons d’abord la structure des idéaux de K invariants

par o . On sait que les nombres premiers p se décomposent de trois façons pos-
sibles en produits d’idéaux premiers de K :

(**) soit (p) = P et cr( P) = P

soit (p) = Fb(P) et P ~ a(P)

soit (p) = ~ et = P

Les idéaux premiers tels que (p) == ~ sont les idéaux premiers ramifiés. Si J

est un idéal entier invariant par et si un idéal premier P divise J , o(P)



divise aussi J . Donc, en tenant compte de (**) , J sera de la forme: 

avec m e Z ,et flQ, désigne un produit fini d’ idéaux premiers ramifiés distincts.
- i

(1) Construction de np . - Pour tout e e U(1)K , on a, d’après le théorème 90 de
Hilbert, E = x-1 a(x) , mù x e K* est défini modula Ô , et peut être pris
entier. L’idéal (x) est invariant par c , et s’écrit donc (x) = (m) 03A0ni=1 pi .
Posons 03C6(~) = {f1 ’ ... , fn} . Il est clair que 03C6(~) ne dépend que de £ (pasde x), et l ’ ’on définit ainsi un homomorphisme de U(1)K dans R.

(ii) Conatruction de + . - A tout élément {p1 , ... , pn} de a , on associe

la classe de l’ idéal p1 ... pn . il est clair qu’on définit ainsi un homomorphisme

# de Ôl dana H .

reg

L’exactitude de la suite (*) est alors évidente.

C* Q. Fo Do

, ,

THEOREME 1.2. - Soit t le nombre d’ idéaux premiers ramifiés de K . Alors

l’ordre de Hreg est égal à 2t-1 (resp. 2t-2) si = - 1 + l) .

Preuve. - Il suffit de calculer l’ ordre de Ker 03C8 = Im 03C6 = Si

E e U(1)K est de la forme x-1 u(x) , x entier de K , alors e e Ker 03C6 si, et

seulement si, N(x) = + 1 , 1, e, e = + x-2 .

si ~~’~ ~ ~ ’ alors ~É ~ ~ les carrés de ~K~ et ~~~~~ ’ ~~~ ’~ ~ ~ °
si = - i , alors certainement Ker 03C6 ~ (U(1)K)2 , d’après ce qui précède. Or

l’on a toujours  U(1)K , avec (U(1)K : (U(1)K)2) = 4 . Donc
Ker W) " 2 e

C. Q. Fo Do

2... , 

Nous allons donner sous forme de corollaires des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que = - 1 .

D’abord un résultat classique qu’ on démontre d’habitude par la théorie des genres

il]o

COROLLAIRE 2, 1. - Le nombre h des classes d’idéaux de K est divisible par
2t-2. g eat divisible par 2t-1 si; et seulement si, il(q) = - 1 .

Cela résulte imnédiatement de la détermination de l’ordre du groupe X 
reg 

, On a

démontré du môme coup la formule suivante [ 2] :

COROLLAIRE 2.2. - Soit t le nombre d’idéaux ramifiés, 2r le nombre _4e classe£
régulières, Alors ?î(Q) = (- 1)~ ~ o



Voici maintenant un vieux résultat de Legendre :

COROLLAIRE 3.3. - Soit K = p nombre premier. Alors

preuve. - Si N(T)) = - 1 : la réduction de cette équation mod p entraîne immé-

diatement que p ~ 3 (mod 4) . Réciproquement , si 3 (mod 4) et K = 

le discriminant de K n’a qu’un seul facteur premier, i. e. t = 1 . Donc l’ ordre

de K est 2t-1 ? et N~ ~ - - 1 .
reg

C. Q. F. D.

Le résultat de Legendre n’est qu’un cas particulier du résultat suivant [ 3].

COROLLAIRE 3.4. - Supposons d ~ 3 (mod 4) , et considérons les idéaux (m, 
engendrés par et un diviseur m de d . Le nombre de ces idéaux qui sont

principaux est égal à 2 4) si = - 1 (resp. + l) .

Preuve. - Si d ~ 3 (mnd 4) , les diviseurs premiers p, i du discriminant sont

ceux de d i et l’on sait que l’idéal premier pi au-dessus d’un tel pi est

(P1. , ~d) . Donc si m = p 1 ... p est un diviseur de d, ~m ~ ~/d) == ... ~’ n
et le corollaire découle immédiatement de 1.1.

C. Q. F. D.

Remarquons que les idéaux ( 1 , Vd) et (d ~ Vd) sont toujours principaux, car

égaux respectivement à ~ 1~ et (B/d) .
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