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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 10-01
(Théorie des nombres)
13e année, 1971/72, n® 10, 8 pe 17 janvier 1972

DUAL TE, ET TRANSFORMATION DE FOURIER p-/LDIQUES

par Bernard de HATHLN

Les résultats exposés ici ont été obtenus en collaboration avec Mohammed GUERRAQOUI

[Ravat].

1. Introduction. Notation.

o~~~ o~

Ce travail consiste en 1'étude des groupes vérifiant un équivalent p-adique du
théoreme de Pontrjagin, étude menée paralldlement & celle de la transformation de

Fourier p-adique.

Soit p un nombre premier, et soient ép le complété de la cldture algébrique
de gp ’ Ap l'anneau de valuation de Qp y My l'idéai maximal de A_, et
Up = Ap - gb , le groupe multiplicatif des éléments x € Qp ;\tels que :] =1
On désigne par Rp le groupe des racines de l'unité, dans £$ , et Rp(p ) 1le
groupe des racines de 1l'unité, d'ordre une puissance de p . La topologie induite

sur Rp , par celle de ap ,e3t la topologie discrete.

Soit G wun groupe topologique abdlien, localement compact. Nous appelons dual
A
p-adique de G , le groupe G des caractéres p-adiques de G (homomorphismes

continus de G dans Up ). Le groupe 6 est muni de. la topologie de la conver-
PN n A

gence compacte. De m&me, G est le dual p-adique de G , cependant, si G n'est

pas localement compact (ce qui peut se produire), nous ne considérons pas de topo-

n
logie sur G .

On désigne par 5 le sous—groupe de 6 , formé des caractéres & valeurs dans
Rp ’ eﬁwmuni de la topologie induite parﬁcelle de G . Dans le cas o G est com=
pact, G est le groupe de torsion de G , car 1l'image de G par un caractére
X € E', est un sous=groupe compact de Rp s donc fini, puiSquéA Rp~’est discrete.
Dans le cas ou G est un groupe de torsion, on a évidemment G = G . Enfin, nous

désignons par G' 1le dual complexe de G .

Nous ne considérons que des groupes abéliens, et totalement discontinus (en abré~-

gé t. d.), car, pour une raison évidente de connexité, tout caractére p-adique
d'un groupe G , vaut 1 sur la composante neutre de G . I1 est clair que le dual
p-adique d'un groupe abélien, localement compact, totalement discontinu, cst un |

groupe abélien t. d. Nous nous intéresscns surtcut aux groupes compacts ou discrets.

2. Groupes p-réflexifs.

S~~~

Soit G wun groupe localement compact, t. d. Pour tout x€ G , 1l'application
A r A I
x de G dans Up , définie par x(x) = x(x) , pour tout x € G , est un caractére
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2N N
de G , et l'application x -3 % est un homomorphisme de G dans G .

4 A
DEFINITION 1. - Le groupe G est dit p-réflexif, si 1'homomorphisme X > X ,

de G dans G , est sumjectif.

L'homorphisme x P%'Q est toujours injectif. Ceci est vrai plus généralement
pour un groupe abélien lindairement topologisé (c'est-3-dire, muni d'une structure
de groupe topologique, pour laguelle O posséde une base de voisinages formée de
sous—groupes), séparé. En effet, par passage au quotient par un sous—groupe ouvert,
on se raméne av. cas d'un groupe discret, le résultat découle alors du fait que U

p
est un groupe injectif,

~ r~
Supposons G compact. Le groupe G est discret, et l'application x> x , de

ra) o~
G dans @ (ob x est la restriction 9? caractére X 2 G ), est un isomorphisme,
algebrique et topologique, de G sur G ([1], [4]). Cela se raméne & la dualité

complexe, car G est isomorphe au dual complexe G' de G .

Pour qu'un groupe compact, t. d., soit p-réflexif, il faut et il suffit que
A ~r

N ~
En effet, si G # G , il existe un caractére p-adique non trivial du groupe quo=-
A

A ‘
tient G/G s autrement dit, il existe un caractore p~adique x de G , tel que

~

x #1, et que ker x 2 G « Il ne peut alors existér d'élément x€ G tel que
X = ; , puisqu'on aurait alors i’z 1, donc x =0, contrairenent & la condition
X’/’élo

Dans le cas ou G est un groupe discret, pour que G soit p-réflexif, il feaut
et il suffit que son dual p-adique G soit un groupe conpact p-réflexif. Pour
A
que le dual G , d'un groupe discret G , soit compact, il faut et il suffit que

A
G soit un groupe de torsion, et G est alors isomorphe 3 G' [1].

Exempless = Soit q wun nombre premiere. Un pro-g-groupe (abdlien) est un groupe
G , qui soit limite projective d'une famnille de g-groupes (abéliens) finis. Pour
qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que ‘G soit compact, t. d., et que, pour

tout xGG,Tin qx 0.

Tout pro-gq-groupe, avec q # p , est p-réflexif. Tout groupe fini, tout groupe

compact te d.o, & groupe de torsion densc, est p-réfloxif,

Par contre, gp n'est nas p-réflexif, car '2£ =1 4+ (1e caractdre défini
~
par 1'élément O e 1 + np , étant la fonction ecponentlelle X > O ). Ainsi Ep

n'est pas un groupe de torsion. On a Zp =R (p ) .

3. Transformation de Fourier p-adique.

o~~~ R

~s
Soit G wun groupe compact ta d., et soit T =G « Soit Ll(F) 1'algeébre des

applications f de T dans (_ , tendant vers O selon le filtre des compléaen-

Y

taires des parties finies de TI' , la structure multiplicative étant la convolution,
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définie par
-1
£ % gly) =2 £(8)alye ) .
(I1 est immédiat de vérifier que cette formule définit bien une fonction

f *ge Ll(F) ). Munie de la norme HfH =~ﬁ¥§ |f(y){ , Ll(F) est une algebre
de Banach. Pour tout ye I' , soit EY la fonction caractéristique de la partie
{y} de T . L'application Yy =3¢ Cot un homomorphisme injectif de I dans le
monoide multiplicatif de 1l‘talgebre L (F) « L'ensemble des (e ) I est une base

Y YE
normale de 1'espace de Banach sous-jacent & 1l'algebre L (F)

La transformation de Fourier p—adique est l'application SG de Ll(F) dans
1'algébre de Banach, C (u) s des fonctions continues sur G , & valeurs dans Q@
(munie de la nome de la convorgence unlforme), qui fait correspondre a une fonc—

tion fe L (F) , la fonction fe CP(G) , définie par

(%) = Z«ﬁr f(y) y(x) , pour tout x€ G .
L'application &, est un homomorphisme (d'algebre) continu. On a ]fw |l
pour tout f € Ll(F) o L'image AD(G) , de Ll(F) s par 1'homonmorphisme 5& y CON=

tient les fonctions localement constentes sur G , donc est une sous-algebre dense
de € (G
(6

D'aprés SCHIKHOF [4], 1'application qui fait correspondre & un élément x € G ,
1t'idéal . de L (F) , formé des fonctions f telles que f(x) =0 , est une
bijection de G sur le spectre maximal de 1l'algébre L (T) . L'appllcation

N
f - “f” apparaft alors comme la semi-norme spectrale de l'algébre L (F)

/
DEFINITION 24 = Un groupe compact t. de G est dit p-Fourier-injectif, si 1'ho-

momorphisme $G est injectif,

I1 revient au m@me de dire que l'intersection des idéaux maximaux de Ll(F) est
réduite & {0} y ou encore que la semi-ncrme spectrale de 1l'algebre LI(F) est une

normee

Exemple. = Un groupe fini, un pro-gq-groupe, avec q # p , un groupe possédant une
mesure de Haar p-adique , sont p-Fourier-injectifs. Dans ces cas, ﬁG est un
isomorphisme de Ll(F) sur C (G) (et d'ailleurs réciproquemen®, si §, est un
isomorphisme, le groupe G possede une mesure de Haar p—adlque) Nousverrons
d'autres excmples de groupes, sans mesure de Haar p-adique, qui soient p-Fourier-

injectifs, par exemple, les group:s dont le groupe de torsion est dense.

Par contre, on ne sait pas si ZP est p-Fourier-injectif. En fait, nous igno-
o
rons s'il existe des groupes non p-Fourier-injectifs. Nous montrerons que ce pro-

bleme est équivalent & celui de la p-Fourier-injectivité de g% .

4, Groupes p-réflexifs, et groupes p-Fourier-injectifs.
~EZ it A kv i e A

Nous allons démontrrr les résultats suivants.
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THEOREME 1. - Tout groupe compact, t. ds, G , posséde un sous-groupe fermé p—

réflexif, maxipum, M , qui est le plus petit sous—groupe fermé de G tel que

G/M soit un pro-p-groupe sans torsion, ou nul.

COROLLAIRE, =~ Une condition nédcessaire et suffisante pour qu'un groupe compact

te dey G , soit p-réflexif, est qu'il n'existe pas de sous-groupe fermé H de

G , différent de G , tel que G/H soit un pro-p-groupe sans torsion.

e \
THEORAME 2. - L'hypothése que Ep soit p~Fourier-injectif, iuplique que tout

groupe compact t. de le soit.

L'hypothése que gp ne soit pas p-Fourier-injectif implique que, pour qu'un grou-

pe compact t. d. soit p-Fourier-injectif, il faut et il suffit qu'il soit p-réflexif.

En tous cas, on a le résultat suivant.

COR( LLAIRE. - Tout groupe compact t. d., p-réflexif, est p-—Fourier-injectif.

La démonstration de ces résultats découlera des propositions suivantes.

PROPOSITION 1. - Soit G un grouve compact, t. d. S& G est p-réflexif (resp.

p—Fourierhinjectif), tout groupe quotient G/H de G , par un sous—groupe fermé

H, est p-réflexif (resp. p-Fourier—injectif).

Nous laissons la démonstration au lecteur.

Par contre, il est faux que tout sous—groupe fermé d'un groupe compact t. d. p=-
réflexif, soit p-réflexif, Ainsi, Z , qui est non p-réflexif, s'identifie & un

sous—groupe fermé du groude p-réflexif [] * Z/pn,% o Cela provient du fait que
el "~
les caractdres p-adiques, lorsqu'ils ne sont pas d'ordre fini, ne sont pas tou—

jours prolongeables.

PROPOSITION 2. - Soit G wun groupe compact t. de S'il existe un sous-groupe fer-

mé H de G, tel que H et G/H soient p-rvéflexifs (resp. p—Fourier—injpctifs)

alors le groupe C est p-réflexif (resp. p-Fourier-injectif).

Preuve. - Supposons E et G/H p-réflexifs. Soit x un caractére p-adique de
G . Comme y(H) est un sous-groupe fini du groupe Rp des racines de l'unité dans
) n . N
'6 , il existe un entier n tel que ker x = H . Soit alors vy 1le caractere de

o

G/H , défini per le diagramne commutatif 2

q\-; G/H
n
X IHFYV
p
Comme G/H est p-réflexif, vy est & valeurs dans les racines de 1'unité,

donc égalcement Xn , et ¥ » Ainsi, G est p-réflexif.

. 105
Supnosons maintenant H et G/H , p-Fourier—injectifs. Soit fe L (G) y telle

que % = 0 . Par un argument de translation, il suffit de montrer que (1) =0 .
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Soit HY 1le noyau de 1'homomcrphisme de G dans H , qui fait correspondre a
~ 3 .

tout caractére vy e G , sa restriction Yir 3 H (homomorphisme d'ailleurs sur-

jectif, en raison de 1l'isomorphisme avec la dualité complexe).

On a, pour tout xe€ H :

E?Eﬁ;(zﬂeé;szx £(y)) x(x) =1,

donc, puisque H est p-Fourier-injectif :
Z = .
‘YEH"L f(Y) 0

1,2
Soit t € G, et soit f, € L7(G) , la fonction définie par ft(y) = £(y) y(t) .

t -~ -
La transformée de Fourier de ft est la translatée : ft(x) = f(x + t) , donc
N
f, = 0 . Le raisonnement précédent montre donc que :

t
z§eﬂ£_f(y) v(t) = 0 pour tout t € G .

En identifiant Hl au dual de G/H , On a alors
ZQEEy‘f(Y) v(E) = 0 pour tout &€ G/H,

donc f(l) =0, puisque G/H est p-Fourier-injectif.

COROLLAIREe =~ Le produit d'une fanille finie de groupes compacts t. de p=—

réflexifs (roép. p-Fourier-injectifs), est p-réflexif (resp. p-Fourier-injectif).

PROPOSITION 3. = Soient (Hi)iGI une famille de sous—groupes fermés d'un groupe

compact te. dey, G , et soit H 1le sous-groupe fermmé de G engendré par Ug o1 Hi .

Si chacun des Hi est p-réflexif (resp. p-Fourier-injectif), alors H est p-

réflexif (resp. p-Fourier-injectif).

Preuve. — Pour '"p-réflexif", la démonstration est évidente.

Supposons donc chacun des Hi s p-Fourier-injectif. La proposition 1, et le co-
rollaire de la proposition 2, démontrent immédiatement le résultat lorsque 1‘en-
semble I est fini, puisqu'alors H est isomorphe & un quotient du produit
Mier # «

Dans le cas général, quitte i remplacer la famille (Hi)iel s Par la famille
(KJ) » 80 J décrit l'ensemble des parties finies de I , et od KJ est le sous=-

oupe fermé de G dré 1 i
group e engendre par UieJ Hi s on peut donc supposer la famille (Hﬁ%ei

filtrante supérieursnent. Supposons, de plus, G = H ,
. 1,5 A
Soit fe L (G) y telle que f = 0 . Comme dans la proposition 2, on a @
Z§EB§ £(y) = 0 pour tout i .
Soit € >0 . Il existe une partie finie S de I , telle que 1l'on ait

If(Y) SE
pour tout vy £ S . Or, comne N o Hi = {1} , i1 existe, pour tout yx €S, x # 1,

un indice iX €1 tel que ¥ ¢ H; e La famille des (H;) étant filtrante infé-
X
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rieurement, il existe donc un indice 1 € I tel que
(B‘j]:—{l})ns.-:;é.

Alors, comme
£(1) = - % £(y) ,
v ={ 1}
et que 1'on a, pour tout vy € Hi - {1}, lf(y)]p < e, on a donc lf(l)lp <Eoe

Ainsi f(1) = 0, ce qui déuontre le résultat.

COROLLAIRE, =~ Soit (Gi)ieI une Tamille de groupes compacts te. d., et soit

G = ﬂiEI Gi « Pour gne G soit p-réflexif (resp. p~Fourier-injectif), il faut

ot il suffit que chacun des Gi soit p=réflexif (resp. p~Fourier-injectif).

Tout groupe G , compact te de (clest-d-dire profini)iest produit de pro-g-
groupes (q décrivent 1'ensemble des nombres premiers) : soit Gq 1l'ensemble des
éléments x € G tels que limnqm qn x=0, Gq est un sous-groupe fermé de G ,
et est un pro-g-groupe. Le groupe G s'identifie au produit ﬂGq (q décrivant

l'ensemble des nombres preriers). Le groupe Gq sera dit pro-g-composante de G .

Comme tout pro-q-groupe, avec q # p y est p-réflexif et p-Fourier-injectif, le
corollaire de la proposition 3 montre qu'un groupe compact +t. d., G , est p-
réflexif (resp. p-Pourier-injectif) si, et seulement si, sa pro-p-composante est
p-réflexive, (resp. p-Fourier-injective). On est donc ramend & démontrer les théo-

réemes 1 et 2 pour un pro-p-groupe. Le lemme suivant est encore nécessaire.

LEMME le = Soit G wun pro=-p-groupe sans torsion. I! existe un sous-groupe fermé

L de G tel gque G/L =2,

Preuve. - Par dualité (complexe), cela revient & démontrer que le dual complexe
G!' de G posséde un sous-groupe isomorphe ou dual de Zp y C'est-3-dire au groupe
-~

< . . rd .
R(p ) des racines de 1'unité d'ordre une puissance de p .

Or G' est un p-groupe de torsion, tel que ¢'® = ¢' (1a notation P aé-
signant 1'ensemble des éléments Xp s lorsque x déerit G! ). En effet, (GrPy
est 1'ensemble des éléments x € G tels que px =0 , donc (G'p)'L = {0} , puisque

G est sans torsion. Il existe alors une suite (Xn) . d'éléments de G! , telle
NN

p
que x; =1, et X1 # 1, et iue X£+1 = Xp

G' engendré les (Xn) (n € XN") est isomorphe & R(p") .

pour touf n > 0 . Le sous~groupe de

COROLLAIRE. ~ Un pro-p-groupe sans torsion n'est pas p-réflexif. Sous 1 'hypow

theése que. gp ne soit pas p-Fourier-injectif, un pro-p-groupe sans torsion n'est

pas p-Fourier-injectif.

Nous pouvons maintenant dénontrer les théordmes 1 et 2 . Soit G un pro~p=groupe,
et soit H 1le plus netit sous-groupe fernd de G tel que G/Y soit nul ou sans
torsion. D'cprés la proposition 3, le groupe G possdde un sous—groupe fermé p-

réflexif, maximum, M . Montrons que M = H
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Tout d'abord, le groupe G/il est sans torsion. En effet, soit K un sous-grompc
fini de G/M o L'image réciproque m"l X) de K par la surjection canonique
ms: G =3 G/M , est un sous-groupe fermé de G , contenant M , et qui est p-
réflexif, puisque m—l(K)/M =K , et que M et K sont p-réflexifs. Donc

m-l(K) =M, et K = {0} . Ainsi est prouvée l'inclusion M 2 H .

On ne peut avoir M # H , car sinon lc groupe M/H serait sans torsion, et p-

réflexif (Proposition 1), contrairement au corcllaire du lemme 1.

La m#ne démonstration montre que, sous 1'hypothése que 'gp ne soit pas p-.
Fourier-injectif, H est aussi le plus grand sous-groupe fermé p-Fourier-injectif

de G .

Par contre, si 5% est p-Fourier=injectif, tout pro-p-groupe G (et donc tout
groupe compadt te. d.) est p-Fourier-injectif. En effet, G est engendré par la
réunion de ses sous—groupes monothétiques (sous-groupes fermés engendrés par un
81dnent,, et un tel sous-groupe, isomorphe, soit & un quotient E/pn‘§ s SOit 2 i%y

est alors p-Ifourier-injectif.

5e¢ Remarques.

Soit G un pro-p=groupe, et soit T 1'aghérence du groupe de torsion T de G .
8@ groupe T ost toujours p-réflexif et p-Fourier-injectif. Dans sa thése de
troisidme cycle [1], lMohcmmed GUERRAOUI posait la question de savoir si le sous-
groupe fermé p-réflexif naximum I , de G, est égal a T . I1 n'en est rien. On
a Mo §>, nais le grouvpe G/% peut cncore présenter de la torsion. Par exemple,

soit G le sous—groupe fermé du groupe A =[] % Z/pn Z , formé des éléments
eN T
X e A tels que nn(prn&J) = prlgg pour tout n , ol I, désigne la surjection
. n . . s m
canonique ’E/p Z,—-}‘g/p %', et pr, la projection A —a,g/pn g o L'adhérence T
du groupe de torsion de G cst formde des éléments x € G tels que pfl(x) =0 .
or G/T Rﬁg/p 2Z o kinsi, le groupe G eost donc p-réflexif, puisque T ot ,E/Rg

le sont.

6+ Conjecture.

I1 va sens dire que les auteurs conjecturent que Zp ne serait pas p-Fourier-
lad

injectif.
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