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SUR UN ENSEMBLE REMARQUABLE DE NOMBRES ALGÉBRIQUES

par Mohamed AMARA

Séminaire 9ELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
6e année, 1964/65, n° 10 15 mars 1965

Nous nous proposons de déterminer les plus petits éléments de l’ensemble fermé

S des nombres algébriques réels supérieurs à l’unité, étudié par C. PISOT. De

plus, nous établirons quelques propriétés des ensembles dermes S , et nous en
déduirons en particulier que S 

9. 
ne possède pas de dérivé d’ordre transfini.

Rappelons que tout nombre 8 de S est défini par la fraction rationnelle :
a

= q entier positif non nul et 1 ,

ayant un seul dans |z|  1 , vérifiant |A(z)|  |Q(z)| sur |z| = 1 .

De plus, les polyn8mes A(z) et Q(z) sont pris à coefficients entiers ration-

nels.

C. PISOT 
a étudié les développ ements ( 1 , 1 q , 1 , ...) , et 

a 
montré que les

éléments de S correspondants sont les nombres 8’ , e’ , et en , respective-
ment zéros des polynômes :

A

Le nombre et est le seul point d’accumulation des nombres 0’ et 0’ , et nous
n n

avons:
, m

Nous noterons par l’ensemble des nombres 8’ , 8’ , 8’ . Nous verrons plus1’ n n

tard comment, à partir de l’étude de C. PISOT a déterminé les quatre plus

petits éléments de S .

Nous dépasserons ses résultats en nous intéressent, en plus de 1’ensemble T1 ,
aux éléments de S définis par les développements ~ 2 ~ I ~ 2 9 ... u , ...),

q 
~ 

q q n

Nous considérerons en particulier les nombres 8n et 0 , zéros des polynômes
P ~z~ et P (z) définis par les relations suivantes : 

n 

.

n n



où P*(z) et A~~z~ désignent respectivement les polynômes :

Le nombre 8* , défini par

A

est le seul point d’accumulation des nombres 0 n et 9 
n 

qui vérifient les inéga-

lités suivantes :

Nous montrerons que la famille des éléments de S 
q 

inférieurs à ~~ e~ - ~’

pour q : 1 ) contient, en plus de certains nombres et (tous les éléments 8’
n n

pour q ~ 1 ~, les nombres 8 et un nombre particulier 6" , racine du polynôme i
n

Nous verrons de plus que les nombres de t qui sont supérieurs à Ù" , ,mais
suffisamment voisins de 0* , appartiennent aux familles des ê et des 0’ (des
~ ~ 

n n

b’ pour q = 1 ). Nous en déduisons le fait que Ù est le plus petit élément de
n

l’ensemble dérivé SI , et de plus que c’est un élément isolé.
q

Tous ces résultats seront basés sur le problème des coefficients, étudié par

J. DUFRESNOY et C. PISOT, d’une fonction f(z) méromorphe dans |z|  1 , ayant
le pôle simple et unique £ dans |z|  1 , et vérifiant (f(z)Î § 1 sur |z|= 1 .

Soit (u0 , u1 , ... , un ’ ...) le développement de f(z) autour de l’origine.
Nous savons que l’on peut trouver deux polynômes E (z) et E (z) , avec E (o)=i

n n n

et E*(o) = - 1 , de degré n tel que, si l’on pose
n

D D*
les développements de n E et n E* coïncident avec celui de jusqu’au terme

n- n n

en z , et ~ue



w et w* étant déterminés de manière unique, et vérifiant
n n

De plus , 9 les polynômes D n ~z~ ~et ont chacun un zéro , et un seul, exté-

rieur au cercle-unité. Ces zéros ~ vérifient les inégalités
n n

Ces résultats sont valables pour n > 3 , et seulement pour s > n > 3 , dans le

cas où la fonction s’écrit

~ f ( ~~ étant dite de rang fini s ) , et certains le restent môme pour n = 1 et

n = 2 ,

Etant donné 8 de S , défini par le développement u , ...) ,
nous formons les polynômes D , D* correspondants, et nous utiliserons les deux

n n

propriétés suivantes :

Première propriété. - Lorsque u , ." , sont connus et que s > n

(dans le cas où e est défini par une f raction de rang f ini s ~ , nous détermi-
nons le polynôme D (z) . Nous en déduirons la valeur de w . Nous devons avoir

n n

l’ égalité entraînant 8 = n .
Deuxième propriété. - Nous formons ensuite le polynôme Dn+1(z) par la relation

de récurrence

Nous devons avoir D n+1(1)  0 , condition équivalente à u § w* , l ’égalité en-n n n

traînant

Si les deux inégalités strictes, et D n+1 ~ 1 ) > 0 , sont satisfaites y
nous avons s > n + 1 , dans le cas où f(z) est de rang fini.



Nous allons maintenant appliquer systématiquement les propriétés des polynômes

Dn(z) et D*n(z) associés aux fractions rationnelles définissant les nombres de

S inférieurs à 1 , zéro du polynôme :

Signalons les inégalités : 1

LEMME1. - La f raction rationnelle, associée à tout nombre 8 de S 
q 

inférieur 
--..

à 1 , admet, au voisinage de l’origine, le développement suivant : t

Pour tout élément de S ,les coefficients un sont tels que u est en-
q n n

tier rationnel, et il en est de môme pour qn un , si u0 = i .

Nous formons le polynôme D1(z) = z . Nous en déduisons que 03C41 = u0  0 j

Comme 0  1  1 + 1 q , nous obtenons qu0  qÙ  q + 1 . Or, par définition méme

de Sq , qu0  Q , il s’ensuit que

Nous déterminons ensuite le polynôme 1 + # z - z2 , et nous obtenons

w2 = u21 2 . D2(z) admettant une seule racine 03C42 vérifiant, pour q J 2 ,

nous obtenons :

Puisque qu1 eet un entier rationnel non nul (car, y si = 0 , A(z) Q(z) , en appli-

quant le théorème de Rouché au polynôme A(z) - Q(z) , admettrait au moins deux
pôles à l’intérieur du cercle-unité, y ce qui est impossible), nous obtenons

mais, si q = 1 , nous écrivons que D~(2)  0 , ce qui donne 1 ~ u  ?_ .



Nous utilisons ensuite le polynôme D~(z) : ô

Pour u. 
= 2 et u2  3 , D3(z) admettrait un zéro supérieur à 6- . En limi-

tant, pour q == 1 ~ notre étude aux nombres 6  6~ y nous obtenons u~ ~ 2 . De

u~
plus y nous avons u~ ~ w~ = -~- == 2 ~ soit en définitive w~ 

= 

u = 2 et 9 = 0’ 

qu étant égal à l’unité, y l’expression du polynôme D3(z) devient

A partir de la relation

nous en déduisons, pour q 2 u >,3 ~ les inégalités

A

Puisque nous limitons notre étude aux nombres de S inférieurs à 9. ~ il s’en-

suit que

u2 1
De plus, nous savons que u~ > w = -1 ~ ~ - , soit en définitive’ ~ 2 ~ 2 2 

2q 
2

LEMME 2. - Les seuls éléments dp S définis par les développements

sont les nombres 0’ y 03B8’n , et 6’ .
Soit = A(z) Q(z) = (1 , 1 q , 1 q2 , ... , un , ...) .

Effectuons sur f(z) la transformation suivante : t



Sur ~z~ Î = 1 , y nous avons

et )f (z)j ~ 1 . D’après le théorème de le dénominateur de après

multiplication par Q(z) , admet dans 1 le même nombre de racines que

Q(z)(q + z - soit deux racines. Or, il en a déjà deux racines en z = 0 ,

donc il n’en a pas d’autres. En simplifiant par z , f1(z) devient holomorphe

dans, et sur y le cercle-unité. De plus, après multiplication par Q(z) , numéra-

teur et dénominateur de sont des polynômes à coefficients entiers ration-

nels, y et le terme constant du dénominateur vaut 1 . Donc, le développement de

Taylor de est à coefficients entiers rationnels, et comme est ho-

lomorphe et borné par 1 dans 1 , il s’ensuit, d’après le principe du ma-

ximum, que

Le premier cas donne @ z q(1 - z2) 2 , qui correspond à 0 = 0’ ; les autres
q - z - qz

cas donnent

qui correspondent à Ù’ pour e = + 1 , et à é’ pour e = - 1 .
n n

Les nombres Ù , définis par les développements (1 , 1 q , 1 2 , ... , u , ...) ,
q 

~ 
n

étant complètement déterminés, nous nous intéresserons dorénavant à l’ensemble T2
des éléments de S définis par (1 , ’ , 2 2 , ...) et inférieurs à ê . q q 

Q 
i

Remarquons que nous avons la relation

Nous en déduisons que, si 6 est inférieur à 6 ~ il appartient à l’ensemble T ~
et un calcul simple montre que les seuls nombres de T ~ inférieurs à 6~ ~ sont

6=9’ , et 6’ . Nous obtenons ainsi les quatre plus petits éléments de S y
à savoir 6’ y 6’ y 6’ y et 6~ , détermines déjà par C. PISOT.

Avant de poursuivre l’étude de l’ensemble T~ ~ nous établissons le lemme sui-
vant :

3. - Soient A(z) , y A (z) , Q(z) , polynômes à coefficients entiers

rationnels tels que :



Supposons que un = u~ ’ ~ pour n  N , et Nous avons alors

tr = q~(u~-u’~) entier rationnel, et il en est de même pour

Les polynômes et H(z) sont à coefficients entiers rationnels tels que

Comme H(o) = q2 9 nous avons = k = q2(uN - entier rationnel. De

plus,

ou encore

Or, Si nous supposons que Q2(z) - Q*(Z) et N > 3 , nous obtenons



soit 9 par identification,

et l’expression de ’~ devient

et il s’ensuit que est entier rationnel.

Soit 9 un élément de l’ensemble pour calculer les polynômes et

D*(z) associés à la fraction rationnelle définissant 9 y nous utilisons

les polynômes P (z) et P n (z) dont les expressions ont été données dans l’in-

troduction.

Considérons les développements en série entière suivants : 1

Soit N un entier tel que u - v pour n  ~J , et u ~ v . Nous voyons que
N > 3 . D autre part, si -- Z - est de rang fini s , nous avons s N o Pour ce-
la, il suffit d’appliquer le théorème de Rouché au polynôme

Puisque N > ,, 3 et s > ,. N , dans le cas où est de rang fini, les polynômes
et D ~ (z) / B sont déterminés d’une manière unique, et admettent sans aucune

restriction les propriétés signalées.

Nous devons distinguer deux cas, suivant que N est pair ou impair.

(A) Premier cas. - N = 2p avec p > 2 .

Il est facile de vérifier que

Il résulte, d’après la première propriété des D (z) , 9 quen



or k - q2(u2p - v2p) est entier rationnel, d’après le lemme 3 ? il vient que
2p 2p 2p

Nous f o rmons ensuite le polynôme

avec = = "2p-l - 
= -~ ’ En utilisant

la deuxième propriété, soit D2p+1(1)  0 , il s’ensuit que

Sauf dans le cas p = 2 ~ où Inégalité k~ = 2 est possible, y l’entier k~ ad-

met seulement les valeurs - 1 et + 1 .

(a) k2p =2 avec p = 2 . - Mais nous avons alors D_ .(l) =0 y et la 2e

propriété des D (z) donne

et un calcul simple montre que

Soit D-(6 ) > - 1 P2(1) > 0 ; il en résulte que D*4(1)  0 , condition équiva-
lente à 0.  T, == 0 . Le cas k2p = 2 est à éliminer, puisque nous limitons no-

tre étude aux nombres 0  0 . e

(b) k2p ==+!.- Dans ce cas, le polynôme se met sous la forme plus

simple :

nous en déduisons : 1



soit, d’après la première propriété,

Nous formons ensuite le polynôme

il en résulte, d’après la deuxième propriété,

k étant entier rationnel d’après le lemme 3, et vérifiant les inégalités
2p+1 

’

nous avons les deux cas suivants :

Si nous exprimons la valeur de D2p+2(z) pour z = 2p-1 , il vient: 1

il en résulte alors les inégalités

Nous éliminons ce dernier en nous bornant dorénavant aux nombres de S infé-

rieurs à 67 .

k~ ~p =-1 . -Nous d’où

Nous formons ensuite le polynôme : 1

Les deux principales propriétés des polynômes D (z) donnent les inégalités: t
n



Les deux inégalités bornant les valeurs de l’entier montrent que

l’étude de ce dernier cas ~ s , 2p + 2 = 6 si n est de rang fini) se pour-
suit de la même façon. Nous obtenons :

Nous utilisons ensuite le polynôme

L’inégalité D 7 ~1~ est équivalente à

et, d’après la première propriété, q ~) (u~ - w..) ~0 ; . ce nombre entier rationnel,
en vertu du lemme 3, y est alors nécessairement nul. Nous en concluons que 6 = T~ y
racine du polynôme D~(z) ; c’est le nombre que nous avons représenté par 0" dans

l’introduction.

(B) Deuxième cas. - N = 2p + 1 , avec p >r 1 .

Il est facile de voir que

et nous en déduisons, à partir de la première propriété,

Nous formons ensuite le polynôme : 1

où désigne le même polynôme que celui que nous avons utilise au début de
l’étude du premier cas.

Remarquons que nous avons u - w2p = 

v- - w2p 
= 

2014r -S201420142014 d’où
~p 2p 2p 2p 2p+ 1



En exprimant la deuxième propriété, soit >, 0 , il vient :

Les deux inégalités bornant les valeurs possibles de l’entier non nul mon-

trent que nous devons examiner successivement : 1

A

En exprimant la valeur de ~~1 + z~ D 2p+2 ~z~ pour z ~ a 
2p 

, il vient :

Nous en déduisons les inégalités

Ce cas doit être écarté, puisque nous avons limité notre étude aux nombres

(C) k =1 . - L’étude de ce cas (où s  2p +2 , quand A(z) Q(z) est de

rang fini) se poursuit toujours de la même façon. Le polynôme admet ici

une forme plus simple, soit

et la première propriété donne

Nous formons ensuite le polynôme D2~~3(z~ , soit



Il en résulte (deuxième propriété) : 1

Les deux inégalités bornant les valeurs possibles de l’entier k~ ~ y montrent

que nous devons examiner successivement 1

~ ~2D+2 ~"3 ’ ~~~ ~ ~P~ 2 . -Le cas p=2 nous donne ~2D+2~~2-D+?’
soit 8 = T = T ~ mais ce cas est à écarter puisque le polynôme q 

n’est pas à coefficients entiers.

Tandis que, si p = 1 , nous pouvons vérifier que

A ~
ce qui entraîne 03B8  T > ô > 03B87 . Notre étude étant limitée aux nombres infé-
rieurs à 9 y cette dernière possibilité est à éliminer.

(~) k~ ~ ~- 1 ~ avec P ~ 4 . - Nous avons alors

A A

ce qui donne 6 > 03B82p  03B88 . Nous éliminons ce cas, en limitant notre étu-

de aux nombres 9 9..
(v) = - 2 (avec s ~2p+3 ~ pour une fraction de rang fini). - Nous

poursuivons notre étude de la même manière. Nous avons

Nous formons ensuite le polynôme :

Les deux propriétés principales des D ~z~ donnent y pour l’entier ~-w~ -]yr~ 2p+3 2p+3

lesquelles inégalités nous conduisent à considérer les deux cas suivants : 1

A partir de l’inégalité



nous en déduisons que

Nous écarterons ce dernier cas. en nous limitant aux nombres de S inférieurs à
~ q

’14 -
L’ensemble de ces résul-ta-ts est résume dans le théorème suivant : i

* ~ ~.

THEOE’J’-IE 1. - Les C de Sq , > inféricurs à 6.. ? et n’ appartien-
nent pas à l’ensemble T . sont les nombres 9 y les nombres 6 où y

le nombre Le nombre 03B8* est le seul point d’accumulation des nombres .

Nous allons poursuivre l’étude de l’ensemble ferme S par l’établissement de

quelques propriétés de ces ensembles dérivés successifs 
q S (~) . R. SALEM a montré

que, pour q = 1 , les (r sont .iot;i- non et il en sera encore

de même pour q ~1 .

Etant donnée une suite 8 de C tendant vers 03B8 , nous lui associons la fa-
" 

mille des fractions rationnelles A (z)  définissant les 9 . Nous savons aueQ ~ 
L’~

cette famille est compact 3. Nous pouvons aL-ors extraire une sous-suite tendant

vers la fraction rationnelle 2014?2014L(- y ayant 2014 comme unique pôle dans jz) l  1 y

et vérifiant les conditions pour que 9 e S 
q 

.

Désignons respectivement par T et T les valeurs moyennes sur )zj = 1 de

J-20142014J et |A (z) Q (z)|2 . Si nous introduisons les développements en série :
’%B ~ / Q . B. ~ /

nous obtenons y pour 1 et T , y les valeurs suivantes : 1
~

En raison de (1), do~~.ué ~~ nombre positif., nous pouvons déterminer un

entier N tel ~ue ~ 1



Les y tendant vers y , quel que soit n , quand  augmente indéfiniment,>,n n ’

on peut déterminer un entier m tel que, pour  >m , on ait: t

d’où, en tenant compte de (2),

Choisissons pour ~~ une valeur assez grande (et nécessairement supérieure à
m ) pour que 

t 

M désignant un entier plus grand que N . Nous en déduisons, à partir du lemme 3,
que

Comme, de (5) et (5’), la relation (3) devient :

tandis que la relation

conséquence de l’inégalité (4), entraîne : s

les relations (2) , (6) , et (7) conduisent à l’inégalités

En faisant tendre  vers l ’infini, et en remarquant que 03B3 ,0 tend vers 03B30=1 2nous en déduisons >, 0 ~



LEMME4. - Soit une suite 6 de S tendant vers le nombre fini 0 . Une sui-

te partielle extraite de la suite A (z) Q (z) tendra vers A(z) Q(z) , et pour cette suite

partielle, y nous avons :

Nous en déduisons le théorème suivant :

THÉORÈME 2. - Si un nombre 9 appartient à l’ensemble dérivé S(n) , il existe

un polynôme A( z) à coefficients entiers tel que A(o)  q et sur jzj 1 = 1 , nous
avons |A(z)|  |Q(z)| , la valeur moyenne de |A(z) Q(z)|2 étant au plus égale à

1 il .

La démonstration se fait par récurrence. La propriété étant vraie pour n = 0 y

nous la supposerons aussi vraie pour n = h ~ et nous l’établirons pour n = h + 1.

Si 6 appartient à il est limite d’une suite 6 de S(h)q . Les frac-
tiens rationnelles 2014~2014r , associées aux 8 y donnent des valeurs moyennes

~ 

T ~ 1 - 2014201420142014T- . 
Nous aurons donc :

’ (~)4

et, d’après le lemme 4, la valeur moyenne de la fraction rationnelle @ asso-

ciée à la limite 8 vérifie

Dans les hypothèses du théorème 2, nous avons y en particulier, 1 - 2014S2014 > 0 ,
ce que nous pouvons énoncer sous la forme t

COROLLAIRE. - Le plus petit élément de l’ensemble S(n) est supérieur à n1/4,
et par conséquent augmente indéfiniment avec n. 

’ 

q q

Il n’existe aucun élément qui soit commun à tous les éléments dérivés d’ordre
fini.
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