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3émiraire DELANGE-PISOT 501
(Théorie des nombres)
lre année, 1959/60, n° 5 7 mars 1960

THEOREMES MéTRIQUES SUR LES FRACTIONS CONTINUES

par Hassan SAFFARI

Rappel des formules et notations employées, - Une fraction continue

gtéerit
a:[aogalyaz,.u:]

les &y, entiers >0 g ag >0 , s'appellent éléments ou quotients incomplets.

La fraction continue finie

Py
[aO 539 9 8 5 eeo ak] ='a£

s*appelle la k-ieéme fraction convergente et la fraction continue infinie
[ak ; ak,:,]_ 2 912 9 000] - Ink

le k-iéme reste ou quotient compiet. Soit 2, =T, =& 0L 2z, < 1 .0nga

L 1 _ 1
D81 Y el Thet
anz[rn] .
On a
Pe =8 Py * Pp Pop =855 Py =1
avec

Q. = ak qk—l + % 2 qq = 1 > 4 = 0
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Y Pt = P Gy = (= 1)

4Q P, =p ., = (-1,
% P2 ~ Px %p k
p r, + D _
k-1 "k " P Clk>/z(kl)/Z’ k> 2
qlr T T )
1 > o .._p.lf .
qk i1 qk qk(qk-{-l + qkr

l. Fonction an(a) .

Je considére 1l'ensemble des nombres réels o (modulo 1) et leur développement
en fraction continue qui est de la forme [0 8 5 8 , ess] o Chaque é1lément &,
est une fonction du nombre o que jiappelle a (cx) « On va étudier sommairement
la nature de cette fonction. Tout d'abord a; (a) = [-—] , donc on a

. 1 1
a,@) =k (entier) pour Frr<e<p

1
done la fonction a, (@) est constante dans chaque intervalle )m , kI et
est discontimue pour toute valeur de o ot é- est entier, et, pour a - 0 s
a, (@) tend vers 1'infini, Nous appellerons intervalle de rang L tout intervalle

i N
1-{-—1-_:< AL g ol a (@) est constante (1'intervalle (0, 1) s'appellera inter-
valle de rang 0 ), on a

Mg

L s 1 1 1
/s al(“)=k§lk(lz“m)=kﬁm=°° o

Pour étudier la fonction a,(@) , considérons 1'un quelconque des intervalles de
1

k + l/r2

1 1
reang 1l m<a\<-k-.Dans cet intervalle a8, =k , donc a =

1L S, <o et 8‘2‘[r2] quand r, variede 1 & o , a crott de Tc—i“T
jusqu'ta T et parcourt 1l'intervalle de reng 1 considéré, donec & =1 pour

1
« Ainsi chaque intervalle de rang 1 se subdivise en une

a <
N 1

k'l'r k+m

infinité dénombrable d'intervalles de rang 2 ; et la fonction croissante a, (@)
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est constante dans chacun de ces intervalles. L'ensemble des points pour lesquels
ona a, =k est l'union d'une infinité dénombraeble d'intervalles de rang 2
dont un seul est compr’s dans chaque intervalle de rang 1 , il en résulte que
chaque intervalle de rang 1 es% défini par une seule relation a; = k1 tandis
que chaque intervalle de rang 2 sera défini par deux relations a; =k, ,
Supposons de fagon générale les fonctions a(a) , az(a) s sse o an(a) ainsi

définies, alors chaque systeme de valeurs
(l) a].:kl’ azzkz,oooa a.n'_':kn

définit ur intervalle Jn de rang n ., et un nombre quelconque o de cet inter—

valle se représente sous la forme
(2) a = [O » kl ’ 1{2 sy ©co g kn 9 I‘n+l]

ou Trel varie de 1 & « « Réciproguement pour L) arbitraire la relation
() montre que le nombre a appartient & 1fintervalle In défini par les rela-
tions (1). Comme an+l(a) = [rn{l] > J, se subdivise en une infinité dénombrable
d‘intervalles de rang n+ 1 , et an+l(a) est un entier constant dans chacun

de ces intervalles. On a

o = Pp Tnet * P
A Tnel T Gpa1

et quand r_ , crottde 1 & =, a parcourt tout 1l'intervalle I considéré,

tandis que Py s> 9y 2 Ppop s 9y restent constants. La fonction étant monotone,

. P Pn ¥ Py
en faisant r_ , =1 et o, on constate que les points — et ———— sont
n+ qn qn + qn_‘l

les extrémités de Jn o On a

@ est fonctZon monotone de r_,; dans l'intervalle (1 , ») , réciproquement
Tl et aussi & il sont des fonctions monotones de o dans 1l'intervalle Jn »

donc, quand a parcourt J (@) parcourt respectivement les entiers

a
n ? n+1l

1,2, ¢ea et subdivise J, en une “=finité dénombrable d'intervalles Joel 3

cette fonction est déeroissante pour n pair ot o~ cgarn = om0 Somaies
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2. Un probléme,

Le premier probléme métrique qui se pose est de trouver la mesure de l'ensemble
des points de 1'intervalle (0 , 1) pour lesquels on a a, =k, c'est 1'union
d'une infinité dénombrable d'intervalles de rang n . Noue -trouverons au mméro 6
une formule -asymptotique pour cette mesure, pour le moment nous allons résoudre

ce probléme dans une premiére approximation.

D'y Dy p eee ng .
k ) ltensemble des points pour lesquels on a

R 3
a . =k , an‘2 =k, 5 eos a, =k ( n, et k, entiers et les ng distincts);

c'est une infinité dénombrable d'intervalles ; en particulier E(I]; ’ 21‘2’ e m
l ’ ’ [ X N} ’ n

Soit E(

est un intervalle J, caractérisé par les relations

aizki (izl’zye'.,n) ]

On a la relation évidente

@ nl s Do b n‘e’-l (] nz 9 n£+l s 0o s ns
I e 7 A % I B L R

kz-_-l

nl 3 v L] no-l ’ n2+l 9 s ] nS)
kl b LA s kz-l , k2+l s L LN ] , ks

La notation ME représente la mesure de 1l'ensemble E . Cela posé, considérons
dans

1'intervalle

J(s)

=132"“:
n+l

n
by Ky, eee , ko

n+1
B( rnrh

Pp Tna * Pt

Un o de Jn se représente sous la forme a = s et parmi eux,

r +
) . (S) qn n+l Ul
ceux qui appartiennent 3 Jn+l sont caractérisés par s < Tl <8+ L ce qui
P, 8+ P pn(s + 1) & Py

nous montre en particulier que les points —— . D=L et
p q P qn 8 + A qn(s + 1)+ 91

les extrémités de 1l'intervalle Jéf% » Donc

sont
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1T = Py Pyt P _ 1 _ 1
na, 9yt A ala, Y ag) 2 Al
(1« 2oy
n 3
n
(s) lp 8+ D _ | D, (s + 1) + Pooif _ L
n+1. ]qn S + qn 1 qn(s R Q. l' (1 qn_l)(l qn_l
*n 5y sqn
Ap-1
(s} 1+ n
mJn+l 1 « qy .
n _S‘z- (l n-l)(l _1_+ qn’*'"]-)
N 54, 5 Sq,
Comme
L “n-1
q
1+q“"'1<2, Lele 2tog ....__c.l.n_._;l 9
+ -Ea;
on a
1 mJ(Si 2
4) ey <:"ﬁ%Ft'<:"'
3s - n s‘
ou bien
JJ 2T
n oqprl®) <
E;;T n+l 2 ’

une sommation sur tous les intervalles Jn entraine

(5) —y<m®? )<,
3s s

.o

cette approximation qui est, bien slr, trés grossiére a ceci d'intéressant que

ses deux bornes ne dépendent que de s et non pas de n .

3« Applications,

THEOREME 1 (BOREL [2])s - Lfensemble des nombres de 1'imtervalle (0, 1),

dont les éléments (ou quotients incomplets) sont bornés, est de mesure nulle.
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Jd'appelle Ey l'ensemble des nombres dont les éléments sont bornés par M ,

Jn un intervalle quelconque de rang n dont les points vérifient les relations

(6) a; <l (i=1,2, «es , n)

et Jl(llﬁ 1'intervalle de rang n + 1 de Jrl pour lequel on a de plus an+ L= k o

D'aprés (4), on a

a5 L g

> v
ntl _3'1'{2' n

k) _ 1 1 1 < 1 1 “ du 1
m.‘;J(>Jrch>;mZ > M/ = e T o
Y ntl 7F nk;Mkz Kl n o (M+i)z T n /Msl uZ 3N+ 1) "n

¥ o) _
Comme JZ Jn+l_Jn9

k=1

(7) n 2 gk

1
U — l - < l o
ou P T Iy
Soit E(n) 1'ensemble des nombres de (0 , 1) caractérisés par (6). Comme on

a Eb(qml) c El\({n) 1'inégalité (7) entrafne

n+1 . o{n R oin=l) D g (1)
]EI )<53'Kh(ﬂ) < ﬁ E:\ < see < ﬁ JTEM o

Ly

Si n-» o, ona JTEI\%H)—yO;maiS EMCEISIn) », ¥V n, done JIEEI_r:OoMaiS lienw
gl

semble E du théoréme est U By » done TE =0,
M

THEOREME 2 (BOREL et F. BERNSTEIN) [2], [1], ctapitre 5. =~ Soit ¢(n) une fonce
xQ
tion positive de la variable entiére n , alors, si 2 TEy est divergente, la
n=1 ¢

relation

(8) a =a (@) >¢(n)

est vérifiée pour presque tous les nombres o wune infinité de fois. Réeiproquement
<o
si la série 2 SET est convergente, 1'inégalité (8), pour presque tous les a ,
£os s DL . .
n'est vérifidl qu'un nombre fini de fois au plus,
o o]

Remarque préliminaire. - Si on pose ¢p(n) =M = Cte , 2 é: © o et on re=
n=1
trouve que 1'ensemble Ey du théoréme 1 est de mesure mullea
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Soit J_ .~ un intervalle de rang m + n dont les points vérifient les rela-
tions

(9) a s <o+ i) (1=1,2, «ea ,mn)

(nous n'imposons aucune condition 3 8 9 8 5 eee 5 A Yo

Alors comme pour le théoréme 1, on trouve 1'inégalité

L 1 .

Y (k) _ .
T J <[t LT om + 8 +0))°  “min

Soit E_ = l'ensemble des nombres de (0 , 1) qui vérifient (9), alors une som-
t4
mation sur tous les intervalles de rang m + n vérifiant (9) entrafne

<{1 L } mE

TE T3 FemF nF)) Tmyn

myn+1

et 1l'application successive de cette inégalité entraine,

n
1
<7 1 - e .
mm,n Em,l :'EQ ¢ U+ 9lm + 1))}
© prac 1

s done si n » e,

G4 Z = o i C ™
i 2 TGy y il en est de mBme pour iﬁé TP ET D)

1

(2 - 3(T+ olm + 177} 0

e
b=e

donc

JE O 8i n ©
m,n - Si - 0

Les nombres pour lesquels a . s <¢(m+1i), V i, appartiemnent & Em,n )
V n, donc 1l'ensemble EM de ces nombres cst de mesure nulle. Soit enfin
E=E +B + Ey+ «eoy, ona T =0 . Mais tout nombre, pour lequel (8) n'est
vrai qu'un nombre fini de fois, appartient & un EM pour m assez grand, donc
la premiére partie est démontrée.

©o

. £ . l » ’
Supposons maintenant la série 2 TET <o, on a, avec los notations précé-
n=L

dentes, d'apres (4)
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(k 2 5
mJn+2. <_z'mJn
k
donc
m ZJ(ki <oms_ 2 <2;rm 3 L
k>p(n+l) o+ k;p(n+l) 1.0 {o(n + 1) + :L}

47
n

<21 { n+ 1 +'/¢(n+l)'72} “emE Iy T

Si F, est 1'ensemble des nombres de (0 , 1) pour lesquels a_ > ¢(n) , une

N - ’ 0 rd T 4
sommation de la derniére inégalité sur tous les Jn entrafine %Fn*l < FEFIV

et ceci montre que les mesures des ensembles Fo, Fé s eee forment une série
convergentes 51 F est 1'ensemble des nombres de (0 , 1) qui appartiennent 3
une infinité d'ensembles F yona JF =0, mis F est l'ensemble des nombres
pour lesquels (8) est verlfwee une infinité de fois, et la sgeconde partie du
théoréme est démontrée.

4» Bstimation métrique de la croissance des dénominateurs des fractions conver-

gentes,
PARAPOIA e

P v
THEOREME 3 (KHINCIN [8]), -~ Il existe une constante absolue B telle que, pour

h assez grand, on a presque partout

= qn(a) < exp Bn -

& T D . "‘l . 0
Rerarque préliminaire. = On sait que 9, > 2(n )/2 » donc il existe une cons-

tante a telle que a < qn et, d'aprés le théoréme 3, on a, pour n assez

grand, V q, < A (A une constante), donc on a presque partout

a < J'a; <A .

v
En effet il existe un théoréme beaucoup plus précis (KHINCIN [11]) d'aprés lequel
il existe une constante y telle que, pour presque tous les a ,

n

Va, »v (n - «) H
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mais la démonstration de ce théoréme est trés longue et trés difficiles

Soit En(g) (n>0, g>1) l'ensemble des nombres de (0 , 1) pour lesquels
ona a; ay .o 8 g (c'est un systéme d'intervalles I ) , 1'inédgalité
Oy > 8, 91 = 4, >8 2 4 ees 2y 8 , donc on a, pour le longueur de 1l'un

de ces intervalles :

pn pn + pn—l 1 < 1 < L
a. - + = (q_r1 *q, l) -z 2
Y 9 Gl G\G - a, (an & 1 eee 3 al)
done
(10) T () < L - . ‘

n

1 1 n
1 —_—
( *ai)—*‘(—"ryaiai+ SK a.”(rrry

1
— =
ai 1:1

n a. +l dx +1 a +l dx, vee dx
_ s i a* % n 1 n
=2 1ﬂ / ot =2" / / oo —_—

a,
1 Xi ]- 2 an Xl eee }Cn

donc

B

b S VA P N
ala.ze..,a>g 1_12 ng)

i
dX, eee dXx
ou Jn(g) est 1l'intégrale n-uple // «vo / L 2 sur le domaine
X]. saes Xn
Xl>/l (i:l,Z,...,n), X 2...)(: /g .

Pour g <1l , ce domaine est 1 < x:<°° (1:1,2,...,1‘1) et

n
I e) =1/ ;dg} =1 (g$1) .
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Pour g >1 , on montre assez facilement par récurrence que

_ (Log g)t
J_(g) 5 1Eo —y—

done

Posons maintenant g =exp &n ( A > 1 constante)

n-=1 (A”l)l
Z‘TEn(exp An) < exp n(log 2 = A) Z .

(An)"

En remarquant que chaque terme de la somme est plus petit que . et en ubtie
lisant la formule de Stirling pour l'estimation de nl , c; et ¢, étant deux

constantes absolues positives, on aura :

n(An)"

n- exp(= n)

() 7€ (exp An) < exp n(log 2 - 4) (A n) < ¢, exp n(log 2 - A)

<o, Vn exp(~ n(& - log 2 = log & = 1)) 3

2

choisissons A assez grand pour que A - log2 - logA = 1 >0, alors (11)

entratne : 2 JITEn(exp An) est convergente, c'est-d-dire tout nombre de (0 ,1)
n=L
est, seuf pour un ensemble de mesure nmulle, au plus, 1'élément d'un nombre fini

d'ensembles ‘En(exp An) . Cela signifie que, pour presque tous les nombres de
1'intervalle (0 , 1) , on a, pour n suffisamment grand, a; ees a <exphn,
Mais
n
qn <28.n qn—l <2 an an_]_ tooazal

donec on a presque partout, pour n assez grand,

qn<2neprn=exan (B=A + log 2) o
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5. Théoréme fondamental de la théorie métrique des approximations.

THEOREME 4 (KEINGIN [7]). - Soit f(x) une fonction contimue positive de la
variable positive x , telle que la fonction =xf(x) est non croissante, alors

1'inéquation

f(q)
12 a_£<_..__.
(12) } ql a

posséde, pour presque tous les nombres o , une infinité de solutions en nombres

entiers p et q (g >0), quand 1'intégrale

(13) Jo© £lx) ax

est divergente. Réciproquement 1'inéquation (12), pour presque tous les @, ne
posséde qu'un noubre fini de solutions en entiers p et g si 1'intégrale (13)

est convergente.

Remarque l. - D'aprés le théoréme 4 par exemple les inéquations

1 1
la—£l<_2.._...._. lo - 2| < , ete.
< log g 4 ¢ 1log q log log g

ont presque partout une infinité de solutions, tandis que réciproquement

la = 2| < -2——-jﬁ3¥;-— pour tout € >0
T q 1g " g

n'a presque partout qu'un nombre fini de solutions.

Remarque 2. - le théoréme 4 de Khintin peut 8tre généralisé, moyennant quelques
restrictions sur f(x) , aux cas des approximations simultanées et méme eu cas
des approximations simultanées non homogénes ([4], [5], pe 120-~132, [9]).

Cas de divergence de (13). - Posons

¢(x) = exp Bx f(exp Bx)

ol B est la constante du théoréme 3. On a, en posant u = exp Bx ,



/ (x)dx_-B/exPBAf(u)du => /aAcp(x)dx pour A >a >0

(o]
et A -+ est divergente ; comme ¢(x) est non croissante, 2 ¢(n) est aussi

divergente et, d'aprés le théoréme 2, 1'inégalité

1
ai+1 >/(p(1)

est vérifide presque partout pour une infinité de valeurs de i et on a, dans

tous les cas de validité de cette inéquation,

P .
(14) - gl g s e ) ;
I P

mais, d'aprés le théoréme 3, on a, pour 1 suffisamment grand, presque partout

: . . 1 s
q; <exp Bl , soit 1> Ongl , donc, pour i assez grand, (14) entraine

log as
Pl (P(—-—B—-——) f(q )
o - ——i \< vl o .
i qg i

Cas de convergence de (13). ~ Dans ce cas 2 f(n) converge. Appelons B
n=l
1'ensemble des nombres de (0 , 1) qui, pour k entier choisi, vérifient

f(n)
n

la--lél <

En est une famille d'intervalles de longueurs 2fr(ln) centrés aux points
1 2 -
S F cee =1l ainsi que le s deux irterralles (0, flgn)) et (1 mf?gf_)_ s 1)
done

TE < 2f(n)
clest-d-dire

o

2 B

n=l B

est convergente j ceci signifie que presque tous les o de (0, 1) appartiennent,
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au plus, & un nombre fini d'ensembles En s tu bien presque tous les a de
(0, 1), pour q entier >0 assez grand et p entier quelecinque, vérifient

p; . fla)
e

6. Un probléme de Gauss.

Le probléme suivant posé par GAUSS dans une lettre & IAPLAGE, datée du 30 jan-
vier 1812, est, au point de vue historique, le premier probléme de la théorie

métrique des fractions continues.

Soient

a:[O;al,az,..a,an;oo.] ?
ﬁ#a)z[ﬁn’ 8.1 s B aes) ’
zn:I'n-an

et mh(x) la mesure de l'ensemble des o de (0, 1) pcur lesquels on a

zn(a) <x o GAUSS éerit qu'il a pu démontrer
(0gx<1) y

mais dans la méme lettre, GAUSS éerit qu? ses ifforts pour trouver une bonne

. s ops log(l + x 4y <
estimation de la différence mh(x) ""‘%EETZ*“" , pour n assez grand, ont &té
infructueux. Bien sfir GAUSS nc parlait pas de mesure mais de probabilité, ce qui

est évidemment la méme chose.

Mais la démonstration de GAUSS ne fut publide nulle part, et le théoréme resta

sans démonstration jusqu'en 1R8 ol le mathématicien russe Ro O. KUSMIN trouva

une démonstration, ainsi qu'une excellente estimation pour ﬂ%(x) —-}9%é§i§3§l c

On peut remarquer d'abord en utilisant la relation évidente

2 :—..__.._1...__._._ (l

n-_a + 3
n+l n+l

<

Lay (entier) < =)

que les fonctions My(x) , M(x) , oes , M (x) , «u. vérifient 1'équation fonce
tionnelle
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I M@ -% e} Osxgl, nz0)

(CAUSS avait déja signalé que la fonction p(x) =C log(l + x) vérifie la rela~
. S !
tion ¢(X) = kii {@Qg) - ¢VE—;7§)} .

La dérivation formelle de (15) entrafne

2 1 1
(16) wo(x) = 2 e T )
ned k=l (k + x)° DE+X
mais on voit facilement en remarquant que mb(x) =x , done m%(x) =1 que la
série du sccond membre de (16) est uniformément convergente et qu'elle représente
donc une fonction bornée et continue. KUSMIN a utilisé la relation (16) pour dé-

montrer 1a formuile de Gausse

/ \
THEOREME 5 (KUSMT). = Soient f,(x) , (%) 5 eoe £ (x) , eco une suite de
fonctions réelles définies sur (0, 1) et vérifiant la relation

(17) e F L sl (o

et telles que, pour 0 < x <A, onalb

0 <fy(x) <M, | lryx) | <p
on a alors
. a
In(_x) = OA exp(- An) (0L x< 1)
ol

1 1
S s jg fo(2) az le] <1

A est une constante absolue >0 et A une constante >0 qui ne dépend que de
M et de oo

La démonstratior repose sur les quatre lemmes suivants (on trouve la démonstre~
tion détaillée de ces lemmes dans [12] et [14], p. 396.406) .
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IEMME 1, = On a, pour n >0 quelconque,

qn +an_l (qn + an-l).?.

n

23] -
(l ) fn(X) = Z fo(
() , .
oh 2  signifie que la sommation se fait sur tous les Jn ou, ce qui revient

au méme, que 81 9 8 4 eee, a  parcourent les entiers de 1 & 1'infini,
LEME 2,

(19) 22 ()] < 5.1.1:_‘:5 + 4M o

. t T .
LEMME 3, = Si < fn(x)<m (0gxg 1), ona aussi

% P
Trx <Tp1® < == g

IEME 4, - /Ol fn(z) dz =/Ol fo(z) dz , v n.,

Démonstration du théordme 5. - fo(x) , étant dérivable, est continue pour
0L xL L, elle admet donc, sur cet intervalle, un minirum > 0 que j'appelle

m ¢ La relation m< fo(x) < M entratne

m e 2M . g G
TRy < i‘o(x) <145 Ou bien == < fo(x) <
ol g =£. ~ G=2M.

Posons

) =060 - ly

la fonction F(x) =T‘§"3€ vérifie la relation

® 1 1
F(x) = 2 F(.E____ ——
k=L * x) (k + x)?

donc la suite des fonctions QDO(x) y soe o <pn(x) » cse vVérifient (17) et par
suite vérifient aussi (18) (lemme 1), et on a
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(1'1) 1 P, + Xp, 1
= Z P G . :—‘P..._..___.I_‘lf_.
q,n(X) 90( ) (qn + an_l)A' ’ : 9 * X
mais
(PO(U‘)>09 qn+an—l\<qn+qnml<2qn
done
p @ i
(20) ‘Pn(X) > & <P0ku) qn(qn — qn,.lj
mais on a aussi
(n)
11 1 . 1
ot u' est un point de (i: . (I:z : z;l:i) done
1,1 , (@) . 1
(22) (Pn(x) "2‘/0 (PO(Z) dz > z Z { (Po(u) “(Po(u')}

9N, v a )

Comne l(p(’)(u)l\< lfc’)(x)’ tg<p+g,

)=o) <(prgduemu’) <oy B8  Btg_ p+g
199 9ot < (u a,(lq +q ) qu on=l

et (22) entratne

1,1 B+ g w4+ g
(Pn(x)>2'/o (PO(Z) dz "’-—Ei-_l-'-——-ﬂum-z—ﬁ-_

1 1
2:2._/0 ¢o(z) dz > 0

done

~n+1 g
g P+rg g+l ~2 (h+g) . ©1
fn(x)>-1_.__..+x+t- ¥ > e = o P
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. G
Les mBmes calculs avec les'fonctlons qh(x) = - fn(x) entrainent
~n+1 G
G-+ 2™ (pyg) 1
fn(x)< I+ x T+ x
1 1
2 :2_./0 tpo(z) dz >0
et pour n assez grand on a
g<gl<Gl<G
et
G, —g, <G-g=(t+ )2, q)
mais
1 flGeg . _ log 2
Lot =y Jy T rtar = (G- g) 2B
. donec
G, - g <(G-g)d+ 2™ 4 g)
§=1.2082 <
z ]
Ainsi on a
8 Gy
m <fn(X)<m avec lfl!l(X)! <H1 (lemﬂle 2) 3

on peut donc recommencer avec fn(x) au lieu de £, (x) , et on trouve

& Gy

% <L, <%

avec
gl <g2 <G <G,:

42 K
G =gy <3G - g) + 27 (1 4 G) .



5.18

Au bout de r opérations on trouve

Bl <8p <0 <Gy
(23) {
G - < &(G - )+2—n+2( +G_ )
r~ &r r-1 ~ 8p1 Pl * Mo

\

et on a, pour n assez grand ;

- _HF M
“r—gx'—rl—-?+4li<5M V r

(23) entratne alors :
Gn -g, < G - g)én " 2—n+2{ (p + 21\'1)6n"1 + ’7M§n"'l + '7M§n'2 + eee + M}
done

Gn ~ &y

< B exp(~ An)
A >0 constante absolue et B >0 ne dépendant que de M et K donc

1lim B =limg =a
n n

N o0 -0

et on a
(24) lfnz(X) - 1=l < B exp(~ An)
done
/Olfz(z) dz » a log 2 (n - )
n
et
a :1—0—;-2-[01’ fo(z) dz (Lemne 4) .

Soit maintenant n2 <N < (n+ 1)2 s (24) entratne
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a =~ 2B exp(- An) a + 2B exp(- An)
I F X <fn2(X)< I +x

done

a + 2B exp{~ An)

2 = 2B exp(- An)
I+ x

L+ x

(lemme 3)

< fH(X) <

donc
| £4(x) = o] < 2B exp(= M) =& exp(~ Mn + 1)) < A exp(~ M) ,

A =2B exp A . On peut choisir A assez grand pour que cette inézalité soit

vraie V N>0,

Posons en particulier

£, (x) = m (x) (0 £x<1L)
fo(x) =1
et on trouve
1
(25) ! (x) - Tzl < A eml- W n)

done

ENCOR leg%g_ﬁl < & exp(~- W/n) ‘

Application. - On peut appliquer ce résultat pour calculer mE(;) c'est-a~dire

le mesure de 1'ensemble des nombres pour lesquels a_=k , on a alors
-k

L

1
F7T < gt S
done
n 1 1 L/k
TG =my () - g o) =/l/(k+l) m' g () ax

(25) entratne done
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1
logll + E(T{—-—Z')}J- A
(26) JTE(E) - Tog 2 i ' < EETIT exp(-= Wn - 1)

done

L
1
TE (D) - tost ! + XET 2y (n - w)

k log @

Généralisation.

THEOREME 6 (KHINSTN [10])s ~ Btant domnds les entiers > ¢ X

nl<n2<...<n,0<1v1,c’_‘_l et r , Ty 5 cee 3 Ty T
quelconques, il existe deux constantes absolues > O s A et A telles que

T Ty g ese s Ty, Ty, logll *m}l
nl,nz,...,nt) - Tog 2 I
I‘l,rz,...,rt

ity

e (

Soit un J,  fixe défini par les relations

k
al-'-_—rl, 8.2':1"2,“.,31{:.'{'1:

et soit Mn(x) la mesure des nombres de Jk qui vérifient en outre la relation

Zk+n <X ona

1 1

TT% <onel <3 ( r entier arbitraire) .
Ceci entrafne
MG = 3 M eu L)) (w1, ogxc 1)
n - ne-1 r) Nl ‘T ¥ X "t S AR

r=L
donc les fonections Mc')(x) R Mi(x) y oee Mx'l(x) vérifient (17).

Soit a wun nombre de Jk , On a
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Pk Til P Pt T Py
Be Degr + Her Yt P Gy

+
"' —-1 .
donc, pour 2z, < X a varie entre -EE et EEL—-ng- + ce qui entrafine
: k ’ G Q ¥ Xy
p * XPy1 <
(27) Mo(x)z_.lﬁ.,kafYk l ( fx ) .
Ge Yo T Fhor GG Xy
Posons
W(x)-?ﬂ@( Pt e T ) () h>0, 0g=xgL 1)

rl 9 I‘2 b Guvoe s I‘

mais

mE(l’2?°“3k:): i ):Cte
TLoo Tpoy oee 5y 1" gl G

donc les fonctions né(x) vérifient aussi (L7) et on a

(ql’ + qk—-l )X

Nalx) = —— — ni(x) =
0 qk + qk 1 * 0

donc

r_ ., ;
o <ni(x) <2 Ini(=x)| < 4
ce qui monre que les conditions du théoréme 5 sont vérifides. On peut donc trou-

ver deux constantes absolues A et A telles que
1
Mh(x) 1

(l_p,‘dpveo,k\:(l'PX)lng
rl .( r2 p cCeae , I‘l{'

np(x) = + BA exp(- AWVn) le] <1

r étant un entier naturel quelconque, une intégration entre les limites “1;17
1
et - entraine
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1 1 1
L e —— l:.
W -G et ‘rEeEy), s exp(~ M) , || <13
m(l,a,...,k)“ Iog 2 r(r + L) ’
I'l ’ 1'2, v I'k
mais
1 1 1,2 eee o K k+n+l1
1 - - ’ ’ s ’
%%)B%r+ﬁ—@g T, 4 eee 4T 4, T )
1272 ? "k
done
mE(l 32 45 000 3k, k+ns+ 1)

I'l,I‘Z: LA AN ,I‘k, I'

: 1
Jogi L N
_ og{ + Eq377727J . et & eXp(f_AVED) TE ( L ,2, ¢ 5k )

=t Tog 2 rir+ 1) Ty s Tp 5 eee 5%

En faisant une sommation des deux membres entre les limites 1 et o sur un
certain (arbitraire) des nombres Ty s Ty 5 eee 5 Ty OB fait disparaftre les
indices correspondants, tandis que les élémehts essentiels de la relation ne

changent pas et on trouve le résultat cherché.

7+ Valeurs moyennes.

THEOREME 7 (KHIﬁéIN [10])s = Soit f(r) une fonction non négative de 1l'entier
naturel r , telle qu'on puisse trouver deux constantes positives C et & véri-
fiant

f(r) < Cr(l/2)_6 ’
alors pour tous les nombres de (0, 1) , & l'exception, au plus, d'un ensemble

de mesure mulle on a :

1
n o log{l + }
(28) lm— 2 fla) = 2 £(r) (T ¥ 2)
Nl el % =) r log <

Posons

fo" tle) ax=we, g {o(w) - w F aa =y



53

1 3 | )
Jo  {£(a) ~w He(a) ~uw}da=g, , ki {£a) ~wl=s(d 3

on a
- oo o 120
for 1£(a) F da = > @) F m) < 2d 2 iy=0  ftapmds (5)
Ir= Ir= r

by = /Ol {f(ak)}z da - ui <0

et 1'inégalité de Schwartz entraine

(29) W, = fol f(a,) da < /Ol{f(ak) F da <o,

et pour k> 1

(30) gy = /Ol £(ay) £(a) da - u; u = ) ;Z:l £(r) £(s) ﬁiE(li, , 1;) -y U o

D'aprés le théortme 6 et la relation (5) on a

L
CON I i G ()| < homl Ve o1 - 1) ()

Tog 2 s(8 + 1)

< % exp(- Wi -1 - 1) me(d) mm ()
et

Logl L L ]
) mE(l;)- ogl * 3G S.+2"‘<A exP(-Mk-l)<3Aexp(-7\r-l) JTLE(IS{)

log 2 s{s + 1)

;
mltiplions les deux membres de (32) par IE(;) et comparons avec (3l) on trouve
5

72 D) - 1) m()] < 6 exp(- WETT - 1) () mm ()

alors (30) entratne
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5 o k
lesy = r,é:l £(r) £(s) E(C) T() + v, w |

<6 exp(- METT D) 2 rr) £(e) ey mm()

r,s=L

En remarquant gue

r,%:l £(r) £(s) JKE(i) mE(IS‘) = u, w

la relation (29) entratne

(33) gl < 6 exple Wk =1 51) u u <60, exp(-Mk=1-1)

(29) et (33) entratnent pour n> m> 0 ,

1 2 T, &, 2 n 2
(34) fo (s, = sm) da = /O {k:il kf(ak) - uk)} do = kﬂil /OJ{f(ak'- uk} do
+ 2 § 5-1 /Ol {f(a, -u.)}{f(e.k—u )} da = § b, +2 2%1 2%1 g.
$oml keiol i1 k kemtl 5 fomel kedel 2K

n n

< Cy(n - m) + 1280, 2 2 exp(- Wk = 1 =~ 1) <G(n-m »
i=m-l k=i+l

Soit e = 1'ensemble des nombres de (0 , L) vérifiant Isnl >en, &>0
domné, on a

1 2 2 2 2
/O undaafen Spda > e 0 Te
et (34) entratne, pour m =0,
1
/ s da G
Te 0 "n < 2
n VAR )
e n e n

x
done na- Jf(enz est convergente c'est-d~-dire presque tous les nombres de (0, 1)

appartiennent, au plus, & un nombre fini d'ensembles e 5 h=1,2
n

,o&o),
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autrement dit, pour n assez grand, on a, pour presque tous les nombres de
(0, 1)

done

(35) lim _.‘_12 =0 .
NNwee n

Dtailleurs (34) entraine, pour r° SN <(n+ l)2 3

: 1 2 2
(36) Joo (8 = ° 2) da <, (N -n) <Cy(2n+1) <30, n .
Soit e N 1'ensemble des nombres de (0 , 1) pour lesquels ISN -8 5| ;.en2

’ n

et soit
(n+1)_2-1
2_2 en,N =B 3
Nem

2
ong,pour n < N <(n+ 1)? s

1 2 2 4
Jo Gy=s)aaz/ (55 -s,) @>e W
n n,N n ?
donec
302
1 Sa
men,l\l < ..g_r?. (dtapres (36))
et
2
(n+>l:) -1 36, (n + 1) 9,
e, < e < < . 3
NN 2 n,N 84 n3 N 82 nz ?

N=n
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done 2 JTLEn est convergente c'est-a~dire presque tous les nombres de (0, 1)

n=l1
appartiennent, au plus, & un nombre fini d'ensembles E , donc, au plus, & un
nombre fini d'ensembleu n,N ? donc s pour presque tOU.o ces nombres, on &, pour

n assez grand et n KN < (n + l)

\

Sy =89
2 . N n
[SN -8 2]' <en ou bien l———-—z—-—~l <e
n n

done
8
Sy 2
.%-——S—..;O[n—)oo, n2\<N<(n+ 1)2]
n n

et (35) entraine

..g._,O[n-;oo, n2\<N <(n+l')2]
ol

done

on a donc presque partout

v

(37) Z £(a)) -

Z -0 N - o
k_l x ( )

k._l

mais

1 . 1
foel m}l = 3 £(x) |m() ky 280t s

log 2 I - log 2

u - E £(r)
r=

r=1

<A exp(- Wk - 1) 3? 'f'("f-—({")'r)' <A, exp(- i) (d*aprés (26))

r=Li

ou A, >0 est une constante, donc

pour (k - «)
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et
1

log{l «+ mT-:—zT}
-N Z U.k - Z f(I‘) logrzr (N - oo)

et d'aprés (37) on a presque partout :

log{l + uT——é~27}
5 z £(a) - rz__l £(r) Tog (1 = <)

Applications,

1% Posons

=k

I
-
H

()
kX entier >0 qelconque

f(r):o I'fk
f(r) vérifie les conditions du théoréms 7.
Alors

\D (k) f(a,.' )

v

[~

représente le nombrc de fois o k apparait entre les n premiers éléments de
la fraction contimie et

v (k)
“-.1;1_:_- zl f(a )

représante d'unc certaine maniére la densité du nombre k parmi les n premiers
éléments et erTin
k

llm-——u—— = d(k)

nN~oo

qui existe d'aprés le théoréme 7 représente la densité du nombre k parmi 1'en-

semble des éléments de la fraction continue.

D'aprés le thdordrs 7, pour k arbitraire, d(k) existe presgue partout et
est le méme presque partout
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1
log{l +
a(k) = ogll + oy}

log <
20 f£(r) = log r vérifie les conditions du théoréme 7, donc

1

1 2
- 2 loga, — 2 logr (n - )
. i el Tog 2
ou bien
¥, e L (log )/
gr)/(log 2) _
\/a.l 842 oeo an > rlj;l {l +I"I‘ T } —-2 Iy 6’000

n-oo

39 La fonction f(r) = r ne vérifie pas les conditions du théoréme 7, donc

, 1 n .
cette méthode ne permet pas de calculer T 2 a; § mals comme on a

= o

1
n log n

L g

n
d'aprés le théoreéme 2 pour une infinité de valeurs de n ,
>
a >n log n

donc a fortiori

n
2 ai>nlogn

i=L
donc
1 F
- 2 a, >logn
Jl.i:l d.
donc
1 n
— 2 ai—->°op0urn—>°° e

ni:__l
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