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THÉORÈMES MÉTRIQUES SUR LES FRACTIONS CONTINUES

par Hassan SAFFARI

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
1re année, 1959/60, n° 5 7 mars 1960

Rappel des formules et notations employées~ ~= Une fraction continue

s’écrit

les n entiers > 0 , a0  0 , s’appellent éléments ou quotients incomplets.

La fraction continue finie

s’appelle la k-ième fraction convergente et la fraction continue infinie

le k-ième reste ou quotient complet. Soit z = r - a ,  1 e On n
n n n n 



l*. Fonction a ~) .

Je considère l’ensemble des nombres réels a (module 1) et leur développement
en fraction continue qui est de la forme [0 ~ , a~, ...] . Chaque élément aest une fonction du nombre a que j’appelle an(03B1) . On va étudier sommairement 

"

la nature de cette fonction. Tout a~(a) = [1] , donc on a

donc la fonction al (a) est constante dans chaque intervalle ) ) , k) et
est discontinue pour toute valeur de a où ~ est entier, et, pour cL 0 ,

fend vers l’infini. Nous appellerons intervalle de rang 1 tout intervalle

~T-a~ où est constante (l’intervalle (0,1) s’appellera inter-
valle de rang 0 )~ on a

Pour étudier la fonction a2 (a ) , considérons l ’un quelconque des intervalles de
rang 1 : 1 k + 1  « . % . Dans cet intervalle a1 = k , donc 03B1 = 1 k + 1/r2
1 " "2  ~ et a2 * [r2] quand "2 varie de 1 à °’ 9 a croit de éjusqu’à 1 k et parcourt l’intervalle de rang 1 considéré, donc a2 = t pour

1 k + 1 l  a  1 k + 1 l + 1 
. Ainsi chaque intervalle de rang 1 Se subdivise en une

infinité dénombrable d ’ intervalles de rang 2 , et la fonction croissante a2(03B1)



est constante dans chacun de ces intervalles. Li ensemble des points pour lesquels
on a a,~ ~ k est J.. t union d’une infinité dénombrable d intervalles de rang 2

dont un seul est compris dans chaque intervalle de rang ~. ~ il .en résulte que

chaque intervalle de rang 1 es ~ défini par une seule relation a~ = ki tandis

que chaque intervalle de rang 2 sera défini par deux relations k~ 9
~2 =~
Supposons de façon générale les fonctions ai ~a,~ ~ ainsi

définies, alors chaque système de valeurs

définit un intervalle J n de rang n ~ et un nombre quelconque a de cet inter-

valle se représente sous la forme

où varie de 1 à ~ . Réciproquement pour rn+1 arbitraire la relation

(2) montre que le nombre a appartient à l’intervalle Jn défini par les rela-

tions (l)c Comme a i(~)==[r.]~ J 
n 

se subdivise en une infinité dénombrable

d~ intervalles de rang n + 1 ~ et a . (a) est un entier constant dans chacun

de ces intervalles. On a

et quand croit de 1 à ~ , a parcourt tout l’intervalle J considéré,
tandis que qn ’ p ~~~i restent constantso La fonction étant monotone ,

Pn 
en faisant = ~ on constate que les points 2014 

et 2014201420142014i2014 sont

les extrémités de J . On a

a est foncti o n monotone de dans l’intervalle (1 , ~) , réciproquement
rn+1 et aussi an+1 sont des fonctions monotones de a dans l’intervalle J pno n+ n

donc, quand a parcourt Jn , a 
n+1 (a) parcourt respectivement les entiersn n

1 , 2 , .. > et subdivise Jn en une .".«r,finité dénombrable d’intervalles Jn+1 ;

cette fonction est décroissante pour n pair at ;....-...:Î in impair.



2c Un problème

Le premier problème métrique qui se pose est de trouver la mesure de l’ensemble
des points de l’intervalle (0 , l) pour lesquels on a a 

n 
= k , c’est l’union

d’une infinité dénombrable d’intervalles de rang n . Nous trouverons au numére 6
une formule asymptotique pour cette mesure, pour le moment nous allons résoudre
ce problème dans une première approximation.

n1 , n2 , .... , ns
Soit E(k1 , k2 , ... , ks) l’ensemble des points pour lesquels on a

~ ~1 ~ ~ ~ ~2 ~ ’ " ~n = ~s ~i ~~ ~i n~ distincts) ~
c’est une infinité dénombrable d’intervalles ; en particulier E(1 , 2 , ... , nk1 , k2 , ... , kn)
est un intervalle J~ caractérisé par les relations 

~1 ) ~ ? ’ * * ~ k

On a la relation évidente

La notation ~E représente la mesure de l’ensemble E . Cela posé, considérons
dans

l’intervalle

Un ce de Jn se 

représente sous la forme a = pn rn+1 + pn-1 qn rn+1 + qn-1 , et parmi eux,
ceux qui appartiennent à J(s)n+1 sont caractérisés par s  rn+1  s + 1 ce qui

nous montre en particulier que les points pn s + pn-1 qn s + qn-1 et pn(s 
+ 

1) + pn-1 qn(s + 1) + qn-1 sont

les extrémités de J(s)n+1 . Donc



une sommation sur tous les intervalles J entraîne
n

cette approximation qui est, bien très grossière a ceci d’intéressant que
ses deux bornes ne dépendent que de s et non pas de n.

3. Applications.
, ,

THEOREME 1 (BOREL [2]). - L’ensemble des nombres de l’intervalle (0 , 1) ,
dont les éléments (ou quotients incomplets) sont bornés, est de mesure nulle.



J’appelle E~ l’ ensemble des nombres dont les éléments sont bornés par M
J un intervalle quelconque de rang n dont les points vérifient les relations

et liintervalle de rang n + 1 de J pour lequel on a de plus a 1 = k c

D’après (4 ) p on a

=~ -~(M~ i) ~~ ~
Soit l’ensemble des nombres de (0 , 1 ) caractérisés par (6). Comme on

a 
l’ 

(7) 
.

Si n ~ ~ , on a ME(n)M ~ 0 , mais EM ~ E(n)M , V n y donc = 0 . Mais l’en-
semble E du théorème est donc ~E =0 . 

~

M

THÉORÈME 2 (BOREL et F. BERNSTEIN) [2], [l], chapitre 5. .- Soit (p(n) une fonc-

tion positive de la variable entière n , alors, si 1 ..... est divergente, la

relation

est vérifiée pour presque tous les nombres a une infinité de fois. Réciproquement
si la série Z ~~. est convergente, l’inégalité (8)~ pour presque tous les a ~
n’est vérifiée qu’un nombre fini de fois au plus.

00

Remrque préliminaire. - Si on pose (p(n) == M = Cte , 1 " == oo , et on re-~" ~ ’ 

° " 

"~ 

n==l 
"

trouve que l’ensemble EM du théorème 1 est de mesure nulle.



Soit J :~ ~n un intervalle de rang m + n dont les points vérifient les 
tions 

’~’

(nous réimposons aucune condition à a.~a~y~.~a )~
Alors c omme pour le théorème 1 , on trouve l’inégalité

Soit E m,n l’ensemble des nombres de (0 , 1) qui vérifient (9) , alors une som-
mation sur tous les intervalles de rang m + n vérifiant (9) entraine

et Inapplication successive de cette inégalité entraîne,

~ 1 °5 1Si 03A3 1 03C6(n) = ~ , il en est de môme pour 03A3 1 3(1 + 03C6(m+ i))’ donc si il -+ 00 ,

Les nombres pour lesquels a .  (p(m + i) ~ V i appartiennent à E 
,

~ 
nit-L m~n’v n ~ donc l’ensemble E~ de ces nombres est de mesure nulle. Soit enfin

E = E1 + E2 + E3 + ... , on a ?tE = 0 . Hais tout nombre, pour lequel (8) n’est
vrai nombre fini de fois, appartient à un EM pour m assez grande donc
la première partie est démontrée.

Supposons maintenant la série 1 1 03C6(n)  on a, avec les notations précé-

dentes, d’après (4)



Si F est l’ ensemble des nombres de (0 , 1 ) pour lesquels a > ç(n) une
sommation de la dernière inégalité sur tous les Jn entraîne MFn+1  

( 
4 

,n n+ W n + ’

et ceci montre que les mesures d,es ensembles F1 , F2 , .. , forment une série

convergente. Si F est l’ ensemble des nombres de (0 , 1) qui appartiennent à
une infinité d’ensembles F , on a MF = 0 , mais F est l’ensemble des nombresn

pour lesquels (8) est vérifiée une infinité de fois, et la seconde partie du

théorème est démontrée ,

4. Estimation métrique de la croissance des dénominateurs des fractions conver-
gentes.

THÉORÈME 3 (KHININ [ 8] ) . - Il exis.te une constante absolue B telle que, pour
n assez grand, on a presque partout

Remarque prélimina.ire. - On sait que q~~2~’~~ ~ donc il existe une cons-
tante a 

n 

telle que a  nqn et, d’après le théorème 3y on a, pour n assez

grande  A (A une constante), donc on a presque partout

En effet il existe un théorème beaucoup plus précis d’après lequel
il existe une constante y telle que, pour presque tous les a,



mais la démonstration de ce théorème est très longue et très difficile.

Soit E (g) (n> 0 ~ g 5>l) l’ensemble des nombres de (0 ~ 1) pour lesquels
on a a1 a2 ... an  g (c’est un système d’intervalles Jn ) , l’inégalité
qn > an qn-1 ==> qn > an an-1 ... a2 a1 , donc On a, pour la longueur de l’un
de ces intervalles :

Pour estimer cette somme remarquons qu’on a

**c!x
ou est l’intégrale n-uple 77 ... ~1 n 2 2 sur le domaine

x~ ~  $ x

Pour g I. y ce domaine est 1  x,  ~ (i = 1 , 2 , ... , n) et
z



Pour g > 1 , on montre assez facilement par récurrence que

Posons maintenant g = exp An (A > 1 constante)

En remarquant que chaque terme de la somme est plus petit que et en uti-

lisant la formule de Stirling pour l’estimation de c1 et c2 étant deux

constantes absolues positives, on aura :

choisissons ~ asseZ grand pour que A - log 2 .~ log A ~. ~ > 0 ~ alors (~ 1~
entraîne : 03A3 MEn (exp An) est convergente, c’ e tout nombre de (0

n~ 
n

est, sauf pour un ensemble de mesure nulle, au plus, l’élément d un nombre fini

d’ensembles E n (exp An) , Cela signifie que, pour presque tous les nombres de
l’intervalle (0 , 1) , on a! pour n suffisamment grand, a ... a n  exp An o

Mais

donc on a presque partout, pour n assez grand,



5. Thé orèm.e fondamental de la thé orie métrique des approximations.

THÉORÈME 4 Soit f(x) une fonction continue positive de la

variable positive x 3 telle que la fonction xf(x) est non croissante, alors

l’inéquation

possède, pour presque tous les nombres a ~ une infinité de solu tions en nombres

entiers p et q (q > 0~ ~ quand l’intégrale

est divergente. Réciproquement l’inéqqation ( L~ ~ ~ pour presque tous les ne

possède qu’un nombre fini de solutions en entiers p et q si l’ intégrale (13)
est convergente.

Remarque 1. - D’après le théorème 4 par exemple les inéquations

ont presque partout une infinité de solutions, tandis que réciproquement

presque partout qu’un nombre fini de solutions.

Remarque 2. - Le théorème 4 de Khinin peut être généralisée moyennant quelques
restrictions sur f ~x~ ~ aux cas des approximations simultanées et même au cas
des approximations simultanées non homogènes (~4~ ~ ~ 5~ ~ p. z~0-~~~3 ~ 9~? ~

Cas de divergence de (13). - Posons

où B est la constante du théorème 3, en posant u = exp 



00

et A ~ ~ est divergente ; comme est non croissante, 1 est aussi
n~L

divergenta et, d’après le théorème 2., l’inégalité

est vérifiée presque partout pour une infinité de valeurs de i et on a, dans

tous les cas de validité de cette inéquation,

mais, d’après le théorème 3, on a, pour i suffisaiment grande presque partout

q.  exp Bi y soit i -> ~S ~. ~ donc, pour i assez grande (14) entraîne
~- B 

00

Cas de convergence de (13). - Dans ce cas 03A3 f(n) converge. Appelons E 
n...._._.., 

nJ. 
n

l’ensemble des nombres de (0 , 1) qui, pour k entier choisi, vérifient

E est une famille d’intervalles de longueurs 2f(n)  centrés aux points
n n

§ , É . .. n - 1 n aàns i qu e le s deux intervalles (0 , f(n) n) et (1 f(n) n , 1)
àonc

est convergente ; ceci signifie que presque toue les ce de (0 ~ 1) appartiennent



au plus, à un nombre fini dtensembles ou bien presque tous les a de

(0 , 1) , pour q entier > 4 assez grand et p entier vérifient

6. Un problème de auss.

Le problème suivant posé par Musa dans une lettre à LAPIACE, datée du 30 jan-
vier ~~12~ est, au point de vue historique, le premier problème de la théorie

métrique des fractions continues.

Soient

et M (x) la mesure de l’ ensemble de s a de (0 , 1) pour lesquels on an

 x o GAUSS écrit il a pu démontrer

mais dans la même lettre, G~USS écrit que ses efforts pour trouver une bonne
estimation de la différence Mn (x) - log(1 + x) log 2 , pour n assez grand, ont été
infructueux. Bien sûr GAUSS ne parlait pas de mesure mais de probabilité, ce qui
est évideiment la même choses

Mais la démonstration de GàUSS ne fut publiée nulle part; et le théorème resta
sans démonstration jusqu’en 1~8 ou le mathématicien russe Ro 0. KUSMIN trouva

une démonstration, ainsi qu’une excellente estimation pour n (x) - " 

n og

On peut remarquer d’abord en utilisant la relation évidente

que les ~1. ~. y,x~ ~ o.. ~ ~ r ~x~ ~ ... vérifient l’équation fonc-
tionnelle



(GAUSS avait déjà signalé que la fonction p(x) = d log(l + x) vérifie 1a rela-
tion ~(x) = I {(p(L -(p(~~)) .k=.l ~ ~+ ~

La dérivation formelle de (15) entraîne

mais on voit facilement en remarquant que x ~ donc que la
série du second membre de (16) est uniformément convergente et qu’elle représente
donc une fonction bornée et continue., KUSMIN a utilisé la relation (16) p our dé-
montrer la formule de Gausse

Soient f 2 ~x~ . n ~ o ~ ~ : f ~x~ . a Q une suite de
fonctions réelles définies sur (0, 1) et vérifiant la relation

et telles pour f~ ~ x ~ _’~ ~ on ait

on a alors

B est une constante absolue > 0 et A une constante > 0 qui ne dépend que de
M et de ~, a

La démonstration repose sur les quatre lemmes suivants (on trouve la démonstra-
tion détaillée de ces lemmes dans [12] et [ 14], p. 



On a, pour n >~ 0 quelconque,

(zj) 
" "

où ) signifie que la sommation se fait sur tous les J ou, ce qg i revientn
au méme , que a1 , a2 , o .. , a parc ourent le s entiers de 1 à l ’ infini.

LEMME 2.

/~ dz = /~ d. , V n.

Démonstration du théorème 5. - f0(x) , étant dérivable, est continue pour
0 x  1 , elle admet donc y sur cet intervalle, un minimum > 0 que rappelle
m . La relation m. f-(x)  M entraine

où G=2M .

Posons

la fonction F(x) = g b + x vérifie la relation

donc la suite des fonctions 
... , ~(x) , ~. vérifient (17) et par

suite vérifient aussi (18) 1), et on a



mais on a aussi

où u’ est un point de (pn qn, pn + pn-1 qn + qn-1 ) donc

Comme ( ~~ 1 + g  ~t + g ~

et (22) entraîne



Les mêmes calculs avec les fonctions 03C8n(x) = G 1 + x - fn(x) entraînent

e t pour n as se z grand on a

Ainsi on n

on peut donc recommencer avec fn (x) au lieu de f~(x) 9 et on trouve



Au bout de r opérations on trouve

et on a, pour n assez grand ;

(23) entraine alors : ,

 (G - + z "n+2 p + 2~~i ~n~.z + + ~ ’ I8n’.~ + ... + 

donc

X > 0 constante absolue et B > 0 ne dépendant que de M et ~ donc

Soit maintenant n~  N  (n + 1)2 ~ (24) entraine



A = 2B exp On peut choisir A assez grand pour que cette inégalité soit
vraie V 

Posons en particulier

et on trouve

(25)

donc

Application. - On peut appliquer ce résultat pour calculer ME(nk) c’est-à-dire
la mesure de l’ensemble des nombres pour lesquels a,, = k , on a alors

(25) entraine donc



Généralisation.

THÉORÈME 6 (KHININ [10]). - Étant donnés les entiers > C ,

quelconques, il existe deux constantes absolues > û ~ A e.t X telles que

Soit un J k fixe défini par les relations

et soit la mesure des nombres de qui vérifient en outre la relation

z. x on a
k+n

Ceci entraine

donc les fonctions F>ii(x) , Mj(x) , ... , MÉ(x) vérifient (17) .
Soit et un nombre de 



donc, pour zk  x ! a varie entre pk qk et "‘’ ’" ... ce qui entraîne

donc les fonctions ~~ n ~x~ vérifient aussi (17) et on a

ce qui que les conditions du théorème 5 sont vérifiées. On peut donc trou-
ver deux constantes absolues A et À telles que

r étant un entier naturel quelconque, une intégration entre les limites 1
~ r +et y- entraîne



En faisant une sommation des deux membres entre les limites 1 et ~ sur un

certain (arbitraire) des nombres ri , i~ ~ ... , rk on fait disparaître les

indices correspondants, tandis que les éléments essentiels de la relation ne

changent pas et on trouve le résultat cherché.

7. Valeurs moyennes.

THÉORÈME 7 (KHINCIN [10]). - Soit f(r) une fonction non négative de l’entier
naturel r ~ telle qu’on puisse trouver deux constantes positives C et ô véri-

fiant

alors pour tous les nombre s de ~o i ~ ~ ! à l’ exception, au plus, d’un ensemble
de mesure nulle on a :



et l’inégalité de Schwartz entraine

otpour k > i ;

D’après le théorème 6 et la relation (5) on a

multiplions les deux membres de (32 ) par B(i) et comparons avec (31) on trouve

alors (30) entraîne



En remarquant que

la relation (29) entraîne

(29) et (33) entraînent pour n > m > 0 ,

Soit e 
n 

l’ensemble des nombres de (0 1 ) vérifiant s ) 1 > en e > 0

donné, on a

et (34) entraîne, pour m = 0 ,

m

donc 1 Mep2 est convergente c’est-à-dire presque toe,.s les nombres de (0 , 1)n=1 n

appartiennent, au plus, à un nombre fini d’ensembles e 2 (n = 1 , 2 ’ou) ,
n



autrement dit, pour n as se z grande on a, pour presque tous les nombres de

(0 , 1)

D’ailleurs (34) entraîne, pour n2  N  (n + 1)2 ;

Soit e 
N 

l’ensemble des nombres de o , i) pour lesquels s 2| i  ~n2n, ~

et soit

on a, pour ri N  (n + 1 )z



00

donc 03A3 ME
n 

est convergente presque tou s les nombres de (0 , l)

appartiennent, ,au à un nombre fini d’ensembles donc, au plus, à u.n

nombre fini d’ensembles en,N , donc, pour presque tous ces nombres, on ay pour

n assez grand et n2  N  (n + 1) 
2 

,

et (35) entraîne

on a donc presque partout :

eu A~ > 0 est une constante, donc



et d’après (37) on a presque partout :

Applications 0

1° Posons

f(r) vérifie les conditions du théorème 7.

Alors

représente le nombre de fois où k apparaît entre les n premiers éléments de

la fraction contirrte et

représente d’une certaine manière la densité du nombre k parmi les n premiers
éléments et enfin

qui existe diaprés le théorème 7 représente la densité du nombre k parmi l’en-

semble des éléments de la fraction continueo

D’après le 7, pour k arbitraire, d(k) existe presque partout et
est le même presque partout



2° f(r) = log r vérifie les conditions du théorème 7, donc

3° La fonction f(r) = r ne vérifie pas les conditions du théorème 7, donc

cette méthode ne permet pas de calculer -~ ~ mais comme on a

d’après le théorème 2 pour une infinité de valeurs de n ~

donc a fortiori
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