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Séminaire CHOQUET 6-01
(Initiation 3 1'Analyse)
lre annéde, 1962, n°® 6 10 mai 1962

ETUDE DES E~STRUCTURES (*)
I. STRUCTURES SI.[PLES

par ldichel HACQUE

Introduction. = La notion de E~structure trouve son origine dans les quelques

remarques suivantes.

La détermination d'une topologie & sur un ensemble E peut reposer sur des
notions de base distinctes mais équivalentese Parmi les plus simples figurent

les notions d'ensembles fermés, d*ensembles ouverts et de voisinagese
Une topologie & sur un ensemble E peut &tre déterninéde globalement

- soit par la donnée d'une famille & de parties de E vérifiant les axiomes

des fermds :
(Fl) pes, Ecs,

(F,) Toute famille finie (F.). d'éléments de & vérifie: U F,e § .
2 i‘iel iel i
d'éléments de $ vérifies N F,e § ,
iel
-~ soit par la donnée d'une famille O de parties de E vérifiant les axiomes

(FB) Toute famille (Fi)ieI

des ouverts
(0,) peo, Eco,

(02) Toute famille finie (O.), d'éléments de O vérifies N 0, € 0.
i’iel el
(0;) Toute famille (O,). d'élémonts de O vérifie: U 0, € 0.
3 i'iel je1 1+
I1 est bien connu que la domnée d'une fanille § de fermés est dquivalente
la donnée d'une application a de ®(E) dans ®(E) vérifiant les sxiomes des

"fermetures topologiques"
(FT,) o(®) =& .
(FT,) Pour tout A e ®(E) : A& c ofa) .

(FTB) Pour tout A € P(E) et tout B e ®(E) ¢ a(A uB) = a(d) u a(B) .

* » Ve ° . e I Id
(") Le présent expose et les suivants constituent la rédaction développée de 3

HACQUE (tiichel)e - Sur les E-structures, Oe Re Acade Sce Paris, te _54,
1962, DPe 1905-~1907 et pe 21202122,
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‘ 2
(FT4) L'application a est idempotente ¢ o = a e

De mBme, la donnée d'une famille O d'ouverts est équivalente & la donnée
d'une application B de ®(E) dans @(E) vérifiant les axiomes des "ouvertures

topologiques! ¢

(or) B(®) =E .

(OTz) Pour tout A € P(E) ¢+ p(4) c &

(OTB) Pour tout 4 € P(E) et tout Be ®(E) :+ PB(A n B) = (&) n B(B) .
(014) L'gpplication P est idempotente : ﬁz =B

Une topologie & sur un ensemble E peut également étre déterninée localement
par la donnée en tout point x de E d'un ensemble V¥(x) de parties de E véri~-

fiant les axiomes des voisinages @

(V,) Toute partie de E qui contient un ensemble de ¥(x) appartient & ¥(x) .
(Vz) Toutc intersection finie d'ensembles de VY(x) appartient & W(x) »

(V3) L'élement x appartient 3 tout ensemble de ¥(x) .

(V,) 81 V oppartient & ¥(x) , il existe un ensemble W appartenant & ¥(x)
et tel que, pour tout y € W, V apparticnne & ¥(y) .

A ce dernier mode de Géternination d'une topologie & sur un ensemble E ,
il est inusuel d'associer une application jouant dans ce cas un rdle analogue a
ceux des fermetures topologiques et des ouvertures topologiques assocides aux
deux premicrs modes de déterminations Il cst pourtant naturcl de considérer 1'ap-
plication ¥ de E dans 1l'ensemble ®[P(E)] qui, & tout point x de E, as-
socie l'enscmble Y(x) des voisinages de = « Compte tenu de 1'axiome (Vé), les
axiomes (Vl) et (Vé) expriment que l'ensemble ¥(x) constitue un filtre sur
1l'ensemble E . L'agpplication ¥V est donc une applicetion de E dans 1'ensemble
des filtres sur E « Si YO désignc 1'application associde 3 1la topologie dis~
créte Gy s 1'axiome (V3) est équivalent & la condition ¢ W(x) ¢ Yo(xj pour
tout point x de E . Les axiomes (Vl), (Vé) et (VB) prenncnt alors une forme
simple mais 1'axiome (Va) nec se prdte pas & une traduction sussi immédiate. L'in-
troduction de la notion de E-structure simple déterminde par une E-application
montre que les structures topologiques sur E sont des E-structures sinples etque
1' axiome (V4) se traduit par une condition d'idempotence snalogue aux axiomes
(FT,) ot (OT,).
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La détermination localc d'une topologic est adaptée a 1'étude des questions
dans lesquelles interviennent les notions essentielles de convergence et de li=
mite. Elle permet naturcllement d'introduire sisément les notions d'adhérence et
d'intérieur lides & celles d'cnsembles fermés et d'ensembles ouvertse les défi-
nitions de ces notions ne sont pas essenticllement lides aux propriétés particu=
liérecs de 1l'application ¥ et il cst possible de les é¢tendre au cas d'une appli-
cation analogue & 1l'epplication ¥ mais vérifiant des conditions plus faibles

qui constituent les axiomes des DLeapplicationss

Dans un espoce métrique dont la topologiec est déterminée por une disteance 4,
la distance de deux points x et y est un nombre qui évalue leur ordre de pro-
ximité ou d'éloignemente Un voisinage d'un point x est alors constitué par une
partie V contenant tous les points y assez proches de x o De mdme, la dis=

tence de deux enscmbles A et B est le nombre d(4 , B) inf d(x, y) qui
x€h, yeB
évalue leur ordre de proximité ou d'éloignements De facon plus précise, si

d(4 , B) > 0, les ensembles A et B sont éloignés et si d(h , B) = 0, les
ensembles A et B sont prochese L'adhérence d'un ensemble 4 est alors l'en-
semble des points proches de kL , cc qui montre que la connaissance des couples
de parties de E proches, détermine la topologie de 1l'cspace métrique. L'étude
axiomatique des relations bineires sur @(E) , vérifiant les propriétés essen=
tielles de la rclation binaire d(i, B) = 0, conduit & la notion "3t ospaco

de proximité" introduitc par EFREMOVIC. En fait, la notion de proximité et d'éloi-
gnement de deux partics de E se présente égalencnt de fagon naturclle et plus
générale dans les E~-structures. De plus, cette notion se trouve trés étroitcment
liée aux structures variées introduites dans le but de généraliscr les espaces
métriques : structures uniformes, structures topologiques, structures prétopolo=
giques, etce Cette parenté paraft bien naturelle puisque le ceractére commun de
ces structures rdéside en ce qu'elles dteblissent justcmenf des formulations pré-

cises de la notion ordinaire de proximité ot d'éloignemente

le Définition et propridétés des E-applicationse

’
Notion de E=-applicatione — Etant donné un cnscmble guclconque E , soit ¥

1'cnsemble des partics de P(E) non vides, héréditaires & droitee. Soit Po
1'application de @(E) dens # définie par 3
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PoX) = {Y; YefE), Xcv} .

DéFINITION lele = Une EBeapplication est une gpplication p de ®(E) dans %

vérifiant les exiomes suivants s

() p@) = #(D) .

(Ez) p(X) ¢ pO(X) pour tout X e ®(E) .
(EB) X cY implique p(X) > p(Y) .

Dans 1'ensemble & des E~-applications, la relation Py C Py équivalente &
pl(X) c pz(X) pour tout X € ®(E) est unc rclation d'ordre pour laquelle &
constitue un treillis complet dont 1'élément naximum est 1'application Py et

1'élément minimum une Eeapplication Py caractérisée par les conditions

(B = F(E) et p (X) = {B} si X£¢

Composition des E~applicationse - étant données deux E-applications Py et
il est immédiat que 1'application p de @(E) dans P[P(E)] , caractérisée
Pa s ’

par lo condition : p(X) = U pl(Y) » €st une E-gpplication.
Y&Pz( )
DEFINITION 1.2, - Le composé de deux E-gpplications p . et Py, est la

E-application p notée p 1° Py caractérisée par la conditione

P(X) = U Pl(Y) .
Yepz(X
I1 est immédiat que la loi de composition des S~gpplications est associativees

PROPOSITION lele - Dans l'ensemble & , la loi de composition associative des

E-applications posséde les propriétds suivantes

ae La E-gpplication Po &st un élémont neutre et la E-gpplication p est
un élément permis (ou un ziro)e

be Pour toute E-application pP; et toute E-gpplication Py » les applica=

tions Popop et p>pe°op dec & dans & sont isotoness

ce Pour toute famille (pi)ieI de BE-applications et pour toute famille

de E-gpplications :

u p]o[U p] U  p.oop)
[iEI Yo ler 37 (g 5)en 2T ’
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de Pour tout couple de E~-applications Py &t py s

PLoPycPyo PLefch .

ee Toute EBe=application p vérific la condition 3 p2 € p « Pour qu'une
E-application p soit idempotente g p2 =p, il faut et il suffit que pour
fQEE X e P(E) et pour tout 2 e p(X) , il existc un Y € ®(E) tel que :
Zep(l) ot Ye p(X) »

La propriété (a) résulte immédiatement des définitions de la loi de composie-

tion et des BEeapplications Po ot p, qui entroinent

PopPp=rpPygep=p et pop =p op=p .

La propriété (b) est également une conséquence directe de la formule qui déter=-

mine la loi de compositione

Pour tout X € P(E) , la condition

et [ n

est équivalente & 1'existcnce d'un Y € P(E) vérifiant s

J Py (¥Y) et Ye [ U P (%) .
iel jed

Cette condition est équivalente 3 1'existence d'un Y € P(E) et d'un couple
(1,3) eIxd telsques Ze Py (Y) et Ye Ps (X) c'est-a-dire g

Z e (p ° P )(X) « La propriété (c) en résulte 1mmed1auempnt.

Puisque Po est un élément max eximum, tout couple de E-agpplications Py et
Py Vvérifie s p, c Pg et Py € Py » La propriété (b) entratne s
PLePrCPyopPy et ppop, cp; opye Lapropriété (a) cntraine alors :
Py oPycpy et pyop,cp, clestd-dire la propriété (d).

La propriété (d) entraine la premidre partie de la propriété (e) et la scconde
partie n'est qu'une traduction de la condition P D P e

Remarques = Dans la terminologie des demi-groupes ordonnés, d'aprés (b), la
loi de composition et 1l'ordrc déterminent sur & une structure de demi-groupe
ordonnés Puisque 1'éléuent unitd Pog est 1'élément maximum, le demimgroupe &
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est entier et puisque 1'élément zéro p, est 1'élément mininum, le demi-groupe
& est avec zéros La propriété (d), conséquence des précédentes,. est valable
dans tout demi=-groupe ordonné entiere Puisque & est un treillis complet, la
propriété (c) exprime que & est un demi-groupe réticulé complets Les proprié-
tés (a)y (b), (c), (d) expriment que & est un demi=groupe réticulé complet

entier avec zéroe

Ensemble des E-applications engendrées par des systémes de pertiese = Une

famille o d'éléments de @(E) est un systéme de parties si elle contient les
éléments @ et E o Etant donné un systéme o, il est immédiat que 1'applica-
tion p de ®(E) dans @[P(E)] carsctérisée par la condition ¢

p(X) ={Y; 4cy, LepyX)n ol

est une E-gpplication.

[d
DEFINITION le3s = La E-application p engendrée par un systeme o est carac—

térisée par la condition

p(X) ={Y; Lcy, Ia.epo(X)no} .

Dans un espace topologique E , 1'ensemble des ouverts O ect 1'ensemble des
fermés & constituent des systémese La E-application p cngendrée par le sys-
téme O associe & toute partie X de E le filtre p(X) de scs voisinagese

PROPOSITION le2e = Pour toute E-gpplication p , 1l'cnsemble des solutions dans

®(E) de 1'équation p(X) = pO(X) constituec un systéme o, qui engendre une
E-gpplication p; vérifiant s p c p

Pour que la E-agpplication p soit cngendrée par un systéme o il faut et il

suffit qu'eclle vérifie 1'égalité Py = p ot alors, le systéme o est iden-

tique au systéme o .

Les relations p(@) = P(E) et p(E)
La condition L € pO(X) n o, implique

{E} entrainent ¢ e o,
L ep(lh) et L >X qui entratnent
L e p(X) o Il en résulte la relcotion s Pol¥) n oy © p(X) qui implique

Pl(X) < p(X) et Py CP e

et EEO’l.

Si une E-application p est engendrée par un systéme o s la relation L eo

implique p(4) = po(i;) » S0it : & €0, o L'inclusion o c o, dimplique p c p;
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qui entraine p=p , + Réciproquenent, 1'égalité p=p 1 montre que la E-appli-
cation p est engendrée par le systéme o, » Tout systeme o qui engendre la
E-gpplicetion p vérifie t o c o; et la condition A e o; implique L e p(L)

qui entraine 4 € o ot oy C o« Il en résulte 1'égelité o= 0y «

PROPOSITION le3s = Toute E-application engendrée per un systéume est idempo-

tentee

Si une E-gpplication p est engendrée par un systeme O , la relation
Y e p(X) implique 1l'cxistence de &L € P(E) tel que ¢+ Yo 4L et h e pO(X) noe
Ces conditions impliquent Y € p(4) et 4 € p(X) qui, d'aprés la propriété (e)
de la proposition lel, entreinent p2 =P e

PROPOSITION le4s -~ Soit SI 1'ensemble des Eegpplications p vérifiant 1'une

des deux conditions sulvantes @

ae Pour tout X € P(E) , tout Y e p(X) contient un éldment minimal dans p(X)

be Pour tout Y e ®(E) , tout X € P(E) tcl que Y e p(X) est contenu dans
un élénent naxinal dens 1'ensemble des Z € ®(E) tels que Y € p(Z) «

Pour qu'une E-gpplication p appartenant & SI soit idempotente il faut et

il suffit qu'elle soit engendrée par un systeies

Si l'ensenble E est fini &= &, uals si 1l'ensenble E est infini, il

existe au moins une E-gpplication idempotente qui n'est pas engendrée par un
systéie.

Soit p wune E-application ideapetente vérifiant la condition (a)e Si Y e p(X) ,

il existe Y, e p(X) iininal dans p(X) vérifiant Y, ¢ Y « Puisque la E-gppli-
cation p est idempotente, il existe Z e ®(E) vérifiant Ty e (Z) et

Z € p(X) « Ces conditions entrafnent T,22 et Z e p(X) qui impliquent T,=12
puisque Y, est ninimal dans 1'cnsenble p(X) o La rclation I, e p(YO) inpli-
que Yy € o, qui ontraine 3 Y € p(X) o I1 en rdsulte p C p; qui, d'aprés la
preaiére partie de la proposition le2, iuplique p = p; ot d aprés la seconde
partic de la proposition ls2, la E-gpplication p est cngendrée par un systémes

Soit p une E-application idempotente vérifient la condition (b)e Si
Y e p(X) , il cxiste X, € P(E) , naxinal d:mns 1'ensemble des Z € ®(E) tels que
Y e p(Z) , et tel que s Xy> & « Puisque la E-gpplication p cst idempotente,
la relation Y € p(XO) implique 1'existence d'un Z € P(E) , vérifiant Y e p(Z)
et Z € p(XO) o Ces conditions entrainent ¢ Y € p(Z) et Z > X, qui impliquent
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Z = X, puisque X, est nexinel dans 1'ensenble des Z € ®P(E) tels que
Y € p(Z) . La relation X, € p(XO) iaplique X5 € 0; qui entraine Y e pl(XO)
et Y e pl(X) e Il en résulte p C Py qui montre que la E-gpplication ¢ est
engendrée par un systéne.

Linsi toute E-gpplication idenpotente appertenant & SI est engendrée par
un systéues Ce résultat et la proposition l.3 entrainent la preniére affirmstion

de la proposition le4e

Si l'cnsemble I ost fini, ®(E) est fini ce qui montre que toute E-agppli-
cation p vérifie les conditions (a) et (b)e Linsi § = & et pour qu'une
E-gpplication soit idempotente, il faut et il suffit qu'elle soit engendrée par
un systéuee

Si 1'enseable I est infini, soit p 1'application caractérisée par les con=-

ditions ¢

Si X=¢ : p(X) = ®(E) .
Si X£¢@ ot BE=~X ostinfinis p(X)={Y; XcY, Y-X infini} .
Si X£¢@ et E-X fini s o(X) = {E} .

I1 est aisé de vérifier que p est unc E-gpplication idempotente nais qu'elle
n'est pas engendrée par un systéme puisque § p A PL= Py e Cet exenple justifie

la derniére affirnatione

Renarques = Si 1'enscible E posséde au moins trois éléuents, il existe au
woins une Eegpplication p non idempotente et non engendrée par un systémes En
effet, 1'application p ceracteérisée par : o(@) = ¢(E) , p(E) = {e},

p(X) = p(X) = {X} =si X= ¢ et X#£E, est une E-application ron idempotente.

2« Structures sinplcse

Structures siiples sur un cnscrbles

DEFINITION 241s = Une E-applicotion p détermine sur l'ensemble E une struce

ture simple cppeléc sussi p=structure ou structure d'ordre p

L'ensenble 80 des structures siiples sur E est en correspondance biunivoque

avec l'ensenble & des E-applicationse Les structures de & se transportent
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donc sur 80 « En particulier, l'enscable SO constitue un treillis complet
pour lequel 1'élénent naxinun est ls po-structure et 1'¢léuent mininun la
p,~structures 8i s p, c p; , la p;-structure (Sl) est dite plus fine que la
po-structure (32) : (Sz) c (Sl) « La pgestructure qui est la plus fine des
structures simples définics sur LI est dite discréte et la p~structure qui

est la moins finc des structures siuples définies sur E cest dite grossiéres

Notions fondanentelcs lides & une p-structure. = Il est commode d'identifier
un point x de E & 1'élénent {x} de @(E) , de sorte que E représente

1'ensenble des points du treillis atouique ®(E) « hinsi par convention 3

p(x) = p({x}) .

4
DEFINITION 242¢ = Soit E un enseuble muni d'une p=structure déterninée par

unc Eeapplication p ot soit X un élénent quelconque de ®(E)

ae Tout éléuent Y de p(X) ost une partie doe E, p-voisine de X, ou
un p-voisinage de X o L'élénent p(X) de # constitue 1'cnsenble des p=voi-

sinages de X « S1 Y est un p-voisinage de X , 1'éléuent X est p-intérieur

a 1'élérent Y o

be Tout éléuent Y dont le coapléueniaire cst un p~voisinage de X est une

partie de E ; p=éloignée de X - Si Y est p=éloigné de X , 1'éléuent X

est p~extérieur & 1'élément Y »

ce Tout éléuent Y qui n'cst pas p-Cloigné de X cst p=proche de X o Si

Y est p-proche de X, 1'élénent X est p~adhérent 2 1'éléncnt Y

de Un filtre & sur E p-converge vers X si p(X) ¢ ® o L'élément X ost

alors une p-liuwite du filtre & .

Reaarque. - Ies élénents p-~éloignés et les élénents pe=proches d'un élénent
Xe P(E) peuvent dtre caractérisds sinpleacnt & 1'eide de deux involutions natue
relles définics sur 1l'enscble ®[P(E)] o Soient c; l'extension & @[P(E)] de
1'gpplication ¢ = CE de @®(E) dens lui-ndie et oy 1'gprlication C@(E) de
e[P(E)] dans lui-mBre. L'application ¢, est un isomorphisae du treillis couplet
PLP(E)] sur lui-iBne et 1'application ¢, ©st un enti-isonorphisme du treillis
complet P[P(E)] sur lui-mBue. Si & et n sont les applications de @®(E) dens
P[P(E)] caractérisédes par lcs formles : & = ciep ot m=cy, 0y p, pour
tout X € P(E) , e(X) cst l'enscuble des partics de B p-éloignées de X ot
n(X) est 1'enseible dos parties de E p-proches de X o
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Les E-reletions ou roletions de proxiiuitée = Soit 60 le relation binaire

sur ®(E) caractérisée par la condition s ¥ 60 X est équivalentd ¥ nX £8 .

DRFINTTION 2:3. = Une E-relation ou reletion de proximité est une

rclation binaire O sur P(E) vérifiant les axiones suivants 3

(BY) Y 8X dimplique YLD ct X£F
(Eé) Y 60 X dioplique Y & X o
(-Eg) Y, > Y& XcX, diaplique T, 0%

La négation & d'une relation de proxinité & est une relation d'éloignenente

LEMDE 2.1e = Soicnt g ot ¢ lcs applications caractérisécs par les formules 3

g=Cy © Cy et g=cy o Cyoe

L'application ¢, cst un isonorphisic du troillis complet P[P(E)] sur lui-
mdue. L'application c, ost un anti-isororphisie du treillis complet ®[R(E)]
sur lui-mdne. Les applications g ¢t ¢ sont deux anti-isomorphisaes inverses

du treillis complet @[P(E)] sur lui-rBne.

Soient % , %; 5 %, trois éléaents de @[ ®(E)] 1liés par les conditions :
%, = cl@) ot %, = 02($1) [%2 = g(¥) et %= cp(acz)] .

as Il v a équivalence des conditions suivantes 3

~ % cst héréditairc & droitc [respe & zauche]s

- %, est héréditairc & gauche [respe & droitc]e

by

- %, cst héréditaire & droite [rcsps & geuche]s

be Il y a équivalcnce des conditions suivantes s

-~ % ost non vide [rospe % # P(E) Je

- %, est non vide [resp. %, £ ®(E) J.

1
- %, £ ®(E) [respe %, cst non vide]s

En particulier si % est héréditeirc & droitc, il y a équivalence des conditions :

- % est non vide [respe @ £ % Jeo

~ %; cst non vide [rcspe $ £ %, 1.

- ¢;§f£2 [resps %, est non vide]e

ce Il v a équivalcnce des conditions suivantcs
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- L €% ot BeX impliquent . nBeX .
- I€ 51:1 et B e fI:l i;.1gliguen§ L uB e E’X',i o
- L UBE fi’.z inplique L€ %2 ou B e 332 .

de Il y a équivalence des conditions suivantess

- P I 1] e ) o t&1énme : . -
our toutc fanille (fl)leI d'élénents de ¥ N L, eX

iel
- Pour toute fenille (Ai) se7 L'éleicnts do %y iLeJI L€ %y
- 3 . . - - . '... e ° XI .
Pour toute fauille (! i)iel tollo quo U 4, €%,, il existe 1e1 tel

. - iel
e 4L, € XK

g&- i 2 °
Ces affirnations résultent iamediate.ent des définitionse

Soit n, 1'epplication de ®(E) dans ®[P(E)] caractérisde par M= 8 ° Py
et soit X" 1'enseable des parties de ®(E) éventuellement vides, héréditaires
4 droite et distinctes de ®(E) o

PROPOSITION 241> =~ Les applications inverses 3 p-n=geop et n+p=¢on

établissent une bijection entre 1l'enseanble & des E-gpplications et 1l'enseuble

&" des applications n de #(E) dans %" vérifiant les axiomes suivants s

(EY) n{@) est vide-
(B§) no(X) ¢ n(X) pour tout X e f(E) «
(Eg) X cY ioplique n(X) cn(Y) »

Ce résultat est une conséquence iniédiate du lermes

PROPOSITION 2,20 - La bijection entre 1'enseiable des relations binaires & sur
®(E) et 1l'ensecible des applications n de @(E) dans ®[R(E)] caractérisée
par la condition ¢ Y & X est équivalent & Y € n(X) , &tablit une bijection
entre 1'ensenble des E=-rclations ou rclations de proxiaité et 1'ensemble &M

des applications n de ®(E) dans %" vérifiant les axiones (E']!), (Eg), (Eé')‘.

L'axione (E}) ost équivalent 2 ¢ Y € n(@) ot #¢& n(X) c'est-a-dire 2 la
conjonction des propriétés ¢ n{f) est vide et n(X) £ ®(E) puisque n(X) est
héréditaire & droitec L'axiorne (E‘z) est dquivalent & 1'axione (Eg). L' axione (Eé)
se coapose des deux conditions s Yl > Y &X isplique Y1 56X et Y6 Xc Xl
implique Y 0 X, o La preaiére cst ecquivalente & la condition : n(X) est héré-

ditaire & droite; et la seconde est écuivalcente 2 1'axione (Eé').



6-12

PROPOSITION 243+ = Une E~relation ou relation de proximité & et une Feapplicafion p
étant associées si O est associée 3 1'application n = g o p , une structure
sinple est carsctérisée par la relation de proxinité p associée & la Eeapplie-

cation p qui la déternine.

Cette affiriation est une conséquence immédiate des propositions 21 et 2e2.
En bref, unc structurc sinple est déterninée par 1'un des éléments p, €, n, o
associés par les conditions ¢ € = C/°Ps M=E°P, d a pour graphe celui
de 1'application n .

Dans une p-structurc asscciée & une relation de proxinité & , la condition
Y 6 X signific que Y est p=proche de X ou que X est p-adhérent da Y o

En général la relation binairc & n'est pas synétrique
b q

DEFINITION 2444 = tnc E-relaion p et la structure siiple qu'elle déternine

sont dites syaétriques si la relation de proxinité & cst symétriquee

idhérence d'ordre p , intérieur d'ordre p , extéricur d'ordrc P o

DEFINITION 245e = Soit (5) wune structure siuple déterainée par une Eeappli-
cation p e L'application dec peadhérence cst 1'application a de @(E) dans
®(E) caractériséc par 3

aX) ={x; Xenxl=1{x; X6 x} .

Pour tout X e ®(E) , a(X) ost 1'adhérence d'ordre p ou la p-cdhérence de
X o L'application de p-ouverturc est 1'application B de¢ (E) dans ¢(E)

caractériséc par ;

pX) ={x3 Xepx)l={xs c(X T x} .

Pour tout X € ®(E) , P(X) est 1'intéricur d'ordre p ou le peintérieur
. 8¢ X . L'application de p-éloignenent est 1'application y de P(E) dans

®(E) caracteriséc par s

YX) ={x; Xeex)}I=1{x; XTx} .

Pour tout Xe P(E) , y(X) est l'extéricur d'ordre p ou le peextérieur do
X o
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FROPOSITION 244 = Les applications a, B, y vérifient les relations @

a:copoc a:COY
[3::(:0(100 B:YOC
Y =Coq Y:ﬁoc .

En particulier, la p-adhérence et le p-intérieur de deux parties complémentaie
res sont complémentaires.le pwextérieur d'une partie de E est le complémen-
taire de sa p=adhérence et le p-intérieur de son complémentairee

La relation s B(X) = {x; c(X) T x} entratne ¢ o B(X) = {x; c(X) & x}
qui implique ¢ o B oc(X) = {x3 X &x}= afX) c'est-d-dire : a=c oPoc .
Ia relation y(X) = {x3; X3 x} entralne c o y(X) = {x3; X &x} = a(X)
c'est-d~dire o= c o y « Cos deux relations entrainent immédiatement les sui=
vantess Les autres affirmations traduisent les relations c o a= f oc et

y=coa=focCoe

Remarques =~ La derniére partic de la proposition 24 exprime des propriétés
classiques pour les notions d'adhérence, d'intérieur et d'extérieur au sens

topologiquee

PROPCSITION 2454 = Les applications a s By Y possédent les propriétés sui=-

vantes s
as L'gpplication « de p-adhérence wérifie s
1 a(f) =4 .

2° Pour tout A €®(E) ¢ A c a(d) .

3° Pour tout A €@(E) et tout Be ®(E) : oA uB) > a(h) ua(B) .

4° Tout Ye @(E) qui rencontre a(X) est p=adhérent & X .

be L'gpplication p de pouverture vérifie s

10 ﬁ(E) =B .
2° Pour tout Ae®(E) : p(A) cA . .
3° Pour tout A € P(E) et tout B e @(E) 3 B(A n B) c B(A) n B(B)

4° Tout Y € ®(E) peintérieur & X est inclus dens B(X) «
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ce L'application y de p-éloignement vérifie
1° y({@) =E.
2° Pour tout A e ®E) ¢+ YA ni=g.

3° Pour tout A€®(E) et tout B e P(E) : y(A uB) cy(4) n y(B) «

4° Tout Y e P(E) peextérieur 3 X est inclus dans y(X) .

2

D'apreés la proposition 2.1, n(x) est héréditaire & droite et distinct de
®(E) ce qui implique & ¢ n(x) et a(f) = b « La condition x e & implique s
Ae no(x) ety d'aprés (Eg) y hen(x) qui implique x € of4) « Il en résulte
la relation 4 c a(i) o La relation x e afX) implique X e n(x) et puisque
n(x) est héréditeire & droite, la relation X ¢ Y implique Y e n(x) qui
donne x € a{Y) + Il en résulte que X ¢ Y implique ofX) ¢ oY) « Les relations
a(h uB) > afh) et afl uB) > afB) dimpliquent a(h u B) > ofd) u a(B) « Si
Yna(X) ¢, il existe un point x de E vérifiant x €Y et x e a(X)
c'est-a-dire X € n(x) « L'axiome (Eg) implique n(x) ¢ n(¥) qui entralne
Xe n(Y) c'est-a-dire X & Y « iinsi Y est p-adhérent 3 X o La partie (a)
de la proposition 2¢5 ayant été démontrée, les parties (b) et (c) en découlent

grice aux formules B=c oa oc et y=c oa .

Remarquess = Les gpplications a et B vérifient respectivement les axiomes
(FTl) , (FTZ) et (OTl)’ (0T2) des fermetures topologiques et des ouvertures topo-
logiquess Par contre, elles ne vérifient respectivement que des sxiomes plus

faibles que les axiomes (FTB) et (OT3)°

Une structure simple engendrée par une E-application p détermine des sppli=-
cations @, B, Y mais ces applications ne peérmettent pas en général de carace

tériser la E-application p e

3¢ Fropriétés des E-applications et des structures simplese

Les E~-applications n-semi-parfoites et n=-porfaitese

DEFINITICN 3ele - Une E-application p et la p-structure qu'elle détermine

sont ne-semi-parfaites [respe nmparfeites] si pour tout X e ®(E) s 1l'ensemble

p(X) est ferme par rapport aux intersections finies [respe quelconques]e
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PROPOSITION 3else = Pour qu'une E-gpplication p et la pestructure qu'elle

détermine soient neseni-parfaites, il faut et il suffit que soit vérifide 1'une

des conditions équivalentes suivantes

ae Pour toute partie X non vide de E, p(X) est un filtre sur E .

be La relation de proximité & vérifie la condition

(Yl U Yz) 6 X est équivelent &¢ Y, 80X ou 1,8 X .

[identique 2 (Y, v 1) S X est équivalent 3 s Y, TX et T, X Je

La premiére condition résulte iumédiatement de 1'axiome (E2)~ D' apres la partie
(c) du lemme 241 et lo formule n= go p, pour que p soit n=semimparfaite
il faut et il suffit que (Yl ) YZ) € n(X) implique T e n(X) ou L, e n(X)
c'est=i~-dire que (Y1 U Yé) 6 X dmplique Y; 8 X ou Y, & X o D'aprés 1'axiome
(Eé), 1'implication inverse est toujours valable, ce qui établit lo condition

(b)e Lo dernidre affirmation est une traduction de la précédentes

PROFOSITION 342+ ~ Pour qu'une E-gpplication p est la p-structure qu'elle
déterminc soient n-parfaites, il faut et il suffit que soit vérifide 1'une des
conditions équivalentes suivantes

ae L'application p est de la forme p= po c I dans laguelle 11 est une
application de ®(E) dans @(E) vérifiant les conditions

1o n(g) =@ .

2° Pour tout & e ®E) ¢ 4L c (L)

3° Pour tout A e @(E) ot tout B e ®E) ¢ I(. UB) > I(L) UTIB) »

be La rclation de proximité & vérific la gondition

Y & X est équivalent & 1'oxistence d'un point vyeY tel que yOX

by

[identique 3 + ¥ §X, et dquivelent 3 : 3§ X pour tout point y e Y J.
Lorsqu'il en est ainsi ¢ N(X) = {y; y & X} »

Si p est une gpplication de ®(E) dans % » pour que pP(X) soit fermé par
rapport aux interscctions quelconques, il feut et il suffit que p(X) admette
un plus petit éléuent c'est-i~dire que P soit de la forme p = Pg © I dans
laquelle 11 est une application de ®(E) dans ®(E) « Pour que de plus p soit
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une Eeapplication, il faut et il suffit que 1'epplicetion II vérific les trois

conditions indiquéese

D'aprés lo partic (d) d1 lanme 241 ot laformule n=go p , pour que p soit ne=parfaite
il faut et il suffit que U Yi] € n(X) implique 1'existence d'un i e I tel
i€l
que Yi € n(X) « Puisque n(X) est héréditaire i droite et que Y= U {y} ’
ye

la derniére condition est équivolente au fait que Y e n(X) implique 1'existence
d'un point y e Y tel que y e n(X) c'est-d~dire & lo condition (b)e L!avant-
derniére affirmation est une traduction de la précédente et la dernidre affirma=

tion résulte immédiatement des definitionse

Les E=applications u=semi-porfaites et u~parfaitese = Soit p une E=gppli-

cation et (X.). unc famille quelconque de parties dc E « Soit X= U X, .
i’iel el i
les relations X o Xi et 1'axiome (E3) impliquent p(X) ¢ p(Xi) qui entrainent

i€l iel

p[U Xi] c N p(x,) .

DEFINITION 3e2¢ = Une E-gpplication p et la pestructure qu'elle détermine

sont y=semi=parfaites [respe u~perfaites, ou ponctuelles] si toute famille

finie [resps quclconque] (Xi)iEI d'élements de ®(E) vérifie s

pl U X, ] = N p(X.) .
[ieI l] iel

FROPCSITION 343e = Pour qu'une E-spplication p et la p=structure qu'elle

détermine soient u-semi~parfaites il faut ct il suffit que soit vérifide 1l'une

des conditions équivalentes suivantes @

ae Pour tout Y € P(E) , toute réunion finic de parties de FE p=intérieures

2 Y est p-intérieured Y .

be La relotion de proximité & vérifie la condition

Y d (Xl UX,) est équivalent d Y & X; ou YOX, .

[identique 3 3+ YT (X, v X,) est équivalent & YT X, et YT X, Je
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Pour qu'une E-gpplication p soit u-semim=parfeite, il faut et il suffit que
pour toute famille finie (Xi)i eI de parties de E , la condition Y € N p(Xi)

A iel
implique Y € p| U Xi s clest-a-dire que les conditions Y e p(Xi) impliquent
iel
Ye p[ U Xi] « Cette propriété est équivalente 3 la condition (2)e
jel

D'zprés la premiére partie du lemme 2+1 qui établit que 1'spplication g est
un anti-isomorphisme du treillis @(E) sur lui~-mBme ct la formule n=go°pP,

la condition p|[ U X.] = N p(X,) est équivalente & la condition
iel *  jer *t

n U X. = U rl(X.) (]
[iel 1] jer  *
Pour que cette condition soit vérifide lorsque I est fini, il faut et il suffit
qu'elle scit vérifide lorsque I posseéde deux éléments, ce qui donne la condiw
tion n[X1 U X2] = n[XI] U n[X2] équivalente & la premidre partie de la cone
dition (b)e La dernidre affirmation est une treduction de la précédentes

FROPOSITION 3e4e ~ Pour qu'une Eegpplication p et la p=structure qu'elle

détermine soit u=parfaite ou ponctuclle, il faut et il suffit que soit vérifiée

1l'une des conditions dguivalentes suivantes

ae Pour tout Y € @(E) , toutc rdunion de partics de E p-intériecures & Y

by

est p-intéricurc & Y o [équivalent 3 : les pertics de E p=intéricures & Y

ont un plus grand élément].

be Pour tout Y e ®(E) , p(Y) est pe-intéricur 3 Y .

ce Pour tout Y & ®(E) , los éléments X € ®(E) p-adhérents 3 Y sont caractée
risés per la condition X n oY) £ & .

de Pour tout Y € ®(E) , les éléments X € ®(E) pmintéricurs 3 Y sont carac—

térisés par lo condition : X c p(Y) .

os Pour tout Y e ®(E) , los ¢léments X € ®(E) pmextiricurs 8 Y sont carac—

térisés par la condition ¢ X ¢ v(Y) .

fo La relation de proximité & vérific la condition :

Y6 X est équivalent & 1'existence d'un point x € X tel que Y & x .

[identique 2 ¢ Y& X est dquivalent 3 Y3 x pour tout point xe X Je
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ge Pour toute partie X de E nonvide s p(X) = N p(x) »
— - xeX

Pour qu'une E-application p soit U-parfaite, il faut et il suffit que pour
toute famille (Xi)ieI de parties de B , la condition Ye 0N p(Xi) implique

iel
Yepl U X.|, clest-i~dire que les conditions Y e p(Xi) impliquent
jer *
Yepl U X,| « Cotte propriété est équivalente & la condition (a)e Naturellement
jel

cette propriété est équivalente au fait que 1'ensemble des parties p-intérieures
& Y admet un plus grand élément.

by

Puisque P(Y) contient les parties de B p=intérieures & Y et qu'il est la
réunion des pointe p-intérieurs 3 Y , pour que 1'ensemble des parties p=-inté=-
rieures & Y admette un plus jrand élément, il faut et il suffit que PB(Y) soit
p-intérieur & Y , ce qui démontre la condition (b).

I1 est immédiat que la condition (b) est équivalente & la condition (@)e

La condition (d) signifie que Y € p(X) est équivalemt a X c B(Y) c'est-amdire
que c(Y) £ p(X) est Squivalent 2 X £ Boc(Y) ouds Xnlcopoc(D]ZF .
En vertu de la formule a= ¢ o B o c , cette derniére équivalence signifie que
X est p-adhérent 3 Y, est équivalent & : X na(¥) £ 0 s ce qul exprime la

condition (c)e

La condition (d) signifie que Yep(X) est équivalent 3 X c B(X) c'est-a-dire
que ¢(Y) € X) est équivalent & X c B o o(Y) o En vertu de la formule
Y =B o ¢y cette derniere équivalence signifie que ¢+ X est p-extérieur 3 Y

est équivalent & X c y(Y) , ce qui exprime la condition (e)e
La condition (f) est équivalente & la condition (c)e

Enfin la condition (g) résulte imédiatement de la définitione C'est cette cone
dition qui justifie la terminologie utilisée dans la définitione En effet une
E-gpplication p ponctueclle est caractérisde par sa restriction & 1'ensemble des

points de E .

COROLLAIRE 3els - I1 existe une bijection canonique cntre 1'ensemble des structures
simples ponctuelles ou 1'ensemble des E-applications ponctuelles et 1'ensemble des

applications a [respe B ou vy J de @(E) dans (E) vérifiant les conditions

1, 2, 3 de 1a partie (a) [respe (b) ou (c)] de la proposition 2e5.
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Tout d'abord, si @ [resps B ou € ] désigne l'ensemble des applications
o [respe B ou y ] de P(E) dens (E) vérifiant les conditions 1, 2, 3
de la partie a [resps b ou c¢ ] de la proposition 25, les formules
a=coBoc et y=f o ¢ établissent des bijections canonmiques entre les
ensembles d 4 B et C o

Soit r 1'application de ® dans 1l'ensemble des applications de ®(E) dans
P[P(E)] qui, 2 B e B associe l'application p cersctérisée par s Y € p(X)
est équivalent & X ¢ B(Y) o I1 est immédiat que 1'application r est une injece
tion de @ dans l'ensemble & des E-gpplicationse De plus, d'aprés la pertie
(a) de la proposition 3.4, l'application r est en fait unc injection de 8
dans 1'ensemble 8p des E-applications ponctuellese Soit b 1'application de
& dans @ qui, & une E-gpplication p , associe 1l'application 3 de p=ouver-
tures La partie (d) de la proposition 34 montre que 1'application r e b se
réduit & 1'identité sur Sp o Il en résulte que 1l'application r é&tablit une

bijection canonique entre 8 et Sp .

FROPCSITION 3e5¢ = Pour gu'une E-gpplication p soit telle que p(x) soit

un filtre pour tout point x de E, il faut et il suffit que les applications

oy By y associées vérificnt 1'une des conditions équivalentes suivantese

as 3's Pour tout A € ®(E) et tout B e R(E) (A U B) = a(A) ua(B) .
P(A n B) = B(A) n B(B) «

ce 3'e Pour tout A € P(E) et tout Be P(E) ¢ y(& uyB) = y(4) n Y(B) «

oe

be 3'e Pour tout A e P(E) et tout B e ®(E)

En particulier, ces conditions sont réalisdes si 1s E~application p est

r=semi-parfaites Ccs conditions sont nécessaires et suffisantes pour qu'une

E-gpplication ponctuclle p soit Nmsemi=parfaitece

L'équivalence des trois conditions résulte des formules o = ¢ o Bec et
Y= B e c e D'apres la relation B(A nB) < (k) n B(E) s la condition (be 3!')
est équivalente 3 la condition s x e B(4) et x e PB(B) impliquent x € B(A n B)
c'est~i-dire & la condition : & € p(x) et Be p(x) impliquent & n B e p(x)
qui signifie que p(x) est un filtre. Cette condition est naturellement réalisde
si p est n=semi-parfaite. La dernidére affirmation résulte du fait que si p(x)
est un filtre, pour X£ @, p(X) = ﬂX p(x) est un filtre.

xX€
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44 Comparaison des structures simples et de quelques structures classiguese

Structures pré-topologiques et structures de pré-adhérence [1]e = Une structure

pré~topologique ou pré-topologie sur un cnscmble E est déterminée par la donnée
en tout point x de E d'un filtre ¥(x) appelé filtre des pscudo=-voisinages

de x et assujetti & la seule condition : ¥(x) c po(x) .

Une structure de pré-adhérence sur un cnsemble E ocst déterminée par la donnée
d'une application a de (E) dans ®(E) eppelée pré—-adhérence et vérifiant les
axiomes (FT?, (FT2) , (FT3) des fermetures topologiquese

Soit A' [respe B' ou C' ] 1l'ensemble des applications de  ®(E) dans
P(E) vérifiant les conditions 1y, 2 de la partie (a) [respe (b) ou (c)] de la
proposition 2¢5 et la condition 3' obtenue en remplagant 1'inclusion par 1'égalité
dans la condition 3 de la partic (a) [respe (b) ou (c)Je

IEME 4ele - 11 existe des bijections canoniques entre les ensembles ' , @' ,C'

et l'ensemble des E-applications ponctuelles nesemi-parfaitcse

Ce résultat découle immédiatement du corollaire 3«1 et de la proposition 3e5e

THEOREME 4ele = Il y a identité des structures suivantes s

1° Les structures pré=topologiques détermindes par des filtres de pseudo=voisis

nagas Y( X) .

2° Les strcutures de pré-adhérence déterminées par une application o de

pré=adhérences

3° Les streutures simples ponctuelles n—~scmi-parfaites déterminées par une

E-opplication ponctuelle p n=scmi=parfaites

L'identification est réaliséc par les conditions suiventes ¢ ¥(x) = p(x)

bour tout point x de E et a est 1'application de p=adhérencee

En effet, d'une part, la condition ¥(x) c po(x) et lo-fait qu'une E-gpplice~
tion ponctuelle est déterminde par sa restriction 3 E s ontre que le condition
¥(x) = p(x) réalise 1'identification des structures 1 ot 3 o D'autre part,
puisque 1l'ensemble ' est 1'ensemble des applications de pré=adhérence, d'aprés
le lemme 41, la condition ¢ o est 1'application de p-adhérence, réalise 1'iden-
tification des structures 2 et 3 .
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Structures topologiques et structures d'adhérences = Une structure topologique

ou topologie sur un ensemble E est déterminée par la donnée en tout point x

de E d'un ensemble ¥(x) de parties de E vérifiant les cxiomes des voisine=

ges (V) (V) (v) (V).

Une structure d'adhérence sur un enscmble E est déterminée par la donnde
d'une application o de ®(E) dans @(E) vérifient les axiomes (FTl), (FT ),
(FT ), (FT ) des fermetures topologiques : c'cst donc une structure de prémadhé-

rence idempotentce

PROPOSITION 4ele = Soit p une Eeapplication engendrée par un systeme O .
Pour que p soit ponctuelle, il feut et il suffit que O vérifie 1'exiome (O )

Pour que p 8o0it nesemimparfaite, il faut et il suffit que O vérifie l'ax1ome

(Qz). En particulicr, pour que p soit ponctuelle et n=semi=parfaite, il faut
et il suffit que le systéme O vérifie les axiomes des owverts (0;), (O ) (o )e

En offet, la nécessité de ces conditions résulte de 1'application des définitions
& des familles constitudes d'éléments du systéme et il cst immdédiat qu'elles sont

suffisantese

PROPOSITION 442+ = Pour qu'une E-application ponctuelle P soit idempotente,
il faut et il suffit que soit vérifide 1'une des conditions équivalentes suivantes:

ae La E-gpplication ponctuclle p cst cngendrde par un systéme O [qui véri-

fie alors 1'axiome (O )]

be L'application a _Qg p=adhérence cst idempoiente @ a2 = 0 o
ce L'application B de peadhérence est idempotente s 52 B e

de L'application y dc p=-éloignement vérifie : y o ¢ o Y=Y e

ee Lo famille des ensembles VY(x) = p(x) vérifie 1'axiome (V4).

L'équivalence des conditions (b), (e), (d), résulte des formules a= c e Bec
et y=Boc .

Si p est une E-gpplication ponctuclle, d'eprés la proposition 34, pour tout
Ye ®(E) 1'cnsemble des X e ®(E) tols que Y € p(X) eodmet un plus grand &1é-
ment B(Y) , ce qui montre que la condition (b) de la proposition le4 est satis-—
faites« Il en rdésulte s $p C & et la proposition le4 entraine la condition (a)
de la proposition 4e2e
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Pour une E-gpplication ponctuelle p , les conditions Y e p(X) et X c B(Y)
sont équivalentes. Si B est idempotente, la condition Y € p(X) {équivalente
as Xcply)= ﬁz(Y) implique 1'existence de 1'élément 7 = B(Y) vérifient
Xcp(z) et Zcp(Y) clest-a=dire Y € p(Z) et Z € p(X) , ce qui montre que
p ecst idempotentee. Réciproquement, si p est idempotente, la relation X = [XY)
implique Y e p(X) = Fg(X) qui implique 1'cxistence d'un élément Z € ®(E) véri-
fiant Y € p(Z) et Z e p(X) c'est-d~dire 1 X c F(Z) et Z c PY) . Ces. rela-
tions entrainent X c B(Z) ¢ Z c B(Y) = X qui implique X = B(Z) et Z= EY)
d'ou résulte X = ;32 (Y) clest-a~dirc B= [32 » Ce résultat démontre la condition

(c)e

S5i p est unc application ponctuclle idempotente, la condition (a) montre
qu'elle est engendrée par un systéme ce qui entraine immédistemcnt que la famille
des ensembles ¥(x) = p(x) vérific 1'axiome (V4). Réciproquement, si la famille
des ensembles W(x) = p(x) vérifie 1'axiome (V@), la relation Y e p(X) équiie
valente & Y € px) pour tout x € X implique 1'existence d'une famille
{2}y de partics de E telle que Y € ply) pour tout y e Z, et Z € fx) .

En posant Z= U 2 , il en résulte Y e ply) pour tout y € 2 ot Z e dx)
xeX
pour tout x € X, ce qui implique Y € (2) et Z € oX) o Ainsi la condition

Y e p(X) implique 1'oxistence de % € ®E) tel que Y e f2) et 2 € p(X) &
la E-gpplication p est donc idempotente. Cc résultut démontre la condition
(e).
Soient A", 8", C" les sous-ensembles des enscmbles A' , B' , C' caractéri-

sés respectivement par les conditions (b), (c), (d) dc la proposition 4.2

IE/LE 4e2¢ - I1 existe des bijections canoniques entre les ensembles ! ’

8" , C", l'cnsemble des E~applications pouctuelles n=-scmi-porfaites idempo-

tentes, 1'ensemble des systémes d'ouverts O vérifiant les axiomes (01), (02),

(QB) et 1'ensemble des familles {?(x)}XEE d'ensembles de parties de E véri-

fiant les axiomes des voisingges (Vl)’ (Vé), (Vé), (Vﬁ)'

La premiére partie résulte du lemie 4.1 et des conditions (p), (c), (d) de
la proposition 4e2+ La szconde partic résultc de la proposition 4.1, des condi-
tions (a) et (e) de la proposition 4.2 et du fzit que les axiomes (Vl) (Vé) (Vé)
signifient que les ¥(x) = p(x) sont des filtres vérifiant ¥(x) c pO(x) .

THEQREIME 4e2¢ = Il y a identité des structures suivantes s
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ae Les structures topologiques détcrmindes par la donnéc de 1'un des éléments

équivalents suivants @

1° Une famille {V(x)}er d'ecnsenbles de parties de E  vérifiant les axiomes

des voisinagcs (Vl) (V2) (V3) (Vg).

2° Une famille O vérifiant les axiomcs des ouverts (c,) (02) (03) [ou
une famille § vérifiant les axiomes des formés (F,) (FZ) (Fé)]q

3° Une application a d'adhérence ou de fermcture topologique vérifiant les
axiomes (FTI) (FT?) (FT3) (FT4) [ou unc application B d'ouverture topologique
vérifiant les oxiomes (OTL) (OT2) (OTB) (0T4)].

be Les structures simples ponctueclles n~sémi-parfaitcs idempotentes détermindes

par une BEegpplication ponctuclle p n=seni~parfaite idempotentce

L'identification cst réalisée par les conditions suivantes : ¥(x) = p{x) pour
tout point x de E, lc systéme O engendre p ct S= cl(O) , a est l'ap-
plication de p-adhérence et (B est 1l'application de p-ouverturce.

Ce résultat découlc immédiatement du lomme 4.2 ct des conditions qui caractéri-

sent les bijections canoniquese

Remargue. =~ Soit p unc E-application ponctuelle et soit p' une E-gpplica-
tion ponctuclle engendrde par un systéme o' et vérifiant s p' ¢ p o La condi-
tion X € o' déquivalente a pO(X) = p"(X) dimplique pO(X) = p(X) , c'est-a-dire
Xe 0, avec la terminologie de la proposition le2s Il cn résulte o c o, qui
implique p' c P; « Linsi la E-gpplication p; cst donc la plus fine des
E-gpplications ponctuclles engendrdes par un systeme ct moins fines que p o D'aprés
la condition (a) de lsa proposition 4.2, c'est asussi la plus fine des E-applica-
tions ponctuclles idempotentes moins fines que P o De plus, il cst immédiat que
le systéme 0, est l'enscmble des parties p-ouvertes, solutions de 1'équation
X= p(X) « Si p cst en plus n-semi-parfaitc, 1l'ensemble o; des parties
p-ouvertes vérifie les axiomes des ouverts et cngendre la Eegpplication ponc-
tuclle n-semi-parfaite idempotente Py qui est la plus fine des E~-applications
ponctuelles n~-semi-parfaites idempotcontes moins fines que p e 4sinsi, avec les
notations de la proposition le2, si unc pré-topologie (S) est déterminde par
une E-gpplication p , la E-application P, d¢termine la topologie associée
(Sl) qui est la plus fine des topologics moins fines quc (S) e
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Structures de proximité ct structures de proximité faibles = Unc E=gpplication

p et la p=structure qu'clle détermine sont dites semi=parfaites [respe parfai-
tes] si clles sont & la fois n= ct u-scmi-parfaites [respe n= et u-parfaites]e

LEMME 4¢3s = Pour qu'une E-agpplication p et la p-strocture qu'elle déter-
mine soient symétriqucs ct scmi-parfaites, il faut et il suffit que la relation

de proximité associée soit une rclation binairc & sur ®(E) [de négation O ]

vérifiant‘les conditions suivantes 3

1° Y& X impliquc X 0¥,
20 (Y1 U Yé) 6 X ost Squivalent a ¢ Y, 86X ou T, 8 X [ Identique & 3
(Y, uY,)) §X cst équivalent 2 ¥, X ot Y, TX ]

3° x&x pour tout xe€ E »
4° YT @ pour tout Y e ®(E)

En outrc pour qu'unc E-gpplication p symétrique et la p-structure symétrique
qu'elle détermine soicnt idempotentes, il faut ot il suffit que soit vérifide la

condition suivante 2

5¢ Deux parties Y ot X de E p-éloignées [Y T X] admettent des p-voisi-
nages UY ot VX disjointse

La condition 1 cxprimc la symétrie de la rclation O

Comptc tenu de la symétric, la condition 2 est équivalente & la conjonction de
1! axiome (Eé) et dos conditions (b) des propositions 3¢l ct 3e3 qui expriment
des conditions nécessaircs ot suffisantes pour que & soit associde & une E
relation n-scmi~parfaitc et u-scmi-parfaitc. La conditicn 3 est équivalente 2
1' axiome (Eé) dés qu'un axiome équivalent & 1'axiome (Eg) cst vérifide Enfin,

compte tenu de la symétrie, leo condition 4 est équivalonte & 1'axiome (Ei)-

Soient p une E-gpplication symétrigue et O la relation de proximitd Symée
trique assocides Si la E-application p est idempotecnte, la relation Y & X
équivalente & ¢(Y) € p(X) implique l'existence d'un élément 2 e ®(E) vérifiant
o(Y) € p(2) et Ze p(X) « Cos conditions impliquent c(2) e p(Y) et Z e p(x),
cc qui montre que la condition 5 est vérifide cn posant Ui = ¢c(Z) et 'VX =7 e
Réciproqueuaent, si la condition est vérifiée, la rclation Y e p(X)  équivalente
& c(Y) §X dimplique l'existencc d'¢léments U et V de ®(E) vérifiant,
Ueple(¥)], VepX) ct UnV=yg . Larelation U e Plc(Y)] cntraine c(MTc () ot
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e(1) T c(U) c'est-a-dire Y € p[c(U)] , avec ¢(U) > Vo En posant 2=V,
il en résulte Ye p(Z) et Ze p(X) , ce qui montre que la E-applicetion p
est idempotentce Ce résultat démontre donc la derniére affirmation.

EFREMOVIS et Yue Mo SMIRNOV [2] ont défini et étudié des "Espaces de proximité"
dont la structure est déterminée par la donnée d'une relation binaire d sur
®(E) vérifiont un systéme d'axiomes équivalent eux conditions 1, 2, 3, 4 du

Jemme 4.3 et & 1'une des conditions suivantes @

5% Si Y& X, il existe deux parties Y' et X' de E vérifiant :
YS v, XT X, Y yuX'=E .
5M, 81 Y& X, il existe deux parties U de V de E vérifient s
YT(E=-U), XT(E-V), UnV=g .

Ces deux conditions sont naturellement équivalentes er posant Y' = (E = U) et
X' = (E = V) « Ces auteurs envisagent également les structures pour lesquelles
la condition 3 du lemme 4¢3 est remplacée par la condition suivante qui exprime
une propriété de séparation 3

3's, Pour tout ye€ E et tout x € E, la relation y & x est équivalente &

T=X o

THEOREME 4430 = Il y a identit¢ des structures suiventes s

v
ae Les structures dec proximité au sens de EFREMOVIC ou de Yue M. SMIRNOV déter-

mindes par une rclation binaire & sur ®(E) vérifiant les axiomes des "Espaces

de proximité"e

be Les structurcs simples syuétriques semi-parfaites idempotentes détermindes

par unc E-agpplication p symétrique scmi-parfaite idempotente.

L'identification cst rdalisde par la condition ¢ & est la relation de proxi-

mité essocide & la E-gpplication p e

Ce résultat découle iamédiatement du leame 4¢3 et de 1l'équivalence des condie-
tions 5, 5' et 5" qui résulte de la définition de la reclation de proximité &

associée & unc p=structurce



626

4
DEFINITION 4.1l. - Unc structure de proxinité feible est une structure simple

déterminée par une E-application p symétrique ct semi=parfaitce

Cette définition est justifide par le lemme 4¢3 qui montre qu'une structure de

proximité cst unc structurc de proximité faible idempotentee
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