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FRONTIÈRE MINIMALE POUR DES ALGÈBRES DE FONCTIONS

par Georges ZELLER-MEIER

[d’après un article de Errett BISHOP 

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’Analyse)
~re Année, 1962, n° 3 15 mars 1962

Soient C un compact et f une fonction continue à valeurs complexes sur C .

On posera

Si A est un ensemble de fonctions continues à valeurs complexes sur C ~ M c C

sera dit frontière pour A , si

Une frontière pour A sera dite minimale si elle est contenue dans toute fron-

tière pour A . Il résulte de la définition que si elle existe, elle est unique.

THÉORÈME 1. - Si A est une algèbre 3éparante de Banach de fonctions continues
à valeurs complexes sur C , compact métrisable~ il existe une frontière minimale

pour A :

a. Toute frontière pour A contient nécessairement ) . Il suffit donc de

-montrer que Mo e st une frontière.

b. Montrons donc que M0 ~ S(f) ~ ~ , V 

Considérons

c’est un ensemble de fermes de C .

Soit f E A , considérons les sous-ensembles r~ de r tels que

~o E r~

z° Toute n d’un nombre f ini de y E r’ est non vide.

(1) BISHOP (Errett). - A minimal boundary for f unction algebras, Pacif ic J. of
t. 9, 1959 ~ ~. 6z9-64z.



Les r’ étant ordonnés par inclusion, ils forment un ensemble ordonné inductif.

D’après le lemme de Zorn, 3 r0 maximal, tel que

lo r~ . 
2° Toute intersection d’un nombre fini de Y~ ~n est non vide.

C compact ====> D = Q et D compact.
03B3~03930

C compact métrisable ===> 3 une suite =  03B3n .

soit , ~ D . Posons 
.

on a f E A , et comme S (fy ) ,

00 f
I. 2014 converge uniformément sur C vers g E A . et on a
2

car

Donc

Montrons que

et comme 



~

C. Q.F. D.

Raisonnons par l’absurde : t supposons que S(g) ait plus d’un point.

A séparante => 3 A , h-, non constante sur S (g) , on peut supposer
1 sur S (g) et h. =1 +h~ ~ h E A et

2 , V xe S(g) avec )h(x) ) 1 = 2 => = 1 .

Donc 3 jh) non constant sur S(g) .

Considérons

E est et S(g) -E est non vide. Soit E . Posons

et

Posons

Donc V x ~ Vn , |g0(x) | 1  1 et eomme V est compact 3 pn ~ N tel que

Considérons maintenant



On a

On a donc

donc

Or S(k) n ==> k E r 0 d’après l’hypothèse d’intersectionsfinies. D’où

ce qui est contradictoire avec S(k) n (S (g) - E) == ~ .

THÉORÈME 2. - Avec le s mes hypothèses que pour le théorème 1 et

Un est ouvert et La frontière minimale est donc un G .
a, f ~ A . Posons

Si il ne peut exister une suite de points y1 , Y2 ’ ... , y ...
tels que



car la boule : {y ~ Î n} étant compacte~ la suite 

aurait une valeur d’adhérence yo pour laquelle => Dn (x)
et |f(y0) 1 4 ce qui est contradictoire avec x0 

E 

Donc 3 D > 0 tel que ~ f (y) ~  4 ~ d y , tel que d (x ~ y) ~ n - D

Donc ~ (f) est ouvert et, comme U - L! 6 (f) ~ U est ouvert.
n n 

f~A n n

b. c U car si x E NI~ ~ ~ f E A ~ S (f) _ {x~ ~ et on peut supposer
nEN 

"

(. = 1 , b’ n E N ~ Dn(x) est compact et comme )f) ( ~ 1 sur D (x) ,
~ b y E Dn (x) ~ ~~ . . Donc d ne N ,

Soit x ~ ~ Un , nous allons construire par récurrence une suite 

gn ~ A avec les 4 propriétés



En effet

Supposons g~ définie : gK (x) =3(1 - 2" )

Posons

on a

En prenant gK+l = gK + h , on a bien E A et les propriétés 1, 3, 4. V éri-
fions que l’on a la propriété 2 :



Or

(1) ==> g converge uniformément dans A vers b i

Remarques.

1° Si C n’ est pas métrisable, il peut ne pas exister de frontière minimale.

Considérons 1 = (0 , 1] , C == IJ , J ensemble d’indices a non dénombra-

ble. A = algèbre des f onctions continue s sur C ne dépendant que d’une infini-

té dénombrable de variables.

A est une algèbre séparante de fonctions, elle est de Banach pour la conver-

gence uniforme car si fn ~ f ,, on a f = fg + 03A3 (fn+1 - qui montre que

f ne dépend que d’une infinité dénombrable de variables.

(Le théorème de Stone-Weierstrass montre que A e st l’ansemble de s f oncticns

c ontinue s sur C .)

Or

xa = 0 sauf pour une infinité dénombrable d’indices}

e st une frontière de A ;

N == ~x ~ ( x E C , x == 1 sauf pour une infinité dénombrable 

est une autre frontière de A et

, 
v

2° La frontière minimale peut être plus petite que la frontière de Silov.

Considérons

/B

A == ensemble des fonctions continues f sur C telles qu’il existe f sur
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)zJ~ 1 avec f = f sur C f holomor he sur z  1 et f 0 ~ f 1 .
A est une algèbre séparante de Banach.

La frontière de Silov est C ; la frontière minimale est C .- ~ 1 ~ (principe
du maximum)..


