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Sur un fibre holomorphe hermitien de rang r (E, ôo, H~ au-dessus d’une
variété kihlérienne compacte de dimension (complexe) m, (Y, w), il existe une
unique connexion compatible à la structure holomorphe ao et à la métrique H. Elle
est classiquement appelée connexion de Chern et on la notera ~~. Sa courbure
est une 2-forme sur V à valeurs dans End E, le fibre des endomorphismes du
fibre, qu’on écrira FH E 02(V,End E). En prenant la trace de la courbure, en
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tant qu’endomorphisme du fibré, on définit la première forme de Chern, notée
ci(E,H) et égale à 2irtr FH (" tr F" représente donc la trace dans la fibre).
Le degré du fibré hermitien (E, H) est alors donné par l’intégrale f y 
*o;, où * est l’opérateur de Hodge de (V,(~); on le représente par H).
Pour tout autre métrique H’ sur E ; il existe une fonction lisse p satisfaisant

cl (E, H’) = ~~03C6 ; 03C9 étant fermée, on peut parler du degré de E pour
la structure kählérienne [a;], indépendamment de la métrique hermitienne H. On
écrira degp E. Plus généralement, pour un sous-faisceau cohérent .1 de E, on
définit cl (3 par cl (det3); on rappelle à cet effet que tout sous-faisceau réflexif
de rang 1 est un "vrai" fibré en droite (cf. [0 - S - S’] p.154) et que, si r’ est le
rang de 7, le fibré déterminant, det F, est le faisceau réflexif de rang 1 (Ar’F)**.
La pente d’un sous-faisceau cohérent est le rapport du degré par le rang; on la
notera ~(3~, ~w~), puisqu’elle ne dépend que du sous-faisceau ,~ et de la structure
kählérienne de la base (V, 

Définition 1. Un fibré (E,~0) est -stable (semi-stable) si pour tout sous-
f aisceau cohérent, 3, de rang strictement inférieur au rang de E, ~(3, ~W~) 

~W~) (resp. ~(3, ~c~~)  (c~~)) ~ °

Cette définition a été introduite par D. Mumford qui a établi, dès 1962,
l’existence d’un espace de modules quasi projectif pour les fibres stables sur une
courbe, de rang et de degré fixés. Plus tard (1977), l’énoncé a été généralisé par D.
Gieseker et M. Maruyama à l’existence d’un espace de modules quasi projectif pour
les fibres stables de rang et de classes de Chern fixés, sur une variété algébrique
projective de dimension arbitraire.

En prenant maintenant la trace de FH par (*; (on notera A cette opération de
contraction sur la base) on définit l’endomorphisme de Ricci, KH = iAFH, section
H-hermitienne de End E. Il a été introduit par S. Kobayashi pour formuler les
hypothèses de théorèmes d’annulation.

Définition 2. Une métrique hermitienne H est d’Hermite-Einstein si l’endo-

morphisme de Ricci, KH, est un multiple constant de l’identité. La connection
de Chern d’une métrique d’Hermite-Einstein est dite de Yang-Mills-Einstein .
Un fibré holomorphe E est d’Hermite-Einstein s’il existe sur E une métriqu
d’Hermite-Einstein.

En utilisant le théorème de D. Mumford, M.S. Narasimhan et C.S. Seshadri

(cf. [N - S]) démontrèrent, dès 1965, que tout fibre holomorphe stable sur une
surface de Riemann provient d’une représentation unitaire projective irréductible
du groupe fondamental de la base. On voit facilement (cf. [A - B] paragraphe.6)
que cet énoncé est équivalent à l’existence d’une métrique d’Hermite-Einstein sur
tout fibré stable au-dessus d’une courbe compacte.

S’appuyant sur l’analogie étroite qui lie les propriétés des fibres stables d’une



part et des fibres d’Hermite-Einstein de l’autre -comme l’inégalité

reliant les deux premières classes de Chern du fibré, (démontrée par F. Bogomolov
en 1978 pour les fibrés stables sur une variété projective, cf. [Bo], et par M.
Lûbke, cf. [ Lûl ], en 1982, pour tout fibré d’Hermite-Einstein) - S. Kobayashi a
été conduit à poser vers 1980 la conjecture suivante :

Conjecture. Tout fibré holomorphe 8ur une variété kählérienne compacte (V, w),
qui est [w] -stable admet une métrique d’Hermite-Einstein.

Cette conjecture est aussi attribuée à N.J. Hitchin. S’inspirant de [A - B],
où M.F. Atiyah et R. Bott utilisent le théorème de Narasimhan et Seshadri pour
calculer les groupes de cohomologie de l’espace de modules des fibrés stables - et
qui peut être considéré comme le fondement des résultats dont nous allons parler
- S.K. Donaldson proposa en 1983 une démonstration, plus directe que celle de
M.S. Narasimhan et C.S. Seshadri, de la conjecture pour les courbes (cf. [ Dl
]). En 1985, il établit la conjecture pour les surfaces algébriques, en en ramenant
la démonstration au cas des courbes- modulo un théorème de V.B. Mehta et A.
Ramanathan [M - RI], selon lequel un fibré sur une surface projective V est [(u]
-stable si et seulement si les restrictions aux intersections génériques de V avec une
hypersurface de degré assez grand, sont elles-mêmes [w] -stables. Plus récemment,
s’appuyant sur une généralisation du théorème de Mehta-Ramanathan ( [M - R2])
en toute dimension, S.K. Donaldson a pu généraliser sa démonstration au cas
des fibrés stables sur n’importe quelle variété algébrique ( [D3]). Parallèlement,
K.Uhlenbeck et S.T. Yau (cf. [U-Y]) ont proposé les grandes lignes d’une
démonstration plus subtile, mais plus naturelle; ils se passent, par exemple, du
théorème de Mehta-Ramanathan. Leur solution devrait répondre définitivement
à la conjecture, puisque leur preuve s’applique à tout fibré stable sur n’importe
quelle variété kählérienne compacte (en particulier, non-nécessairement algébrique
projective).

I. LE THEOREME DE KOBAYASHI-LUBKE : LA RECIPROQUE DE
LA CONJECTURE.

Commençons par remarquer que la conjecture admet la réciproque suivante :

Théorème 1. ([Ko] et [ Lü2 ]) : Soit (E, H) un fibré holomorphe hermitien
sur une variété /ctihlérienne compacte (V, w) . Si H est une métrique d’Hermite-
Einstein alors E est une somme directe orthogonale de sous-fibrés stables de même
pente.



La démonstration de cet énoncé s’appuie sur un théorème d’annulation dont
la preuve se ramène à l’identité :

valable pour toute section holomorphe s d’un fibré hermitien sur une base kahlérien
-ne ;

Lemme 2. (S. Kobayashi - H. Wu) Si 0 alors n’admet aucune
section holomorphe non triviale ; si KH = 0, toute section holomorphe est
parallèle.

Si 3 est un sous-faisceau cohérent de rang r’ du faisceau t des germes de sec-
tions de E, il lui est associé une section holomorphe non triviale de @ (det3) * ,
fibré hermitien, d’Einstein pour la métrique produit de la métrique d’Hermite-
Einstein induite par H sur et de la métrique d’Hermite-Einstein de 
(Tout fibré en droites sur une base kählérienne admet une telle métrique). En
prenant la trace de l’identité K = pldE, puis en l’intégrant sur V, on voit que
p = . Comme

on déduit du lemme 2 que ~(E) > ~(~), et qu’en cas d’égalité, le sous-fibre det3
est stable pour la dérivation covariante de le faisceau 3 est alors associé à un
sous-fibré holomorphe F de E. La connexion de Chern étant métrique, E admet
la décomposition orthogonale E = F (B 

II. LE THEOREME DE NARASIMHAN-SESHADRI RELU PAR S.K.

DONALDSON : Le cas de la dimension 1.

La preuve de la conjecture sur une courbe est aujourd’hui (presque) classique.
Elle n’en reste pas moins une étape de la démonstration, (par récurrence sur la
dimension), proposée par S.K. Donaldson dans le cas où la base est algébrique
projective, mais de dimension quelconque. La preuve que nous donnons ici est
due elle aussi à Donaldson : c’est la seule partie de l’exposé qui fasse directement
référence à la théorie de Yang-Mills, une source d’inspiration commune à tous
les pionniers (M.F. Atiyah, R. Bott, S.K. Donaldson, K. Uhlenbeck, S.T. Yau...)
qui dépasse pourtant le cadre de cette démonstration. Cette preuve se fait par
récurrence sur le rang du fibré, le cas r = 1 étant trivial (nous l’avons d’ailleurs
déjà utilisé dans (I)). Notons le groupe de jauge complexe, c’est à dire l’espace
des sections lisses du fibré des automorphismes C-linéaires de E et A l’espace des
connexions C-linéaires sur E. Si, en plus de l’action "ordinaire" de ~C~ sur A,



définie par : (g, V) - vg = goVog-1 = on introduit une "nouvelle"
action définie par (g, p) ~ g(V) = V - + c’est à dire que
l’image de V par un élément g de gC pour la "nouvelle action" est la connexion H-
métrique déterminée par sa composante 8g(V) = g o 8v o g’1, donnée par l’action
"ordinaire" de g - on voit que deux connexions définissent encore des structures
holomorphes équivalentes si et seulement si elles appartiennent à la même orbitesousGC. Par construction, la nouvelle action préserve de plus le sous-espace deif formé des connexions H-métriques.

On notera 0(E), l’orbite sous ~~ de VB. Nous remarquons tout de suite
que s’il existe dans l’orbite de la connexion de Chern d’une métrique hermitienne
Ho d’un fibré holomorphe (E,80) une connexion de Yang-Mills-Einstein - que l’on
notera donc g alors (définie par Hg-1(u, v) = Ho(g.u,g.v)) est une
métrique d’Hermite-Einstein sur (E, ûa~; ( ~ représentant la connexion de Chern
de la métrique Hg-1 pour la structure holomorphe 80 de E, vg = g o V o g-1 =

Mais F°p = g o F° o c’est à dire, KV = g-1 o K°~ o g = 

A. La fonctionnelle et le théorème de compacité d’Uhlenbeck.

Pour des raisons techniques, (cf. lemme 6), on préfère à la fonctionnelle de
Yang-Mills(~~~F~~2L2), la fonctionnelle J(~ ~ J(V) = N T + où la norme N est définie par N(8) = fy ( 8 représente ici une section
de End E). Nous notons que J(V) = 0 si et seulement si V est de Yang-Mills-Einstein.Nous avons alors la proposition capitale suivante :

Proposition 3. Si l’infimum de (E) n’est pas atteint sur l’orbite O(E) il existe
un fibré holomorphe F, de même degré et de même rang que E, non isomorphe à
E, tel que Hom(E, F) ~ 0 et que  

dont la démonstration se ramène facilement au théorème de compacité d’Uhlenbeck :

Théorème 4. ([U]) Toute suite de connezions unitaires de courbures uni-
formément bornées dans LZ admet, à changement de jauge près, une sous-suite
faiblement convergente dans Li.

B. Le minimum est atteint dans l’orbite.

Dans l’étape suivante, on montre que l’infimum est nécessairement atteint
sur l’orbite 0 (E), dès que E est stable. Si f est un morphisme non trivial de t
dans y, il est facile de construire la factorisation suivante de f



On pourra prendre P = ker f et N = Coker f/torsion; P, Q, u et M sont alors
clairement localement libres; de plus rg Q = rg M et deg j2  deg.M. Le lemme
suivant repose sur une manipulation d’algèbre linéaire (décomposition en blocs de
la matrice de courbure) :

Lemme 5. Si F est l’extension D -> M ~ F ~ N ~ 0 avec (F),
alor8 pour toute connexion unitaire sur F, ~,

tandis que :

Lemme 6. Si on suppose la conjecture démontrée pour tout fibré sur une courbe
compacte, de rang r’, r’  r, et si E est l’extension O ~ P ~ ~ ~ Q - 0, il
existe une connexion V sur E satisfaisant l’inégalité :

La démonstration de ce résultat est plus substantielle : on utilise la filtration semi-
stable 0 C Pr C ... C Pk = P du fibré holomorphe P (i.e. est semi-stable
et est une fonction croissante -au sens large- de s~ puis la filtration
stable des fibrés semi-stables ainsi obtenus : 0 C C ... C Rt,~; = 
Par hypothèse de  p(E) ; comme rg  rg E,
c’est à qu’on applique l’hypothèse de récurrence. *

C. Caractérisation variationnelle du minimum et unicité.

On conclut, par un calcul de la variation première de J(V) au voisinage du
minimum Vo de Jlo (E), que *Fvo + 2 i03C0 = 0. Il n’est pas difficile, en utilisant
un principe du maximum, d’établir enfin l’unicité de Vo.

in. LE THEOREME DE DONALDSON - LA DÉMONSTRATION DE
LA CONJECTURE EN TOUTES DIMENSIONS DANS LE CADRE

PROJECTIF.

On se propose de donner maintenant une démonstration de la conjecture dans
le cas où la base est une variété algébrique projective de dimension quelconque.
A l’équation KH - ÀldE = 0, on associe un champ de vecteurs X(H) sur la
variété de Fréchet des métriques hermitiennes (lisses) sur E, .M, défini par X(H) =
8-1 (-2(KH - ÀldE)); on a noté 8 l’identification canonique de TH.M avec l’espace



des endomorphismes hermitiens de (E, H), MH : si X E on définit 8 par

On commence par construire une fonctionnelle, P, sur M dont (-X) est le
gradient. Il "suffira", pour résoudre notre problème, de trouver sur .M un point
critique de P. Pour cela on "intègre" le champ X-- à partir d’une métrique quel-
conque Ho dans .M- jusqu’à un minimum de P, HOCH qui, si on peut en établir
l’existence, sera d’Hermite-Einstein.

A. Construction de la fonctionnelle à partir des classes caractéristiques secondaires.

A tout polynôme homogène de degré 1, P, que l’on supposera sans restriction
symétrique, on associe classiquement l’endomorphisme de Chern-Weil

L’application P satisfait H (X) = (8(X), iFH, ..., iFH) = 
où ~ est la 1-forme sur M à valeurs dans i~~-1~~’1(Y) définie par

On vérifie que. est dM- fermée, modulo Ima E9 Im~. On obtient ainsi une
section de R, satisfaisant d R = 03A6, c’est à dire i~~d R = dP.
Par intégration le long d’un chemin quelconque de H à Ho dans M, on a alors
iaaR(H,Ho) = P(H)-P(Ho). Notez que R n’est définie que modulo Im~~Im~ ;
w étant fermée, R(H, Ho) = f ~ R(H, Ho) A m_ +1 est cependant définie sans

ambiguïté. Si 1 = 1, Pi = 27rci; pour 1 = 2, P2 = = 403C02 (ci - 
Comme 03A6(X) = tr03B8(X),grad1 = (pour le produit scalaire
 X , Y >= f~ tr8(X).9(y)). De même dM R2(X) = 2 fy 
= 2m f~ tr(6(X ).K), c’est à dire gradR2 = 

Avec Ri nous avons construit une transgression de la première forme de
Chem cl (E, H), c’est à dire une fonction Rl sur V vérifiant iâôRi (H, Ho) _

cl (E, Ho)). De façon similaire, la 2-forme R2,de type(1,1), qui
vérine ~~R2(H1, Ho) = 403C02(03C01 (E, H) - 03C01 (E, Ho)) est une transgression de la
première forme de Pontryagin venons donc d’établir

Proposition 7. Si la base du fibré, (V, w), est kahlérienne, l’intégrale

où Rl (Rz) est une transgression de la première forme de Chern CI (E, H) (
resp. de la première forme de Pontryagin définit une fonctionnelle



sur.M - notée Da (Ho, H)- dont le gradient est précisément 203B8-1(KH - ÀldE) . Da
satisfait de plus l’identité Da (Ho, Hl ) + Da (Hl, HZ) = Da (Ho, Hz), pour tout triplet

B. Existence du flot et unicité.

On n’utilisera dans cette partie qu’une conséquence (faible) de l’hypothèse de
stabilité, à savoir que toute section holomorphe de End E est un multiple constant
de 1dE (on dit dans ce cas que E est simple). Pour démontrer cette propriété
élémentaire des fibrés stables, qui s’étend au cas où la base est kählérienne non-
projective, considérons une section holomorphe non nulle de End E, s. Si le fibré,
E, est stable, le rang de s est égal, en au moins un point de la base, au rang de
E (puisque l’image est à la fois un sous-faisceau et un faisceau quotient). Le
déterminant de s, fonction holomorphe sur une base compacte, est donc constant,
(non nul); il en est de même des autres coefficients du polynôme caractéristique
de s. Si À en est une racine, rg(s - Àld)  rgE, et de notre première remarque
nous déduisons que s - ald - 0..

1) Unicité et normalisation.
Un calcul élémentaire établit la convexité de la fonctionnelle Da (ce n’est pas

étonnant puisque Da est une "application-moment") :

Proposition 8. Si (E, ôo) admet une métrique d’Hermite-Einstein, Hoo , pour
toute autre métrique hermitienne H, (non homothétique à Hoo ), > 0 ;
en particulier il existe au plus une telle métrique sur E, minimum absolu de Da.

On se propose maintenant de "normaliser" le flot. A partir du calcul de la
connexion de Chern et de la courbure d’une métrique H = H.h (fonction de h,
de sa connexion et de sa courbure), ainsi que de la théorie de Hodge scalaire on
montre que,

Proposition 9. Quitte à remplacer la condition initiale Ho par une métrique
conforme H = e~.Ho, p E COO (V) , on peut supposer la courbure scalaire ut =
tr KHt constante, E V et le long du flot. Si on pose Ht = Ho.ht
on pourra aussi supposer que det ht =1 , pourvu que 03BB = ao = 

2) Existence locale du flot et unicité.

On est amené à intégrer l’équation (E) : ~L = 0-1 (-2(Kt - ÀldE)) que l’on
peut réécrire



où Kt = = iA(aa - aâ~ est le "laplacien" de (End E, Ht), et où {}
représente l’anti-commutateur de End E.

Cette équation -non linéaire mais strictement parabolique - admet une solu-
tion locale d’après la théorie générale (on se ramène au théorème d’inversion locale
dans les Banach - cf. [Ham]) ; autrement dit :

Proposition 10. Pour toute métrique hermitienne Ho sur un fibré holomorphe
(E, âo), il existe un réel > 0, et une application lisse H(t, x) définie 8ur
[0, c) x V, solution de (E), et coïncidant avec Ho en t = 0.

Pour établir l’unicité, en plus de la structure métrique usuelle 
~ k ~ z ) de Nz C il est commo de d’introduire la quasi-distance

qui satisfait clairement les estimations  4r Si Hl et Ht sont
alors deux solutions de (E) et si l’on pose Tt = T (Hl, on établit l’inéquation
d’évolution tt + 039403C4t ~ 0 (1). Du principe du maximum ordinaire pour les
équations paraboliques nous déduisons.

Proposition 11. Si Ht et Ht sont deux solutions de l’équation (E) aur (0 T) et
si H10 = H20 alors Ht = Ht sur (o, T).

3) Existence globale du flot.
En appliquant l’équation (1) à 03C4 (Ht(.x), Ht+a(a)), où 6 E R.+ et Ht est une

solution de (E) sur [0 , T), on montre que (Ht) converge uniformément vers une
limite continue HT. Pour établir que HT est lisse, il faut travailler plus : pour
appliquer la théorie elliptique "ordinaire" (inégalités de Schauder), il faut d’abord
borner Ht, en norme CI, ainsi que la courbure pour toutes les normes Cie. (C’est
la non-linéarité de l’équation qui rend nécessaires ces estimées a priori).

L’évolution de /Kt/t est régie par l’équation e~~+0 = 0,
équation que satisfait aussi Kt = Kt - ÀoldE. Le principe du maximum scalaire
entraîne alors sup sup Nous venons donc de démontrer que :

t,zev zev

Proposition 12. La norme de l’endomorphisme de Ricci, est uniformément
bornée le long d’une courbe intégrale.

Pour obtenir la borne C1, il n’est pas difficile - les Ht étant uniformément
bornés et la base étant compacte - de se ramener au problème local d’une suite
(h=), définie sur la boule unitée de Cm et dont les gradients à l’origine divergent

(|~hi(0)| = sup = mi --> +oo . On remplace alors la suite diver-B B(o,i) 



gente (hs) par la suite "éclatée" (h,:), définie sur B(0,l) par i(x) = hi 
La suite (i) ainsi construite est maintenant bornée pour la topologie Cl et vérifie

= 1. Comme (h;) converge uniformément vers HT (topologie C°) , il
est clair que "l’écart" - i.e. la distance entre "sup h; " et "inf hs " tend vers 0.
D’autre part, si l’on rappelle que Kt = K0 + i~(h-1t~ht), (2), on obtient comme
corollaire de la proposition 12 que + i-1i~i ^ -1iâhi est uniformément

bornée. En particulier est bornée pour la topologie C°, et donc Lp, pour
tout p > 0. La théorie elliptique classique (inégalité de Schauder) entraîne alors
que les hi sont bornés dans LZ; par les théorèmes d’inclusion de Sobolev, les h~ N
sont donc bornées dans dès que p est assez grand. On obtient la contradiction
en considérant une limite des hi dans application Cl, d’écart nul
(donc constante) satisfaisant de plus = 1 ! t

Les (Ht) étant bornées dans la topologie Cl, on obtient maintenant la borne
Lz en raisonnant, comme précédemment sur les à partir de l’équation (2). On
a ainsi établi :

Proposition 13. Si Ht est une solution de (E) sur [0 , T ), T  oo, alors Ht est
uniformément bornée, pour la topologie comme pour les topologies Lz, p > 0.
En particulier la courbure est bornée dans LP.

Pour ce qui est de la courbure, on peut établir les inéquations d’évolution
suivantes :

l’inégalité (4) contenant implicitement une formule de Weitzenbôck (passage du
laplacien sur les formes au laplacien "brut" V*V). En utilisant le noyau de

l’équation scalaire de la chaleur (~ ~t + A) sur V pour résoudre ~ ~tf + A/ =
C + et le principe du maximum pour f) , on peut établir
que, le long d’une ligne de flot, la courbure est uniformément C°-bornée dès qu’elle
l’est pour une topologie Lq, q > n’est pas difficile en utilisant l’inéquation
(4) d’établir ensuite par récurrence sur k que, si la courbure est bornée pour la
topologie C° le long d’une ligne intégrale, elle l’est pour toutes les topologies Cie.
De ceci et de la proposition 13 on déduit :

Proposition 14. Si Ht est solution de (E) sur [0 T ), T  oo, alors (Ft) est
uniformément bornée pour les topologies Ck sur (0 ,T).



Réécrivons l’équation (2) sous la forme :

Par itération nous allons déduire des propositions 12 à 14 que (Ht) est uni-
formément bornée pour les topologies Ck sur l’intervalle [0 , T). En particulier, Ht
se prolonge en une solution C°° de (E) sur [0,T] ; l’intervalle maximal d’existence,
ouvert (par la proposition 10) est donc aussi fermé.

Proposition 15. Pour toute métrique hermitienne Ho sur un fibré holomorphe
(E, ao) , il eziste une et une seule application lisse sur (0, oo) x V, qui est solution
de (E) et qui coïncide avec Ho en t = 0.

En effet, comme (Ht) est bornée pour la topologie C1 sur [0 , T) (proposition
13) et comme (Kt) est bornée pour la topologie C° (proposition 12) on déduit de
l’équation (5) que est uniformément bornée, pour la topologie C°- et donc
pour les topologies Lp. La théorie elliptique (inégalité de Schauder) entraîne alors
que (Ht) est bornée pour les normes L, et donc C1,«, par le théorème d’inclusion
de Sobolev de LZ dans C 1,«, valable dès que p est assez grand.

La borne uniforme sur les dérivées covariantes de la courbure - à tous les ordres
- entraînant une borne uniforme sur les dérivées covariantes de l’endomorphisme
de Ricci, Kt = iAFt, - à tous les ordres - on établit classiquement, par itération,
que toute solution (Ht) de (5), bornée pour la topologie C~‘’«, (k >_ l,a > 0), est
bornée pour la topologie On raisonne comme il suit. Si (Ht) est bornée
dans Ok,o, comme (Kt) est bornée dans Ok, (ht (Kt - Ko) + i~ht.h-1t A ~ht]
est bornée dans l’inégalité de Schauder entraîne alors que (ht) est bornée
dans 

C. Convergence à l’infini - construction de la métrique d’Hermite-Einstein.

1) La solution Ht est bornée pour la topologie C°.
Malheureusement, les arguments de convergence en T, T  oo, développés

en B, ne s’appliquent plus : les bornes obtenues divergent en effet quand T tend
vers l’infini. Nous commencerons par établir l’existence d’une borne C° sur (Ht).
C’est ici qu’interviennent, et l’hypothèse de récurrence (on suppose la conjecture
démontrée pour tout fibré stable de rang r’, r’  r), et l’hypothèse de stabilité.
On admettra le théorème suivant ([M - R2]).

Théorème 16. Soit [03C9] la classe hyperplane de V C PN, Un fibré holomorphe
E est [w] - stable si et seulement si la restriction de E à une intersection lisse,
générique, de V avec une hypersurf ace S de degré assez grand (ne dépendant que
de E ~ est [a;] -stable.

Note. Le plongement de V dans PN ne faisant pas partie de la donnée de E
on pourra, en remplaçant éventuellement úJ par un multiple - autrement dit en



plongeant PN dans PM par une application de Véronèse - se ramener au cas où
la restriction de E à une section hyperplane générique est stable.

Introduisons une nouvelle distance sur M; H et K étant deux métriques de
même déterminant, on peut écrire H = K.eB , où s est une section de trace nulle
de End E, hermitienne pour H et K. On pose

L’application 6(H, K) est alors lipschitzienne sur V et

les constantes Ci et C2 étant évidemment indépendantes de s. Comme on a
normalisé le flot par la condition det ht = 1, il suffit, pour borner Ht dans la
topologie C°, de borner 6 (Ht, K). Pour ce faire, en se ramenant par un argument
de transversalité à l’ouvert de V où ô (H, K) est lisse, on peut démontrer :

Lemme 1r. f y b(H, K)~~  f y ~ + pour toute application lisse
$, positive ou nulle.

Nous allons utiliser ce résultat pour montrer qu’il suffit, pour borner uni-
formément de borner la norme V de sa restriction à un ouvert
quelconque.

Proposition 18. S’il existe un ouvert U de V et une métrique de référence
K sur E tels que bornée alors 6 (Ht, K) est uniformément
bornée sur V x [0, oo).

La distance 6(H, K) est une application Li, puisque lipschitizienne; comme

sup Iktlt est une fonction décroissante de t, le lemme 17 entraîne, au sens des dis-

tributions, que C. La preuve se réduit ainsi à un énoncé classique connu sous
le nom d’itération de Moser qui s’écrit ici: pour tout ouvert U1, U1 C U, sup 6 

Ui

6P ) i~p + l1 ; en effet si W est un ouvert non vide de V, satisfaisant W C Ul,
on peut trouver une fonction lisse ~ sur V vérifiant 0~ = C sur V - W (prendre
f, lisse sur V, avec Jy f = 0 et f w -w = C, puis résoudre ~~ = > 0). Le
principe du maximum appliqué à (6 - ~) entraîne alors sup (6 - ~)  sup (6 - ~)

v-w U1-W
i.e. sup 03B4 ~ |03C8|~ + sup 6..
V -W Ui -W
Par la stabilité de E, et d’après le théorème de Mehta-Ramanathan, il existe

une famille Yz de sections hyperplanes de V, paramétrée par le disque B(0,1) C C,



telle que ElY. est stable pour tout z dans B(0,1). En particulier il existe un ouvert
U de V, paramétré par B(0,1) x Bm-1(0,1), et feuilleté par les hypersurf«es
ouvertes Uz = U n Yz. On notera Àz la métrique d’Hermite-Einstein sur ElY.
qui existe par hypothèse de récurrence; il est possible de choisir Hz lisse en z,
et de définir ainsi une métrique H sur la restriction de E à l’ouvert U. D’autre
part, si une section hyperplane Y est définie par les zéros d’une section 0’ alors
iaa |03C3|2) = w - 1 2CY où CY est le courant associé à l’hypersurface Y
(par exemple une masse de Dirac si dim Y = 0). De l’égalité 

trFK (cf. III. A) on déduit :

Modulo une décomposition orthogonale de FH, en parties avec et sans trace, on
conclut :

Lemme 19. Si Y C V est une section hyperplane donnée par les zéros d’une
section Q de Ov (I), on a la majoration suivante de (H, K)

où Ci ne dépend que de o et C2 de q et de K.

On déduit de ce résultat la majoration

où est décroissante le long du flot, tandis que ainsi que

sont uniformément bornées.

Pour obtenir la majoration uniforme de (Ht, K) on peut majorer IsILP(Y)
par DY,W K) en utilisant une inégalité de Sobolev pour les sections sans trace
du type Poincaré - LI (précisément, C si p = et

Lemme 20. Si (F, K) est un fibré stable d ’Hermite-Einstein sur une base kählérienne
compacte de dimension (m - 1), (Y, w) , et si p = Zm-3, toute section K -
hermitienne et sans trace de End E, s, vérifie la majoration :

La formule (6) et les lemmes 19 et 20 entraînent ainsi l’inégalité



On en déduit une borne sur uniforme en z par continuité de H.
sur le bord de la boule B(0,1) C C.

On a ainsi établi l’existence d’une borne uniforme sur (Ht , et donc

sur 6 Ht, H par la proposition 18.
Proposition 21. Si (Ht) est une solution de (E) sur [0, + oo) alors (Ht) est
bornée pour la topologie C°.

2) Construction d’une limite lisse

La fin de la démonstration se réduit à l’énoncé suivant :

Proposition 22. Si (Ht) est bornée pour la topologie C°, alors Ht converge,
faiblement dans Lz, vers une métrique d’Hermite-Einstein (C°°, par définition).

Notons que par la normalisation det ht = 1, les inverses, ht 1 sont uni-
formément bornés dès que les applications ht le sont.

Lemme 23. Si k est un endomorphisme de trace intégrale nulle il eziste une

constante C 

Puisque-E est simple, (i.e. HO (End E) = C.ld), k appartient à E))1.
On introduit alors l’opérateur ~, défini par . = d’ordre 2, auto-adjoint,
elliptique ~~k = + z Ok - 2 (Ko, k]), dont le noyau est constitué précisément des
sections holomorphes de End E. On peut alors choisir C = ai 1 (~). ~ De ceci on
déduit que,

Lemme 24. Si la norme de Ht est uni f ormément bornée, il eziste une constante
C telle que, pour toute section k de End E, de trace intégrale nulle, on ait

f C f Si, de plus, k est Ht- hermitien alors f C f 

Puisque la trace intégrale de Kt = Kt - ÀldE est nulle on a le corollaire
suivant.

Corollaire 25. Le long d’une ligne de  



L’équation d’évolution ~ |t|2t ~t + 0394|t|2t = -2 (cf.B.3)) et le corollaire
25 établissent la décroissance exponentielle de U~ .t t

2
Lemme 26. Le long d’une ligne de sup |t|2t  A.e-ct.

v ~

On voit clairement que |t| t 
 A e-ct; en introduisant le noyau de l’équation

(~ ~t + A) sur V on démontre de plus que sup |t+~| C(c) V|t|2.[]
Nous allons construire la limite fibre par fibre. Si t’ > t > y, l’équation

d’évolution, ~(z) = -2~-~ ~), entraîne que

La suite (Ht(z)) est donc, pour tout z dans V, une suite de Cauchy de .Mz,
espace complet pour la distance d. On appelle la limite. L’uniformité en
x de l’inégalité (7) montre que la convergence est uniforme; en particulier Hoo est
continue. En reproduisant -sans changement- l’argument de la proposition 13 on
démontre

Proposition 27. Une courbe intégrale de l’équation d’évolution, est bornée tant
pour la topologie CI que pour les topologies > 0).

Puisque Kt converge vers 0 en norme Lp pour tout p, que et 
sont uniformément bornées en norme C° (par la proposition précédente), et que
(ht) est uniformément bornée en norme Lp2, ht l0ht et h-1t~ht~h-1t~ht convergent
faiblement dans Lp vers et h-1~~h~h-1~~h~ respectivement. En
particulier, on déduit de l’équation (2)

Lemme 28. La limite hoo satisfait l’équation 0 = + A
La limite hoe est donc lisse et définit une "vraie" métrique d’Hermite-

Einstein Hoo .

Ceci achève la démonstration de la conjecture dans le cadre algébrique pro-
jectif.

IV. LE THEOREME D’UHLENBECK-YAU ; LA PREUVE DE LA
CONJECTURE DANS LE CADRE KAHLÉRIEN.

A la méthode du flot exposée précédemment, K. Uhlenbeck et S.T. Yau



préfèrent la méthode concurrente de la "continuité"; nous commençons avec ces
idées -même si elles ne sont pas l’originalité essentielle de leur démarche. Au
lieu d’intégrer le champ associé à l’équation K = 0 (8), on introduit une famille
d’équations perturbées, plus faciles à résoudre, et dont il suffit d’établir la conver-
gence des solutions quand la perturbation tend vers 0. Cela se fera par des estimées
a priori pour des normes convenables. On comprend que, jusque la, l’analyse n’est
pas foncièrement différente de celle contenue dans les parties II et III, supra.

A. La méthode de la continuité.

Rappelons que si Ho est une métrique de référence sur E, et si H est

une autre métrique hermitienne caractérisée par la section h, de End E, Ho-
hermitienne, définie par H = Hoh, on a :

VH = VO + F = Fo + 8 (h-’8°h~ , et K = Ko + iA-8 
Comme annoncé, on remplace l’équation associée à la conjecture,

par une famille d’équations "perturbées",

Ici c représente un réel quelconque. On notera h. une solution éventuelle de (10).
De la même façon que supra, (cf.III), on peut normaliser les solutions de (10) par
changement conforme sur Ho, de telle sorte que det ha == 1’

1) Pour résoudre l’équation (10) on introduit une nouvelle perturbation avec la
famille à deux paramètres

= Ko + i~ (h-1aOh) - c In h - u h-l/2 Kohl/2 = 0 où 03C3 E [0,1].
L’ensemble l. = ~{Q E [0,1] /3h E End E, = 0} est non vide (Q =1, h -1 dE).
A partir d’estimées a priori comme

Lemme 29. Si h est une solution de Ko+iA8 (h-laOh) -c In =

0, où Ko est un endomorphisme Ho- hermitien de E fixé, et si on pose u = ln h
alors



(l’inégalité 4) n’est vraie que si max est assez petit),

et du calcul du linéarisé de l’opérateur on montre qu’on peut appliquer le

théorème des fonctions implicites à (Lpk ~ h ~ Lk-2 au moins pour c
assez grand. L’intervalle Ie est alors ouvert, tandis que le point 4) du lemme 29
entraîne que Ie est fermé : l’intervalle [0,1] étant connexe, l’équation Le(h) =

= 0 admet une solution si c est assez grand.

2) En raisonnant sur le linéarisé on voit que l’ensemble des e, pour lesquels 
0 admet une solution, est ouvert. Par différentiation de l’identité Le (he) = 0 par
rapport à c, on établit une seconde série d’estimées a priori;

Lemme 30. S’il existe une famille à l-paramètre de solutions, Le = 0, sur
un intervalle et si ~In h~~ est bornée uniformément par m, alors, pour
tout ~ dans C(m) (|h~1|Lp2 + 1 . °
De ceci et du lemme 29 on déduit

Proposition 31. fl existe une solution à l’équation = 0 pour tout ~

strictement positif; si, de plus, V |ln h~|2 est bornée uniformément en ~ au voisi-
nage de zéro, il existe une solution pour tout ~ > -EO (~0 > 0). Enfin, si ~ > 0,

fv |FH~|2 ~ fv |F0|2.
B. Convergence sous l’hypothèse de stabilité.

La proposition 31 est l’analogue -dans le cadre de la méthode de la continuité-
de la proposition 15 de l’approche variationnelle de Donaldson. Il reste à établir

que, sous l’hypothèse de stabilité, he tend vers une solution ho de Lo(h) = 0.
Remarquons que, grâce à la métrique de référence Ho tout sous fibre F de

E s’identifie à la projection Ho-hermitienne sur ce sous-fibré -c’est à dire à une
section de End E, satisfaisant = (03C0F)2 = (03C0F)*; de plus, le sous-fibré
F est holomorphe si et seulement si (l - = 0 (c’est à dire 3/ E F(F)
si f E T (F)). Par analogie, on dira d’une section Li de End E qu’elle définit
un fibré faiblement holomorphe si 03C02 = 03C0 = ar* et si (1- = 0 (au sens des
distributions).

L’originalité du raisonnement des auteurs réside dans la fin de la démonstration
qui s’articule comme suit (la rédaction, malheureusement parfois "allusive", n’a
pas fait l’unanimité des lecteurs).
1) Si les solutions perturbées, hE, ne convergent pas en c = 0, on peut construire
un sous-fibre faiblement holomorphe 7T de E.
2) Tout sous-fibré faiblement holomorphe est, en fait, lisse en dehors d’une sous-
variété de codimension complexe 2 et définit un sous-faisceau cohérent de E.



1) Pour le premier point, si (he) diverge en 0 il en est de même de 
par la proposition 31. En remarquant que, pour 0  y  1, toute solution de
Le (h) = 0 satisfait l’inégalité a priori : +~  ln > + 1 t1 
-  Ko, hU >, on peut construire une suite (ei), tendant vers 0, telle que la

suite = converge faiblement dans L1 vers une limite ho, h0 ~ o. De

plus, si on définit la constante pi par exp ( - sup sup { ~~ (x) } , (où { ~s (x) } estB zEV t /
l’ensemble des valeurs propres du logarithme de h~t (x)), alors h~  ld et p~ --~ 0.

1-.o0
Il est clair que 0  rg ho  ry E; écrivant la décomposition spectrale dela limite ho sous la forme ho = où les représentent les

projecteurs L2 - hermitien associés aux sous-espaces propres de ho(x) (Le. ~t =

1r;, et =1dE), les auteurs affirment que. les fonctions aj (x)
sont en fait constantes. Supposant alors aj  on montre aisément que les
sections 03A3kj=1 03C0j (en particulier 03C01) définissent un fibré faiblement holomorphe
pour tout k  r.

2) Le second point se ramène à un joli théorème de régularité, dont l’intérêt dépasse
le cadre de la conjecture de Hitchin-Kobayashi.

Définition. Une application, f, de la boule unité de C dans une
variété projective V, qui est Li et qui, presque partout sur envoie le plan
tangent holomorphe dans le plan tangent holomorphe de V en f(x),
~Tf~z)Y)~1’°l , est faiblement holomorphe. Une application de J9~(0,l) dans la
même variété V est f aiblement holomorphe si, pour tout systèmes de coordonnées
holomorphes {xi, ..., zm} sur Bm, et presque tout point (o, z20, ..., zmo) de 
f, restreint à la droite {xt = z~o si z > 2}, est faiblement holomorphe.

Théorème 32 ( [ Y-U ~). Tout application faiblement holomorphe à valeurs dans
une variété algébrique projective est rationnelle.

La démonstration est trop longue pour être exposée ici. Disons que l’on
raisonne par récurrence sur la dimension de la source, le cas de la dimension 1 se
ramenant -modulo le lemme de Morrey (qui réduit la continuité d’une application
de Li à une "formule de monotonicité") et la solution générale du problème de
Plateau-, à une inégalité isopérimétrique pour les surfaces minimales. On passe à la
dimension quelconque par une construction astucieuse s’appuyant sur le théorème
de Bishop (cf. [ Bi ] ou [ s.g.a ~).

Proposition 33. Tout ensemble f ermé non vide, limite (au sens de la distance de
Hausdorff) d’une suite de sous-ensembles analytiques fermés de dimension d d’un
ouvert de CN, est lui-même une sous-variété analytique fermée de dimension d,



dès que le volume 2d-dimensionnel de la suite est borné.

En appliquant le théorème 32 aux restrictions de xi à des ouverts de triv-
ialisation de E on peut voir que xi définit un sous-faisceau cohérent de E. En

particulier, est localement libre (et donc un "vrai" fibré holomorphe) en de-
hors d’une sous-variété de codimension complexe 2, ensemble de mesure nulle,
que la formule de Chern-Weil ne "voit" pas. On montre alors facilement que
~c (~ro) > établissant ainsi la contradiction qui achève la démonstration..

V. APPLICATIONS ET GÉNÉRALISATIONS.

1) De même que l’inégalité sur les nombres de Chern, 3cz > ci, apparaissait comme
le principal corollaire de la preuve de la conjecture de Calabi, on peut voir, par le
même argument (cf. [ Lui ]) que la preuve de la conjecture de Hitchin-Kobayashi
entraîne le théorème suivant :

Corollaire 34. Si Er est un fibré [03C9] - stable sur une base /cahlérienne compacte
(Y"‘, w), alors ~r-1)cÎ (E) Uw"-~; avec l’égalité si et seulement
si l’image réciproque de E sur V "‘, revêtement universel de V, s’écrit comme
somme directe de fibrés en droites, holomorphes, hermitiens, de même f orme de
courbure. En particulier, un fibré stable sur une variété /cahlérienne compacte
provient d’une représentation unitaire de son groupe fondamental si et seulement
si 

A la différence de ce qui s’est passé pour la conjecture de Calabi, il convient
de remarquer que l’inégalité était déjà connue dans le cadre algébrique projectif
(cf. l’introduction et [ Bo ]); plus qu’un corollaire, elle a été un guide vers la
conjecture.

2) J’aurais pu (du?) parler d’une autre généralisation, plus récente encore, du
théorème de Narasimhan-Seshadri, proposée par N.J. Hitchin [ Hi ] ; V étant une
connexion sur un fibré principal P au-dessus d’une surface de Riemann V, et .
un champ de Higgs (i.e. une (1,0)-forme sur V à valeur dans l’algèbre de Lie de
P) on peut introduire le système d’auto-dualité suivant

On peut d’autre part définir une notion de "stabilité équivariante" : une paire
(E, où E est un fibré vectoriel sur V et cp une section holomorphe de End V ®
Ov (-1), est stable si pour tout sous-fibré strict p -invariant de E, F, p.( F)  ~(E).
N.J. Hitchin établit que toute solution de ( *) correspond à une paire stable (E, p)
et qu’à toute paire (E, p) stable correspond réciproquement une solution de ( *).
L’esprit analytique de la démonstration est proche des idées exposées dans le



paragraphe.II.

Je remercie P. Gauduchon, dont la collaboration a été déterminante dans la
préparation de ces notes et C. Sabbah, mon précieux conseiller pour la géométrie
analytique.
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