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Séminaire BOURBAKI

29e année, 1976/77, t n° 499 Février 1977

CONSTRUCTIONS DE FEUILLETAGES

[d’ après W. THURSTON]

par Robert ROUSSARIE

1. Introduction

La construction, due à W. Thurston, dont il va être question ci-dessous, apporte

une réponse complète à la question suivante :

Quelles variétés admettent un feuilletage de codimension 1 ?

(C’est-à-dire, un feuilletage dont les feuilles sont des sous-variétés de dimension

n - 1 .) En fait, le résultat de Thurston est plus précis et s’énonce de la façon

suivante :

THÉORÈME 1.- Soit Mn une variété compacte sans bord. Alors tout champ de (n - 1)-

plans sur Mn est homotope au champ de plans tangent à un feuilletage de codimen-

sion 1 et de classe ~ . (C’est-à-dire à un champ complètement intégrable de

(n- 1 )-plans. )

En particulier, on a :

COROLLAIRE.- Toute variété compacte sans bord, de caractéristique d’Euler nulle

admet un feuilletage de codimension 1 et de classe ~ .

Haefliger a montré dans [5] que le théorème 1 et son corollaire étaient faux

dans le cas analytique (il n’existe pas, par exemple, de feuilletage analytique

sur S~ ) .
Le théorème 1 a été démontré par Phillips [11] pour les variétés non compactes

(l’existence d’un feuilletage de codimension 1 sur chaque variété non compacte est

d’ailleurs facile à établir). Malheureusement la méthode de démonstration utilisée

par A. Phillips (puis généralisée par Gromov C4J) ne s’applique pas aux variétés

compactes.

Depuis l’origine de la théorie des feuilletages, on s’est efforcé de construire

des feuilletages de codimension 1 sur des variétés compactes de plus en plus géné-

rales. Avant le travail de Thurston, la méthode sous-jacente aux différentes cons-

tructions proposées était de décomposer géométriquement la variété en sous-variétés



plus facile à feuilleter. Ainsi, Reeb décrivit un feuilletage de S~ en décomposant

S~ en une union de deux tores solides. Puis, Lichkorish [8] et Novikov et

Zieschang [10] montrèrent que toute variété orientable de dimension 3 admet un

feuilletage et Vood [18] étendit ce résultat aux variétés non-orientables.

L’étape suivante fut la construction de feuilletages sur toutes les sphères de

dimension 2k + 3 par Lawson [7], puis sur toutes les sphères de dimension impaire
par Tamura [13] et Durfee [3].

Au contraire des constructions précédentes, la méthode de Thurston est de nature

locale. Elle présente le désavantage de conduire à des feuilletages difficiles à

décrire. Aussi peut-on penser que la recherche de méthodes géométriques de construc-

tions présente encore quelque intérêt.

W. Thurston a également établi des versions relatives du théorème 1 pour les

variétés à bord, le feuilletage étant supposé soit transverse, soit tangent aux

composantes du bord. L’énoncé du résultat est=un peu plus compliqué en raison du

phénomène de stabilité de Reeb récemment étendu par Thurston aux feuilles compactes

dont le premier groupe d’homologie réelle est nul (14] (voir [16] et [17] pour plus
de précisions). Enfin, je signale, bien qu’il n’en sera pas question dans la suite,

que des résultats comparables ont été établis par Thurston pour les feuilletages

de codimension quelconque. Un champ de (n-k)-plans pour k ~ 2 , n’est pas en

général homotope à un champ complètement intégrable, en raison d’un théorème de

Bott [2]. On peut cependant énoncer un résultat en utilisant la notion de r-

structure introduite par Haefliger. La donnée d’une r-structure de codimension k

est équivalente à celle d’un micro-fibré équipé d’un feuilletage transverse aux

fibres. Haefliger a montré que ces structures admettent un classifiant Brk [6].
00

Il y a une application canonique : Brk - BOk . On a alors le résultat suivant :

THÉORÈME 2 [15].- Soient Mn une variété, Tn k un champ de plans sur M de codi-

mension k , soient 03BDk = T(M)/n-k le fibré normal et X : M -* BO l’appli-

cation classifiant vk . . Alors le champ T n-k est homotope à un feuilletage si et
00

seulement si ~ se factorise par une application dans Br k et chacune de ses fac-

torisations est réalisée par un feuilletage dont le champ de plans tangents est

homotope à T n-k .

La construction de feuilletage, qui va être décrite, comporte deux grandes

étapes :

1) } Obtention d’un feuilletage avec trous.



2) Elimination des trous.

La première étape est réalisée dans le paragraphe 2. Le théorème de stabilité

de Reeb implique qu’il est impossible en général d’étendre le feuilletage obtenu

en un feuilletage de la variété entière. La deuxième étape commence dans le para-

graphe 3 par la construction de transversales allant du sommet à la base de chaque

trou (on peut construire de telles transversales en creusant éventuellement quelques
nouveaux trous et en modifiant le feuilletage). Ces transversales permettent de

remplacer les trous primitifs par de nouveaux trous dans lesquels on pourra étendre

le feuilletage. Ce programme est réalisé dans le paragraphe 4 pour la dimension

n = 3 , et dans les paragraphes 5 et 6 pour les dimensions supérieures.

Je me contenterai dans la suite d’établir le résultat d’existence énoncé dans

le corollaire. Si l’on veut démontrer le théorème 1 dans toute sa force, il est

nécessaire de contrôler la classe d’homotopie du feuilletage construit. Ceci entraîne

quelques difficultés techniques supplémentaires qui n’apportent rien à la compréhen-

sion générale de la méthode. Le seul changement important réside dans le fait que

l’on doit remplacer la méthode de construction du feuilletage avec trous donnée dans

le paragraphe 2 ci-dessous par une méthode consistant à homotoper un champ de plan

donné, simplexe par simplexe en un feuilletage défini en dehors de trous. Cette mé-

thode est d’ailleurs la même que celle utilisée en codimension supérieure à un

dans (15].

2. Construction de feuilletages avec trous

Dans la suite Dn désigne le disque unitaire de ~n+~ ~ son bord.

Soit cpt une isotopie de l’intervalle D1 = [-1 , +1] , t E [0,1] , à support

compact contenu dans int.D et constante au voisinage de t - 0 et 1 . On va

associer à une telle isotopie un feuilletage sur le bord de la variété angu-

leuse D 1 (on entend par feuilletage sur le bord de D2 x D~ , f la donnée de

la trace d’un feuilletage défini sur un voisinage de à(D2 x D1) dans D2 x D 1 ).
Le feuilletage est défini par les conditions suivantes :

- Les sous-variétés D~ X ~+1 ~ , D~ x (-1) c D~ x D 1 sont des feuilles.

- Si ÕD2 est paramétré par t E ~O,i~ , la feuille passant par

~©~ x D1 est la courbe t - ~t($~ .
Nous pouvons alors énoncer :



PROPOSITION 2.- Soit Mn, na 3 , une variété compacte sans bord, à caractéristique

d’Euler nulle. Alors il existe un feuilletage défini sur M - intLJ H. où H. est

un ensemble fini de sous-variétés disjointes. Chaque H. est difféomorphe à une

variété Nn-3 x D2 x  où Nn-3 est un produit de 2 1 sphères (ou bien un point
si n = 3 ). Le feuilletage induit sur le bord de H. est conjugué au feuilletage

produit par le facteur Nn-3 d’un feuilletage sur x D1) où est

une isotopie de D ~ définie comme plus haut. 
~ 

Le feuilletage défini sur Mn - LJ H. contient le somment N~-3 x D2 et
~ 1 1 

" "

la base Nn-3i x D2 x (-1) } de chaque trou H. = Nn-3i x D2 x D1 . Le feuilletage est

d’autre part transverse au facteur D1 le long de Nn-3i x ~D2 x D1 et indépendant

du facteur Nn 3 . Sur cette partie de oH. , le feuilletage est entièrement défini

à conjugaison près par . Il suit du théorème de stabilité de Reeb que le

feuilletage admet un prolongement dans H. 
1 

si et seulement si c~ i,1 1 
= Id.

Démonstration de la proposition

a) En dimension n = 3

Considérons un champ de plan T quelconque, de classe 3 . On dira que le champ

ï 2 est une position générale par rapport à une triangulation or de M , si pour

chaque 3-simplexe a. et pour chaque point x E a. , la projection linéaire

définie par T 2 : 

est de rang maximum sur chaque sous-simplexe de cxi .
Partant d’une triangulation a quelconque, il est facile de trouver une subdi-

vision admettant une triangulation voisine ~ , , en position générale par rapport à

T~ (voir ~15~~. C’est ce que l’on va supposer dans la suite.

Il est maintenant possible de perturber par homotopie le champ T2 en un champ

2 , dans un voisinage du 2-squelette de 03B2 de façon que 2 soit complètement

intégrable dàns un voisinage plus petit U et soit toujours en position générale

par rapport . (Ceci car le champ T2 intersecte les simplexes de dimension

 2 selon des champs de plans de dimension $ 1 , qui sont donc intégrables.)

Considérons un 3-simplexe ô quelconque et x E ~.

Soient a et b les deux 0-simplexes de 03B4 se projetant aux extrémités de

Lx(03B4) . Dans le voisinage U et près de 03B4 le feuilletage de ô défini par 2



a pour feuilles des disques dont le bord appartient à Il est alors possible

de trouver une sous-variété H - D~ x D~ 
1 

de 8 telle que c U , H U U ~ b ,
que et soient dans des feuilles au voisinage de a et b

respectivement et que le feuilletage soit transverse au facteur D~ sur 

La collection des sous-variétés H~ et le feuilletage défini par T2 dans

répond aux conditions de l’énoncé.
a

b) En dimension n Z 4

On pourrait généraliser la construction indiquée ci-dessus. Je vais plutôt indiquer

une autre construction proposée également par Thurston et qui est plus élémentaire.

Cette autre construction utilise la notion introduite par A simov, de décomposition

d’une variété en anses rondes. On appelle ainsi toute présentation de M comme

union croissante de sous-variétés de dimension n :

avec Mi+i 1 1 ~ S1 ~ ~ ou int M. 1. n 1 .~ S1 ~ - ~ et

M. n (Dk x x S1) = 3Dk x Dn-k-1 x S1 .

Chaque Mi+1 est obtenue à partir de M, 1 par attachement d’une k-anse ronde (pro-
duit d’une k-anse ordinaire par un cercle).

Théorème de décomposition en anses rondes (A simov C1~~

Si Mn est une variété compacte sans bord, de dimension n ~ 4 et de caractéris-

tique d’Euler nulle, alors Mn admet une décomposition en anses rondes.

La nullité de la caractéristique d’Euler est clairement nécessaire. En fait,

l’existence d’une décomposition de Mn en anses rondes équivaut à celle d’une fonc-

tion numérique f ayant pour ensemble critique une union disjointe de cercles et

étant conjuguée au voisinage de chacun de ces cercles critiques au produit d’une

fonction de Morse par un cercle ; appelons une telle fonction : fonction de Morse

ronde.

Soit f une fonction de Morse ronde, de cercles critiques (y.) et de valeurs

critiques r. = f(Y i) , supposées 2 à 2 distinctes. On veut essayer de construire

un feuilletage dont les feuilles soient les surfaces de niveau de f en dehors des

A . - ~ ~ (~ r . - E , r. + où E > 0 est choisi assez petit pour que les A. 
i 

soient

2 à 2 disjoints.

Si le i-ième cercle critique y, 1 est non homologue à 0 dans l’homologie



réelle de À. , on peut construire sur A un feuilletage dont les feuilles soient
i i

les surfaces de niveau de f dans un voisinage de ôÀ.. Pour celà, on choisit une
i

1-forme ce , fermée, induite dans un voisinage de y, par une projection sur y. ,
i i

de la classe fondamentale de y.. Grâce au théorème de De Rham, cette forme s’étend
i

à À, tout entier en une forme fermée.
i

Posons maintenant w = K df + (g O f)OE où K est une constante positive et

g est une fonction plateau, égale à 1 dans un voisinage de r, et à zéro dans
i

un voisinage de r. + e ; g étant fixée, si K est choisie assez grande, west
i

une 1-forme intégrable, sans singularité. (En effet, OE et df sont indépendantes

dans un voisinage de y. , sauf le long de y. , où df s’annule.) Le feuilletage
i i

cherché est alors défini par w = 0 .

Cette construction est possible si, par exemple, y, est un cercle minimal ou
i

maximal de f . Malheureusement 03B3i peut très bien avoir une homologie nulle: si

par exemple la surface critique f-1(r) a une homologie nulle. Dans ce cas,
i

en utilisant le théorème de stabilité de Reeb-Thurston, on peut montrer qu’il

n’existe pas de feuilletage de A prolongeant le feuilletage défini par les sur-
i

faces de niveau de f dans un voisinage de ôÀ..
i

L’idée de Thurston est de faire un trou dans À, de façon à donner à y, une
i i

homologie non triviale. Plus précisément, supposons que f soit conjuguée dans un

voisinage de y. à la fonction :

avec 8 E S~ et (x~,...,gn-~~ ) E Dk x Dn-k-1 . . On considère le plongement de

x défini par
_ n , 

La réunion des segments d’orbites dû gradiant de f , , passant par les points

de cette sous-variété et compris entre les surfaces de niveau f-~~r.- ~~ et

f ( rï + ~ ~ constitue un plongement de S dans A.. Cette dernière

sous-variété est à fibre normal trivial. Le trou H à creuser dans Ai est un

voisinage tubulaire de cette sous-variété, difféomorphe à Sk-1  Sn-k-2  D2  D1.

Le cercle Y. a une homologie non triviale dans A. - H car l’équation 6 = 0

définit une (n- 1)-chaîne a bord contenu dans 5(A. - H) et coupe y. en un seul
i ~

point. On peut donc trouver une 1-forme fermée cr sur ~i - H , induite au voisi-



nage de y. , de la forme fondamentale de Y. par une projection sur y.. Il est
facile de modifier or dans un voisinage de ~H de façon que a soit induite sur

~H par la projection : x D~~ . (En effet, toute l’homologie de H est

portée par le facteur aD2 .)

La formule w = K df + (g o f) = 0 définit comme plus haut un feuilletage

sans singularités sur A. - H , dont la restriction au bord est bien égale à un

feuilletage produit par 
1 

I~ 3 - ~ ~ x Sn-k-2 d’un feuilletage de 
1 

du

type i 
où cp. i 

est une isotopie de D~ .

3. Construction de transversales au feuilletage

Nous avons déjà remarqué qu’il n’était en général pas possible d’étendre le feuille-

tage défini par la proposition 3 en un feuilletage de M . L’idée de Thurston, à

ce point de la démonstration, est de modifier la forme des trous en utilisant des

transversales au feuilletage joignant la base X ~ -1 ~ au sommet

Nn-3  D2  {+1} .

Malheureusement, il n’existe pas toujours de telles transversales. (Penser par
exemple à une feuille compacte d’un feuilletage à trous de S3 coupant un trou

1 
.) On se tire d’affaire en creusant éventuellement des nouveaux trous et en

modifiant un peu le feuilletage.

Plus précisément, on choisit dans M - UH. une ensemble fini de seg-

ments transverses au feuilletage contenant des sous-segments (6.). , ,
J J

6. C int y. tels que chaque feuille coupe au moins un des segments 6.. On plonge
1 

dans un voisinage tubulaire de chaque segment y. de façon 
1

soit le segment original et que Dn-2 x (x) soit dans une J feuille pour V x E D 1 ;
ces différents plongements sont supposés deux à deux disjoints. On considère mainte-

nant des voisinages tubulaires assez petits de aDn 2 Ces voisinages sont

les nouveaux trous à creuser.

On modifie maintenant le feuilletage en coupant Mn le long de chaque

D xD et en recollant les deux lèvres de la coupure après avoir poussé les

feuilles dans un sens, le long du facteur D1 , grâce à une isotopie cp. de

D ~ - Y . , dont le support contenu dans int y. , contient 5.. Nous obtenons J ainsi
J 

n 
J J

un nouveau feuilletage défini sur M -U (anciens trous) - U (nouveaux trous) .
Les nouveaux trous sont difféomorphes à ~Dn ~ x D~ x D ~ Le feuilletage sur le
bord de chaque trou est le produit par ~Dn-2 = Sn-3 d’un feuilletage de

x D1) . Toute feuille coupant {x} x x 6j J pour x f , y E 



est non compacte car une telle feuille spirale d’un voisinage de la base à un voi-

sinage du sommet du trou. Comme chaque feuille de l’ancien feuilletage coupait un

segment ô. , il en résulte que toutes les feuilles du nouveau feuilletage sont

non compactes. Il suit alors d’un théorème de Novikov [10] que chaque couple de

points est contenu dans une transversale fermée. Cela suffit si le feuilletage est

transversalement orientable. Dans le cas contraire, en utilisant un revêtement à

deux feuillets transversalement orientable, on peut voir que toute paire de vecteurs

transverses au feuilletage sont tangents (dans le même sens) à une transversale

fermée. Ainsi, dans tous les cas, on peut joindre par un segment transverse la

base au sommet de chaque trou. Nous avons donc prouvé le résultat suivant :

PROPOSITION 3.- Soit M , n ~ 3 , une variété compacte, sans bord, à caractéristique

d’Euler nulle. Alors il existe un feuilletage à trous sur Mn , comme dans la pro-
position 2 (avec maintenant égal à une sphère, un produit de 2 sphères ou

bien à un point), tel que pour chaque trou x D~ , il existe un seg-
ment transverse au feuilletage joignant la base au sommet du trou.

4. Elimination des trous en dimension 3

Considérons un trou H = D 2 XD 1 dans un feuilletage à trous donné sur M 3 par la

proposition 3. Soit r un segment transverse joignant la base du trou à son

sommet. Il est facile de remplacer le trou H par un trou H’ difféomorphe

D 2  S1 de la façon suivante. On considère un voisinage tubulaire T de r , , difféo-

morphe à D 2 XD 1 tel que (0) x D~~ 1 corresponde à r et que D 2 x (x) soit dans

une feuille pour tout x E D~ , puis on arrondit les arêtes de o(H U T) . On
obtient ainsi un nouveau trou H’ = D2  S1 que l’on peut supposer contenir H .

Plus exactement, on peut choisir la paramétrisation de H’ telle que le feuilletage

soit transverse au facteur S 1 de oD , que D 1 soit un intervalle de S~ .

Le feuilletage sur dx’ est alors défini par une isotopie ’t de S~ qui se

restreint sur D~ en l’isotopie s~t associée au trou H et qui est l’identité

sur S -D : : on le notera F~ .

Pour poursuivre, il faut savoir que le difféomorphisme c~~ est égal à un pro-

duit de commutateurs dans le groupe Diff (D1) des difféomorphismes de D1 à

support compact. Cela suit d’un théorème de Mather démontrant la simplicité de ce

groupe [9~. En fait ici, on peut se passer de ce résultat car il est facile de voir

par des moyens élémentaires que l’on peut construire le feuilletage à trous dans les

paragraphes 2 et 3 de façon que 03C61 s’écrive comme un produit de commutateurs.



Le fait que le feuilletage défini sur oH’ se prolonge dans H’ suit alors de

la proposition suivante :

PROPOSITION 4.- Soit un feuilletage F~r défini sur le bord de D2 x S 1 par une

isotopie tt dont le support est contenu dans l’intérieur d’un segment D~ c S
et tel que si ~t - tt/D1 , le difféomorphisme cp s’écrive comme un produit de

commutateurs dans Diff (D ) . Alors le feuilletage Ft se prolonge en un feuille-

tage F de D X S . .

De plus, il existe un voisinage de ÔD qui ne coupe que des feuilles compactes

de F .

Remarque.- La dernière affirmation sera utilisée dans le paragraphe 6.

Démonstration

Supposons que cp 1 s’écrive comme un produit de g commutateurs dans Diffo(D1) :

Soit £ la surface orientable compacte de genre g moins un disque ouvert de
g

bord ex . Soient ...,ex , , 2g cercles plongés dans 03A3g , engendrant

l’homotopie de E , tels que :

L’homomorphisme ’1 i de dans défini par 03A61(03B1i#) = a. et

03A61(03B2i#) = b. , i = 1,...,g, est la représentation d’holonomie d’un feuilletage F,
L’application retour sur le bord ~03A3 , identifié à 9D , est égal

g g

à . On peut supposer que le feuilletage induit sur x D 1 est

.

Posons C = S~ - D~ 1 et considérons 2g difféomorphismes de Diff o (C 1) ,
a1 , b ,..., a , b tels que : [a1 , b1] ... [ag , b 1 et que Id et

Id pour tout i - 1, ...,g . Soient 03A62 la représentation de dans

Diff (C1) définie a. et 03A62(03B2i#) = b. i et F2 le feuilletage de

03A3g  C1 associé à 03A62 . Les deux feuilletages F et F2 se recollent en un

feuilletage F’ .

g

Comme ai et Id , on peut trouver 2g cercles , ~i dans

03B1i  int C1 et 6. 1. xint C , i = 1,...,g, isotopes respectivement à OE. 1 x {0} et



i x {0} (0 ~ C1 = [-1,+1]) et transverses à F2 . Soit un système de

petits voisinages tubulaires des 2g cercles 
i i

Alors on peut voir qu’il existe un système de 2g tores solides ~T~~ voisi-

nages tubulaires de 2g cercles plongés dans l’intérieur D2  S1 tel que :

par un difféomorphisme respectant l’identification 3D2 - d~ . (Voir (12] pour la
g

construction d’un tel difféomorphisme.)

Ce difféomorphisme transporte le feuilletage F’ de E x S~ - sur un
g i 1

feuilletage F de D xs - UT. , induisant sur le bord ~D2 x S1 le feuille-

tage F03C8 . D’autre part, le feuilletage F induit sur chaque un feuilletage

par cercles (en fait, par les cercles parallèles à l’âme du tore solide). Ce feuille-

tage se prolonge dans l’intérieur de chaque T. en ajoutant une composante de Reeb

et en faisant spiraler des feuilles cylindriques entre oT. et le bord de la com-

posante.

Le feuilletage F vérifie manifestement la dernière condition de l’énoncé.

5. Enroulement des trous

Venons en maintenant à une variété de dimension ~ 4 et à un trou quelconque

H = Nn-3 x D 2 x D1 1 Sk x S n-k-3 ou bien Sn 3 . . (Pour k = 0 ou

n-3 , on considérera séparément les deux composantes du trou.) Il existe un plon-

gement de Tk dans S x Rk+1 - (0) tel que la projection de Tk sur

Sk soit de degré 1 . Il en résulte qu’il existe un plongement de T n-3 dans

x D~ tel que la projection de sur soit de degré 1 et que le

fibré normal à T soit trivial. Considérons maintenant l~-~ 
( T x D2 désignant un voisinage tubulaire). Si h désigne l’homomorphisme

h : x S1) - rr~ ( S ~ ) - ~L ( où S1 = ôD~ ), l’holonomie du bord feuilleté

x S1 x D1 se factorise à travers cet homomorphisme. Mais cet homomor-

phisme s’étend en un homomorphisme h de ff (N x D2 - Tn-3 x D2) dans 2Z :



Pour construire h , il suffit de remarquer que si 0 E S = dD2 , les deux

sous-variétés x ~0~ c x D~ et x (o) c: N~’~ x D~ sont homologues

dans x D~ - x D2 (car la projection de sur est de degré 1).
On choisit un cycle z dans C n -2 (Nn-3 x D~ - x D2 ; ~ (Nn-~ x D~ - x D~))
dont le bord est x ~ 0~ ~ Nn^3 X ~0~ ; il lui correspond une classe duale au sens de

Lefschetz dans H~ (Nn ~ x D~ - x D~ ;2Z) . Comme z n 

cette classe est un homomorphisme h désiré. De plus, comme

z fl x (0) , cet homomorphisme h , restreint à x aD~~ ,
est la projection sur 

On se sert de h pour étendre p en p : x D~ - x D2 ~ -. Diff 0 (D~ ~ .
Cet homomorphisme h définit une extension du feuilletage à H - H’ où

H’ = x D~ x D~ . Le feuilletage sur est le produit par le facteur Tn ~
du feuilletage ]~p sur est l’isotopie de D~ relative au

trou H ).

L’avantage de sur N est que l’on peut "enrouler" successivement

chacun des facteurs de de façon que le tore obtenu à la fin du processus

soit contenu dans un disque et puisse être modifié ~ l’aide d’une transversale,

comme en dimension 3 .

Pour cela, on définit une suite de plongements :

Pour obtenir F , on reparametre x D2 en D2 x T * , on enlevé

Df > x pour obtenir ~D2 x x F 1 (Tn 2 x D1) . Par récurrence, on

définit Fi , i ~ 1 , en enroulant Fi sur son facteur :

c’est-à-dire que l’on plonge dans x D2 comme

x (o) x Tn-i-3  {0}) , que l’on prend un voisinage tubulaire de ce plonge-

ment, paramétré comme T1 x D2 x et que l’on enlevé un plus petit voisinage

tubulaire pour obtenir le plongement (Tn-~ x D ) . Cette construction dépend



de la trivialisation d’un voisinage tubulaire de Tl x (o) x T~-i-~ x (0) dans

T x {0} . Cette trivialisation est choisie de façon que Fi+1 ait une orienta-

tion opposée à celle de F. ; avec cette condition, le choix est canonique.

Chaque plongement x {-1}) est le bord d’un plongement G. 
i 

de

(T i-1 x D 2 x Tn-i-2) . Les images des G. sont deux à deux disjointes. Soit
n-2 

. , 

~-

B = Tn 3 x D2 - U G . i ( Tl ~ x d x Tn-1-~ ) . . On va étendre le feuilletage ~
i=1 ~-

B x H’ . A nouveau, cette extension sera faite en tant que D1-fibré feuilleté.
Nous verrons dans le paragraphe 6 que chaque nouveau trou peut être feuilleté sauf

le dernier, G n -~(Tn-~ x D2) x D~ qui est contenu dans une boule de H’ . Pour

étendre le feuilletage à B x D ~ , on va tout d’abord définir un homomorphisme h

de TL(B) -* Zn-2 en choisissant n-2 éléments de H1(B ; Z) notés 03B11,...,03B1n-2 .
On définit 03B11 comme étant la classe induite sur B par le premier cocycle coor-

donnée de F 1 (Tn-2 x D~) . . D’autre part, pour i ~ 1 , Fi ( T i-1 x ~0~ x 

est homologue à F. (Tl-~ x ~0~ x Tn-1 ~ x (-1)) dans Image (F. ) - Image (Gi+1 ) .
On définit 

03B1i+1 
comme étant la classe duale au sens de Lefschetz de cette homolo-

gie, dans ~J Image (G.) , restreinte ~ B . L’homomorphisme est
j=1 J

h = (cx , ... ,a -2 ) : TT1 (B) - ;;Zn-2. Choisissons une suite de difféomorphismes

.. : : D1 ~ D1 pour 2 ~ i ~ n - 2 , avec les conditions suivantes :

- Support 
i 

où S. , i T, i sont deux intervalles disjoints et fermés.

- Les différents supports sont deux à deux disjoints et disjoints du support

de cp .

- L’intervalle minimum contenant S. U T, contient l’ensemble
i i

- Pour V x E int(S. U T.) , 03C8i(x) > x .
(D’autres conditions seront posées plus tard.)

On définit maintenant un homomorphisme a : en composant

h avec l’application envoyant les générateurs canoniques de

T~n 2 sur les difféomorphismes commutants : tp , j? 

Cette représentation définit un D1-fibré feuilleté sur B , qui est le fibre



trivial puisque chaque difféomorphisme préserve l’orientation de .D~ . Sur le bord
du trou original H’ , soit x 1+il) x D ~ , le feuilletage est défini par

la représentation d’holonomie Q~r~ ~ ( F ~ ( Tn-2 x (+1)) x D ~ ) _ ~ ~ et se recolle avec

le feuilletage à l’extérieur de H’ .

6. Elimination finale des trous

Dans le paragraphe précédent nous avons remplacé chaque trou original
H = Nn 3 où N~ ~ était une sphère ou un produit de deux sphères par des
trous plus petits :

x D2 x ~-~ 1) 1 = 1 , ... ,n- 2 ,
c’est-à-dire des trous difféomorphes à Tn 3 x D~ x D1 . .

Par une dernière transformation (de nature différente pour 1 ~ i S n - 2 et

i = n - 2 ), nous allons remplacer ces trous par des trous difféomorphes à
~-3 x D2 x S~ munis d’un feuilletage du bord tel que l’on puisse prolonger le

feuilletage grâce à la proposition suivante qui est une généralisation directe de
la proposition 4 :

PROPOSITION 5.- Soit $ un feuilletage sur Tn 3 x x S1 _ x D~ x S 1)
transverse au facteur S~ , d’holonomie engendrée par n - 2 difféomorphismes de

S , Q ~ , ... ,an-~ (correspondant aux générateurs de et an-2 (corres-

pondant à ). Supposons que ces difféomorphismes aient des supports deux à
deux disjoints et que soit égal à un produit de commutateurs. Alors, il

existe un feuilletage de Tn 3 x D~ x S~ prolongeant le feuilletage $ .

Démonstration

Considérons le difféomorphisme 03C3n-2 . Il définit sur ~D2 x S 1 un feuilletage F

transverse au facteur S~ . Grâce à la proposition 4, il existe un prolongement de

F , encore noté F à D2 x S 1 .

Comme les supports des difféomorphismes Q~,...,Q n-~ sont disjoints de celui
de an-2 , il suit de la dernière affirmation faite dans l’énoncé de la proposi-
tion que l’on peut supposer que les supports des o. , , 1 ~ i ~ n - 3 , sont contenus

dans un intervalle I ~ S~ ne coupant que des feuilles compactes de F . Il en

résulte que la représentation de ~n ~ dans Diff(S1) définie par

‘~~ , ... ,~ ~ , n_~ qui laissait invariant le feuilletage x 31 , ; peut se prolonger
en une représentation o de dans Diff(D x S1) laissant invariant F.



Soient le revêtement universel de T~ et la représentation de S " dans

les difféomorphismes de x (D x S ) obtenue en prenant le produit de la repré-
sentation de revêtement dans par la représentation a dans D x S Il est
alors clair que le feuilletage produit par les feuilles définit sur le

quotient T~ x (D x S~) =~"~ x Z~ ., (D x s~) un feuilletage se restreignant

au feuilletage donné sur xs~) .

Revenons maintenant aux trous Image (G.) x D et commençons par le trou

Image (G n-2) x D c H = x D x D . Nous savons qu’il existe un segment r

transverse au feuilletage, joignant le sommet du trou H à sa base, et disjoint

des autres trous et autres segments. On peut supposer que r commence et finit dans

Image (G n2014~ ~) x D . Comme Image (G n2014- ~) est contenu dans un disque, on peut éten-

dre le plongement de T x D x D 1 donne 
; 

par G ~ en un plongement de

T x D x S dans en utilisant un petit voisinage tubulaire de r . Elar-

gissons le trou Image (G ~) x D en enlevant le feuilletage dans

T feuilletage sur le bord de ce nouveau trou est transverse

au facteur S et son holonomie fait correspondre au générateur de les

difféomorphismes cp , ~ ,..., ~ et au générateur de n (D ) le difféomorphisme

~ ~ , , où (p , ~ ,..., ~f ~ sont considérés comme étant des difféomorphismes de

S , grâce à l’inclusion D c S

Si l’on choisit maintenant ~- , , en plus des conditions données au paragraphe 5,

d’être égal à un produit de commutateurs dans Diff (Sn-2 U T n-2) , on peut appli-
o n- n-

quer la proposition 5 pour prolonger le feuilletage au trou élargi.

Considérons maintenant les autres trous, H = Image (Gt) x D pour

1~/~n-3. H est paramétré comme T x D x T~* * x D . Le feuilletage

sur T * x ~D2 x Tn-l-2 x D 1 est transverse au facteur D 
1 

; les générateurs de

-n(T"  ~D2  Tn-l-2) sont envoyés, par la représentation d’holonomie sur les

difféomorphismes 03C6 , 03C82 ,..., t.. ’Id ,..., Id . Soit 
1 

un intervalle con-

tenant le support (et donc les supports de p , t~ ~ t-*’* t. ~C*~ ) ) mais dis-

joint du support de t... Alors x D x T~* ’ ) x (D~ - U) a un feuilletage

F , se recollant sur le bord avec le feuilletage donné, et induit par la projection



sur le ((.t + facteur S~) x (D~ - U) , puisque le feuilletage sur cette par-
tie de Di ne dépend que du (,t + 1)-ième paramètre.

Soient u E et v E des points où ~~+~ est croissant.

Alors, on peut supposer que ( T’~ ~ x D~ x Tn-’~ 2 ) x est transverse à

F l et que le feuilletage induit sur ces deux sous-variétés est le feuilletage tri-

vial dont les feuilles correspondent aux différentes valeurs du (.G + 1)-ième facteur.
En arrondissant les angles de T~ ~ x D~ x Tn-’~-~ x [u,v] , on obtient un nouveau

trou H~ C H~ et une extension du feuilletage dans Le feuilletage est

maintenant transverse au bord de Les sous-variétés

N - T’~ ~ x ~ 0 ~ x Tn-‘~-2 x ~ et N~ - T’~ ~ x ~ 0 ~ x Tn ~ ~ sont transverses

au feuilletage et le feuilletage induit y est trivial. On met un pilier P dans

de N à N2 , P = Tl-1 x D2~ x Tn-l-2  [u,v] et on étend le feuilletage

de N~ U N2 sur P en un feuilletage de P dant les feuilles sont définies par

les valeurs du (,~ + 1)-ième facteur.

On arrondit les angles de P pour obtenir un nouveau trou H~ c H~ .

H~’ est le produit par un tore de la section de H~ dans la direction de 

Cette section ressemble à une pomme (D2 x D~) à laquelle on aurait enlevé son

trognon (DE x D ~ ) , , aussi H" - Tn ~ x S ~ x D~ .

En utilisant le fait que ~~+~ est croissant sur chaque composante de son

support, il est possible de perturber légèrement la paramétrisation de façon que le

facteur aD2 devienne transverse au feuilletage ; ainsi, le feuilletage de ~H~
est celui d’un S1-fibré sur (S1 = ~D2) .

L’holonomie envoie les générateurs de sur

~ , ~2 , . , . , ~r~-1 , ~~+~ , Id, ... ,Id , ~r~ respectivement . Le 

provient de ~r~+~ , mais n’est pas entièrement déterminé par les indications de
constructions données plus haut. On peut s’assurer que ~~+i est un produit de

commutateurs en supposant que 03C8l+1/Sl+1 est conjugué à 03C8l+1/Tl+1 , que cette con-

jugaison porte u snr v et que N~ avec la trivialisation donnée par son feuille-

tage est conjugué à N2 avec la trivialisation donnée par son feuilletage ; ainsi

03C81l+1 est conjugué à 03C8l+1/Sl+1 que l’on supposera être égal à un produit de com-

mutateurs.

Remarquons qu’il suit très facilement de la proposition 5 qu’il existe un feuille-



tage F~ de Tn~ x S~ x D~ 1 induisant le feuilletage de sur la composante

du bord Tn-2 x S1 x {+1} et le feuilletage trivial par les feuilles

Tn-2 x {x} x {-1} sur l’autre composante. Le feuilletage peut être regardé comme

le produit par du feuilletage de S~ x S ~ par les cerclés S~ x (x) qui

s’étend facilement en un feuilletage de S~ x D2 en aj outant une composante de Reeb

et faisant spiraler des feuilles cylindriques entre le bord et cette composante. Le

produit par fournit alors une extension de F2 ~ x S~ x ~ +1 ~ en un

feuilletage de Tn 2 x D2 . La réunion de F2 et de cette extension est le feuille-

tage de H~ souhaité.
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