SEMINAIRE N. BOURBAKI

MICHEL WALDSCHMIDT

Les travaux de G. V. CudnovsKii sur les nombres
transcendants

Séminaire N. Bourbaki, 1977, exp. n° 488, p. 274-292
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1975-1976__18__274_0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1977, tous
droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique ’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1975-1976__18__274_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKL 488-01
28e année, 1975/76, n° 488 Juin 1976

LES TRAVAUX DE G. V. CUDNOVSKII SUR LES NOMBRES TRANSCENDANTS

par Michel WALDSCHMIDT

Introduction

La méthode la plus simple pour étudier 1'indépendance algébrique de nombres
complexes est due & S. LANG ; elle consiste & utiliser un type de transcendance de
certains nombres. C'est ainsi que G. V.éUDNOVSKIf, griace & une propriété d'approxi-
mations algébriques du nombre m , obtient un trés beau résultat sur les fonctions

elliptiques (§ 1) qui résout le probléme de la transcendance du nombre r(1/4) .

Une autre méthode, plus élaborée, a été inventée par A.O. GEL'FOND en 1949
(§ 2) ; elle remplace le type de transcendance par un critére sur les suites
d'approximations d'un nombre complexe. Mais cette méthode ne permet d’obtenir que
1'indépendance algébrique de deux nombres complexes. EUDNOVSKIE a développé les
idées de GEL'FOND pour créer une nouvelle méthode (§ 3) qui lui permet de montrer

1'indépendance algébrique de trois nombres, sans utiliser de type de transcendance.

Une fois de plus, cette méthode était limitée, et de nouveaux arguments
étaient nécessaires pour obtenir 1'indépendance algébrique de n nombres. La
deuxieme méthode de éUDNOVSKIf (§ 4) permet de franchir ce pas, et constitue une
étape importante en direction de la conjecture de SCHANUEL. Les résultats actuels
sont encore loin de cette conjecture, mais CupNOVSKTT a déja montré (§ 5) que 1la

"limite naturelle" de sa deuxiéme méthode pouvait &tre dépassée.

v
Ces travaux ne sont pas les seuls effectués par CUDNOVSKIT depuis qu'il étudie

les nombres transcendants ; en particulier, il a obtenu plusieurs résultats [3c, 3d]
liés & la méthode de BAKEK.

§ 1. Fonctions elliptiques

Soit ¥ une fonction elliptigue de Weierstrass, d'invariants gé , g3 s notons
(w4,w2) un couple fondarental de périodes de ® , et M, = 2¢(w./2) , (i = 1,2)
, i i

les pseudo-périodes de la fonction z&ta associée 2 §
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THEOREME 1.1 [3e].- Deux des nombres B » & 0 W 5 Wy, ﬂ, » M, sont algébrique-

ment indépendants (sur Q).

Ce résultat est particuliérement intéressant dans le cas de multiplication com-
plexe : en supposant 8, et g3 algébriques, la dimension de 1l'espace vectoriel
sur le corps @ des nombres algébriques engendré par 1 s Wy, W, ,n1 ,nz ,2im  est
alors égale & 4 (ef.[7] chap. III) ; 1la relation de Legendre : o N, ~wM, = 2in

permet alors de déduire du théoréme 1.1 le corollaire suivant :

COROLIAIRE 1.2 [3e].- Supposons 8 1 & algébriques ; si ¥ a la multiplication

complexe, alors W, et m sont algébriquement indépendants.

Comme 1'a remarqué D.W.MASSER, ce corollaire résout le probléme (cf. [2, 8])
de la transcendance de ©'(1/4) : en effet, la courbe elliptique y2 = 4x3 - 4x admet

la multiplication complexe par i , et [2] :

2 [ =k va(l 1) r(%)
w, = ——— = 7B(-, - = y
! 1/ at? - at 472 NEL

donc T(1/4) et m sont algébriquement indépendants. De méme la courbe elliptique

y2 = 4x3

- 4 permet d'obtenir 1l'indépendance algébrique de r(1/3) etde m.

Pour démontrer le théoréme 1.1, il est commode d'introduire les notions de

"taille" suivantes (cf. [6 3 1a ; 3b ; 3c ; 10a]).

Si P ¢ Z[z1,...,zq} est un polyndme non nul en q variables i coefficients
entiers rationnels, de hauteur (= maximum des valeurs absolues des coefficients)
égale & H(P) et de degré (total) deg(P) , on définit la taille t(P) de P par :

t(P) = max{Log H(P) ; deg(P)} .

Soient 31,...,6 des nombres complexes ; notons £ = 2[91,...,6kj . On dira

k

qu'un élément u de £ a une taille (par rapport & 8 .,8. ) inférieure ou

S
égale & t , et on écrit (par abus de notation) ti(u) £t , s'il existe un polyndme
P ¢ Z[Z1""’sz , tel que t(P) € t , et tel que u = P(e3....,9k) .
Soit v un nombre complexe algébrique sur le corps 0(91,...,9k) ;3 on dira

gue Vv a une taille tx(v) inférieure cu égale & t s'il existe un polyndme irré-
ductible Q ¢ £{z] , de degré S t et dont les coefficients ont une *aille <t

(on écrit : tx(Q) £t ), et tel que Q{v) =0 .
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Démonstration du théoréme 1.1. Supposons que le résultat soit faux ; d'apres

la relation de Legendre, le nombre m appartient au corps

K = Q(i 18y 1 Bz Wy, W, ,ﬂ1 ,ﬂz) , donc il existe un élément 6 de K , entier
algébrique sur Z[m] , tel que K = @(m,®) . Nous noterons t 1la taille sur K
relative & {m, 8}

Remarquons que les fonctions z , $(z) , ¢(z) , qui sont algébriquement
indépendantes sur € , prennent, ainsi que toutes leurs dérjvées, des valeurs dans

K aux points

1
3 +ho, +he, ((h1,h2)€z><z)
Choisissons alors un réel v , 0< v < 1 . Soit N un entier suffisamment grand,
et soit v v
1—Z 1-5
L=(N 1, H =[N ] .

Les nombres C1"'°’°8 sont positifs et indépendants de N .

Premier pas. On construit une fonction auxiliaire :

A A A
o 1 2
8(2) = 7_ Z Z oA ) 2 ° P(a) | ()
—0 K =0 l =0
ou les ¢(xo,x1,x2) sont des éléments de E[m] , non tous nuls, vérifiant :
FLECH
—é(—+hm + hw )_o pour 0Sn<N, 1<h $H,1sh SH.
dzn 1

Pour cela on doit résoudre un systéme de HZN équations linéaires homogénes

en (L + 1)3 inconnues w(AO,A1,A2) , et & coefficients dans X . Comme

(x:@(m)] BN < (L + 1)3 ,
ce systéme admet une solution non triviale ; on veut, de plus, majorer la taille
d'une telle solution. Pour cela on remarque que

L o) ')

dzn
est un polyndme en z , P(z) , ((z) , ' (z) , de degré total au plus c1N , et
dont les coefficients ont une taille au plus c2N'LogN . Gréce au principe des
tiroirs ("lemme de Siegel" ; cf. [1a] lemme 5.2, ou [10a] lemme 4.3.1 par exemple),

on peut sélectionner les @(ko,k1,kz) dans Z[m] , avec un degré au plus N et

une taille au plus c,N .
~



488-04

Deuxigme pas. Choix de § .

2n

Notons N1 le plus grand entier tel que

v v
" w, 1-2 1-
2 5 (= = < Sk <
e (2+k1m1+k2w2) 0 pour OS$m<N , 15k <N, » 15k, <N,
-3
Notons H1 = [N1 ] . Choisissons des entiers m' , k; , ké , avec
1-‘21 1-3

OSm' <N +1 ; 1sx;S(N1+1) , 1$k2'S(N1+1) ,

de telle maniére que le nombre

™' %
= by = — ' t

3 o e (w) , ol W=7+ ke + Ko, ,

ne soit pas nul. On choisit de plus m' minimal :

JL;‘@(W) =0 pour 0 S m<m' .

dz

Troisiéme pas. Majoration de § .

Soit ¢ 1a fonction sigma de Weierstrass associée & § . La fonction

¥y = 03L§ est alors entiére dans C ,
m!
d L
— ¥ =0’
dz

et, gréce au choix de m' ,

L

1
On utilise alors le principe du maXimum, sur le disque |z| N, 6 , pour le

quotient de la fonction § par le polyndme des N1H? zéros qu'elle posséde dans

le disque |z| S ¢ . On obtient

4,

Logl§[ < - 05N1Hi Log N1

Quatri®me pas. Taille de & ; retour & Z[m]

En utilisant les arguments du premier pas, on trouve

<
t(€) cg N1 Log N1

On multiplie alors & par un dénominateur (c'est-a~dire un élément non nul de

Z[n] , pour que le produit soit dans

#n,8] ), et on prend la norme de ce produit

sur Q(m) . On obtient un polyndme non nul P € E[z] , de taille

t(P) s c7 N1 Log N1 y

tel que
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3-v
Log|P(n)| = -cg Ny Log N .

Conclusion.

On obtient la contradiction attendue en utilisant le lemme 1.3 suivant.

DEFINITION {6, 1a, 10a] .- Un sous-corps K de € a un type de transcendance infé-

rieur ou égal & T s'il existe une base de transcendance (x1,...,xq) de K sur

Q , et une constante C = C(71 ,x1,...,xq) , telles que pour tout polyndme non nul
P ¢ Z[z1,...,zq] , on ait

Log|P(x,,...,x )| 2 -C T

Lemme 1.3 (FEL'DMAN [4] th. 4).- Pour tout € > 0 , le corps Q(m) a un type de

transcendance inférieur ou égal & 2 + € .

Ce lemme termine la démonstration du théoréme 1.1. La méme méthode a permis
3 CUDNOVSKII de démontrer d'sutres résultats d'indépendance algébrique [3e] : ainsi,
sous les hypothéses du corollaire 1.2, les deux nombres w1/ﬂ et e sont algé-

briquement indépendants.

§ 2. La méthode de GEL'FOND pour 1'indépendance algébrique de 2 nombres

La méthode précédente, qui consiste & utiliser un type de transcendance, ne
donne un résultat précis que si 1l'on connait un énoncé fin comme le lemme 1.3 (qui
est essentiellement le meilleur possible). Quand interviennent des corps tels que
Q(aﬂ) dont on ne sait majorer le type de transcendance que par 4 + € , il vaut

mieux utiliser une méthode de GEL'FOND, que nous allons esquisser sur un exemple.

Soient &« et B deux nombres algébriques, o ﬁ 0, logo ﬁ 0 ; notons

d =[Q(R):Q] 1le degré de B sur Q , et g 1le degré de transcendance du corps
d-1

Q(Gp,...,aﬁ ) sur @ .
THEOREME 2.1 (GEL'FOND [5)).- Pour d2 3 , ona q2 2

2
kinsi, quand B est un irrationnel cubique, aﬁ et aﬁ sont algébriquement

indépendants. GEL'FOND conjecture : q =d - 1 . La conjecture de SCHANUEL montre-
d-1
rait méze l'indépendance algébrique des nombres log & , aﬁ yenns aﬁ

La démonstration du théoréme 2.1 peut étre séparée en deux parties. D'abord

le méthode de transcendance, qui sert & démontrer la proposition 2.2 suivante
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(voir par exemple [10a] théorime 7.2.8).

Soit (x1,...,xq) une base de transcendance sur @ du corps

d-1
K:Q(},...,GB ) .

PROPOSITION 2.2.- On suppose d 2 2 . Pour tout réel X 2 1 , il existe un poly-

ndéme non nul P(

o s
X ) 3 Z[z1,...,zq] , vérifiant

t(P§°)) <X

et, pour X suffisamment grand, a+1

LoglPﬁo)(xP...,xq)[ < —09X (Log X)’l- ’

ou c, >0 ne dépend pas de X .

9

On en déduit immédiatement q 2 1 ; c'est une conséquence du théoréme de
GEL'FOND et SCHNEIDER sur la transcends-ce de

Nous indiquons rapidement la démonstration de la proposition 2.2, car nous

1l'utiliserons plus tard. Notons 'tq 1'anneau Z[x1, ...,xq] . Soit X un nombre
réel suffisamment grand. On définit des entiers HX , I'X ’ MX par :
d+1 1 d-1 1

=[ec XZd (Log X)— Ea] , =[ec, X (Log X)-1] , =[e X-z.d_"(Log X)zd]
B = Lley Iy = teyy He =lep

d d-1
Pour p = (po,...,ud_1) € L, on note u.B =p+ p.1B + ... +p.d_18 ; par con-

vention, on aura p,6 2 0 (0 3 d4-1) ; on note ]u.l = max p.j . Les conventions

) .

Premier pas. On construit une fonction auxiliaire

Lx
F(z) = & > o) 2t SR
A=0 |p,l$Mx

F(h.8) =0 pour |h| € Hy .

On choisit de plus les (p(k ) dans £q , non tous nuls, de taille majorée par

sont les mémes pour h = (ho""’hd—1

telle que

0131 . On utilisera plus tard la remarque suivante : on peut supposer sans restric-

tion que les cp(k,u.) sont premiers entre eux dans leur ensemble dans :'q .

Deuxitme pas. On utilise une majoration, due & R. TIJDEMAN [9] :
(2.3) Log max |[p(Au)| S cMH; Log X + Log max |F(n.8)] .

(Am) o] < e, oy
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On en déduit 1l'existence d'un nombre y = F(h.B) , (avec |n| = c1SHX)’ non nul.

Troisiéme pas. Grdce au lemme de Schwarz pour la fonction entiére F qui a au
moins H; zéros, a
Logly| = - c,g B Log X .

Quatriéme pas. On multiplie Y par un dénominateur (pour que le produit soit entier

sur £q ). et on prend la norme sur £ ; cette norme est un polyndme en x1"'°'xq

S0 1 Cyp 2 Cpp)

La différence essentielle entre cette démonstration et celle du § 1 réside en

qui vérifie les propriétés requises (modulo un choix convenable de

la majoration (2.3). (Si une inégalité analogue était connue dans la situation du
§ ', on saurait majorer N1 en fonction de N , et la démonstration du § 1 devien-

drait effective).

La deuxiéme partie de la démonstration du théoréme 2.1 est un critére de

transcendance de GEL'FOND [5, 1a, 10a].

PROPOSITION 2.4.~ Soit © un nombre complexe. On suppose qu'il existe une suite

(PN)N21 de polyndmes non nuls de Z[z] , vérifiant, pour N suffisamment grand
<
t(PN) N

et
Log|PN(9)[ £ -12 Y. -

Alors 6 est algébrique.

Démonstration. Pour N suffisamment grand, comme PN(O) est trds petit, 6 est

proche d'une racine aN de PN ; si QN est la plus grande puissance du polyndme

minimal de aN qui divise PN , le nombre QN(G) est aussi trés petit :
Log|Qy(8)] = v, t(Qy) s 2N .

Le résultant de QN et de QN+1 est un entier rationnel majoré en valeur absolue

{19 (®)] + 1oue)]) . expl2 t(Qy) t(Qy, )} <
Donc QN = aN+1 , et oy ne dépend pas de N ; soit R son polyndme minimal sur

r
L ; écrivons QN =R N . Alors

par

- Log|R(8)]| = - 8 ¥ y et Ty t(R) € 4N .
On en déduit R(®) = 0 , donc @ est algébrique, et PN(Q) =0 pour tout N

suffisamment grand.

Le théoréme 2.1 est une conséquence immédiate des propositions 2.2 et 2.4.



281
488-08

§ 3. La premidre méthode de CUDNOVSKIY . Indépendance algébrique de 3

nombres

Le premier résultat de transcendance démontré par tupNOVSKIT [3a] contient

1'énoncé suivant :

THEOREME 3.1.- Soient o et B deux nombres algébriques, a £0 , loga £ 0 ;

notons d le degré de B sur @ . Si d2 7, alors 3 des nombres

d-1
aB reeey aB

sont algébriquement indépendants.

Autrement dit, avec les notations du § 2, pour d 2 7, ona q2 3 . Gréce
4 la proposition 2.4, il suffit de démontrer le résultat suivant ([3c] théoréme 5.1 ;
voir aussi [10b] proposition 6.1), qui fournit une autre démonstration du théore-

me 2.1.

PROPOSITION 3.2.- Avec les notations de la proposition 2.2, on suppose d 2 3 . Pour

tout réel X suffisamment grand, il existe un polynfme non nul

p{1) ¢ Zz,,---,2_,] , vérifiant t(P§1)) < X

X ’zq—1
t d+1
2

B Log!P§1)(x )I £ - c, (Log X)% .

2 )

11Xy
Démonstration. On suppose que le résultat est faux, et on reprend la démonstration

de la proposition 2.2, en distinguant deux cas.

d
Cas a) : Log max |[F(h.B)] < --(c14 +1) Hy Log X

In] = ey 5ty

On déduit alors de (2.3) :

Log max |o(A,w)| -H; Log X .
Ayp

Comme les w(h,u) sont premiers entre eux dans leur ensemble, en utilisant la tech-

nique du résultant, on obtient une contradiction.

Cas b) : Log  max [F(n.B)| >-(c +1M§L%X.
— ]les . 14
15°%
On commence par se ramener au cas ou 1'élément §x = Pﬁo)(x1,...,xq) construit a

la proposition 2.2 vérifie
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2 ¥ | 2
-c18X (Log X)¢ = Loglgxl <- c9X (Log X)° .
. ] (o)
. \ _
On considdre ensuite 1'élément §Y = PY (11,...,xq) avec
1 .2 -1
Y = [E X tx ] ’
. _ 2/(a-1) _
ou € = (c9/'8 18) vet ty = t(§x) . 0na
a+1 d+1
2 ¥ 2 %
Log|€,| S-c, Y (Log Y)? s -c_ X (Log X)° ,
Y q 9
et
1 .2
£ - .
t(gy) t(5y) = o X
Comme d 2 3 , on en déduit que le est

résultant de §x et §Y par rapport a xq
nul. Supposons pour simplifier que §x et EY sont des puissances d'un méme poly-

ndme irréductible 1 ¢ £q :

c °

S L e
On a

sl oy HE)

i

d'ou a3 a1 ‘e a-3

x 2 o ¢ 2 . C18 'txz ,

9

ce qui est impossible avec notre choix de €

Pour que la démonstration de la proposition 3.2 soit compléte, il reste quel-
ques points & préciser : expliciter la technique du résultant dans le premier cas,
justifier la minoration de §x et l'hypothése que EX et §Y sont des puissances
de polyndmes irréductibles dans le deuxiéme cas. Ces questions sont résolues dans

le lemme suivant :

Lemme 3.3.- Soit q un nombre entier, g 2 2 , et soient A , s deux nombres réels,

avec A\ 250q , s =21 . Soient x1,...,xq des nombres complexes algébriquement
indépendants. On suppose que, pour tout polyndme non nul R € Z[z1,...,zq 1] , de
taille inférieure ou égale & 8gs , on a
' A2
Log!R(x1,...,xq_1)i z-5s

1) Si P¢ Z[zi,...,zq] est un polyndme non nul vérifiant t(P) € s et
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2
LogiP(x1,...,xq)[ < -xs",

il existe un diviseur Q de P , puissance d'un polyndme irréductible dans

Z[x,,...,xq} , tel que t(Q) < (q + 1)s et

A 2
LogIQ(x1,...,xq)‘ £ -zs

2) Soit € un nombre complexe, entier algébrique sur Sq = 2[11,...,xq] R EE

degré & , dont le polyndme minimal sur £q a une taille £ s . Soit w>2XA ; on

Su EEOSG H

-u 52 < Loglgl < -\ 52

Alors il existe un polyndme irréductible S ¢ Lq , et un entier m 2 1, tels que

s® divise la norme de E dans £q , et que

2 1 2
-36us < Log[S(x1,...,xq)| < = A s .

(La démonstration du lemme 3.3 repose sur les arguments de [3a)] ; voir par
exemple [ 10b] lemmes 2.4 et 2.8.)
La méthode que nous venons d'exposer a été utiiisée par D. BROWNAWELL [ 1c]

2
pour montrer l'indépendance algébrique des nombres a , a , a , quand B est

irrationnel cubique, et que a est un nombre transcendant (de Liouville) qui

s'approche trés bien par des nombres algébriques (voir & ce sujet [1b, 1d]).

§ 4. La deuxi®me méthode de CUDNOVSKIT . Indépendance algébrique de n

nombres
CupNOVSKII a généralisé son théordme 3.1 de la manidre suivante [3b, 3c] :

THEOREME 4.1.- Soient « , B deux nombres algébriques, avec a £ 0 , loga £ 0 ;

. n

notons d le degré de B sur Q@ ; soit n un entier, n2 2 . S5i dz22 -1,
8 d-1

alors le degré de transcendance sur €@ du conps Qo ,...,ap ) est supérieur

ou égal & n .

Avec les notations précédentes, ce résultat s'énonce :

Log(d +1)

{ Log 2 ] pour d=2 2 .

En particulier q tend vers l'infini quand 4 tend vers 1'infini, résultat qui

n'était méme pas connu avant CupNovskIT.
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Le théoréme 4.1 provient de la généralisation suivante des propositions 2.2
et 3.2.

PROPOSITION 4.2.- Soit (x
Bd-1
K = Q(aﬁ,...,a ) , et soit k un entier, O0< k<q ; on suppose dz 2

1,...,xq) une base de transcendance sur € du corps

k+1_1,

et d 2 2 . Pour tout réel X suffisamment grand, il existe un polyndme non nul

(k) o
P ¢ Z[z1,...,zq_k] , vérifiant g
(x) 2
t(Px ) £ x° ,
et d+1 s
(k) 2
LogIPx (11,...,xq_k)l < - c19X (Log X)° .

On déduit immédiatement de cette proposition 4.2 1'inégalité kS q -1, ce

qui donne le théoréme 4.1.

La démonstration de la proposition 4.2 se fait par récurrence sur k ; nous
1'avons démontrée pour k = 0 (proposition 2.2) et pour k = 1 (proposition 3.2).
Pour simplifier les notations, nous allons la démontrer pour k =2 , mais les argu-
ments que nous emploierons permettent de démontrer le cas général [3c]. Nous effec-

tuons la démonstration par 1l'absurde : supposons que la proposition 4.2 soit fausse

pour k =2 : on choisit € > 0 suffisamment petit ; il existe X (que 1'on peut
supposer entier et suffisamment grand) tel que, pour tout polyndme non nul

P ¢ Z[z‘,...,zq 2] , de taille majorée par 8<1X4 , on ait :
d+1

2

(4.3) LoglP(xi,...,xq_2)| >-% X (Log x)ir .

Cet entier X est désormais fixé.

Lemme 4.4.- 11 existe deux nombres complexes § , §q , algébriques sur

q-1
Q(x1,...,xq_2) , et il existe deux entiers positifs sq_1 N sq , vérifiant
2
<
sq_1 < 020X , sq c21X ,
tel
els que de1
2 ¥ -1
- s -
Loglgq_1 xq_1i ¢y X (Log X) Sg-1
d+1
2 L R B
Loglgq - xq[ S -cpg X (Log X) Si-1 8

. . 2
De plus la taille de §q_1 par rapport & {x1,...,xq_2} est majorée par 024X

et la taille de gq par rapport a {11,...,xq_2, §q_1} est majorée par CZSX .
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Démonstration du lemme 4.4 (d'apreés [3c] lemme 5.2). Utilisons le polyndme P§1)

construit & la proposition 3.2 ; griace & (4.3), les hypothtses du lemme 3.3 sont

satisfaites (avec q remplacé par q-1 ), avec s = 12 , et

d+1
2 4 3
AN=c¢c_ X (Log X)? .
17
Donc il existe un polyndme irréductible R ¢ Z[z1,...,zq 1] et un entier 841 21
s
tels que R -1 givise P§1) et que

c d+1
17 . 2 + -
Log|R(xyy.vpx )| $-="X° (Log X) Sqap
Comme le polyndme R1(z) = R(x1,...,xq_2 , 2) prend une valeur petite au point

est proche d'une racine de R, (grace & (4.3),

z = xq_1 , on en déduit que xq_1 1
R1 n'est pas constant). Plus précisément, on trouve une racine §q 1 de R1
telle que a+1
2 ¥ -1
- < _
(4.5) Loglgq_1 x4l ¢, X7 (Log X) 4ot ¢
Utilisons maintenant la proposition 2.2 ; on définit unréel Y, Y<X,
par d+1 d+1

2

Y2 (105 1) Sqe1 =X (Log 0t

le polyndme P§°) € Z[z1,...,zq] vérifie

el s vsx,
et d+1
(o) 2 5 -1
< -
Log[PY (x1,...,xq)] °q X (Log X) Sy 1

Grace & (4.5), on a aussi 441

(o) 2 ¥ -
Log[PY (x1,...,xq_2 ,§q_1 ,xq)l £ -cy X (Log X) St
o p(0) .
" " fl N ' <
Le cas "dégénéré" ou PY (x1,...,xq_2 .§q_1 ,xq) est nul fait 1l'objet d'un trai-
tement particulier. Sinon, 1l'argument précédent permet de construire un entier

sq 2 1 et un nombre complexe gq qui vérifient les estimations du lemme 4.4.
Nous poursuivons la démonstration de la proposition 4.2. Notons

£ = Z[x1,...,x

q-2 ] , et L' = zq_ztgq_1 ’ gq] .

q-2 q

Le corps K = Q(a, Qﬁ,..., o ) est une extension algébrique finie de



286
488-13
Ko = Q(x1,...,xq) ; dans le seul but de simplifier les notations, nous supposerons

K = Ko , et B entier sur Z .

L'idée consiste A remarquer que les éléments de K peuvent &tre trés bien
approchés par des éléments de Q(x1,...,xq_2 ,gq_1 ,§q) , et que d'autre part on

sait minorer certains éléments non nuls de ce deuxiéme corps, grace & (4.3).

d d (w-B)(n.B) .
Pour h¢l , pe€¢l ,ona «a € K ; notons sp,h et Tu,h
deux polyndmes de Z[z1,...,zq] dont les images §p,h et iL.h dans xé vérifient
d+1 5
(w.8)(n.B) h _ 2 -1 -
Logla - | £ -c,g X" (Log X) S4-1 %4
p,oh

Soit Y 1le nombre réel positif défini par
d+1 a+1

2

v2 (Lg )%= cg X ° (Log oL

)
q 1 q

est convenablement choisi. On reprend le schéma traditionnel.

ou 02 9

Premier pas. On construit une fonction auxilaire

L
= f Z C zx a(”"B)z
A0 |<y Mo

avec Ck " € Sa , non tous nuls, de telle maniére que
a+1
Log|f(h.B)| $ -c, ¥ 2 (Log Y)'} pour |h| s
30 By -
Pour cela, on construit des polyndmes Ck “ € Z[z1,...,zq] , tels que les fonc~
’

tions rationnelles

S
2 Z , ,(n:8) ﬁ € QB) (2,02

soient nulles pour tout |h| & H, . On choisit ensuite

EX,“ = Ck.u(x1""'xq~2 ,gq_1 ,§q) . (Les détails sont en fait plus complexes :
ef. [3c].)
Deuxime pas. La majoration (2.3) devient :
- a
L C < Y L .
og (iax) | k.pl °s, HY Log Y + Log ‘h!::x |f(h.8)|
e 32 By

Troisiéme pas. On distingue maintenant deux cas :

d
cas a) : Log max  [f(h.B)] s-(c31 +1) B, Log Y .

|h|sc32 M
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On considére alors les normes des 5)‘,“ sur Sq_2 ; 1'une de ces normes permet
de contredire (4.3). (Voir [3c] lemmes 4.11 & 4.16, et [1c] step 3.)

. . a
cas b) : il existe h € Z , |h| s cgolly » tel que

d
Log|f(n.B)| > - (c5, + 1) By Log Y .
Dans ce cas le nombre _
S
- A h
v=2 25 )t b
A ’ T
" w,h
qui est trés proche de f(h.B) , n'est pas nul ; il est aussi trés petit, car on

obtient, en utilisant une formule d'interpolation,

Log|£(n.)| $ -cz3 BY Log Y .

Alors la norme de Y sur £q—2 permet de contredire 1'hypothése (4.3).

Nous n'avons présenté qu'un cas particulier des énoncés de [3b, 3c]. Le résul-

tat général est le suivant : soient Uyppennnnt, (resp. v1,...,vm) des nombres

complexes @Q-linéairement indépendants ; on suppose qu'il existe T > 0 tel que,

pour tout h €z, nA O, et tout k € Z® , kK £ G , on ait

lhu, + ... +h,u,| 2 exp{-7 max |n ]},

171 2L 105 ¢ A

et
kv, + ... +kv |2exp{-T max [k |} .
11 m m 1susn V)

On considére les trois ensembles

1]
|

_{exP(“x"p) ;1€ s 2,1$usn},

[
1]

5 {u)\ , exp(uxv“’) ; 1SASZL , 1su<€n} ,
53 = {ul , vu' , exp(u)\v“) ; 1€A<2 , 1Susm} ,
et les trois nombres

n1=lm/(l+m) H n2=t(m+1)/(t+m) Py =y + 1
Ainsi, dans la situation des théorémes 2.1, 3.1 et 4.1, ona £ =m=24 ,
uy =B)‘-1 , (1sag12) , v“ =BM_1 loga , (1susm) , et % = (a+1)/2 .

2 o . n n .
THEOREME 4.6 [[3b, 3c].- Si ® 22 (resp. "y > 2 our i =3 ), alors dans

1l'ensemble S,1 , il y a n+1 nombres algébriquement indépendants.

La méthode est effective et permet de donner des mesures d'indépendance algé-
brique {3b].
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§ 5. Suites colorées

L'inégalité 4 2 2% .1 du théordme 4.1 semble constituer la limite naturelle
de la méthode précédente : le résultant de deux polyndmes a pour taille approxima-
tivement le produit des tailles de ces polyndmes, ce qQui explique 1'exposant Zk

de la proposition 4.2.
Le probléme, nous 1l'avons vu, se réduit & l'investigation d'un systéme de
polyndmes P € Z[z1,...,zq] , ol t(PN) £ N, et ol
Log|P (x ,...,x )| & -N" (Log N)7 .
N\ iq
De plus la partie analytique de la démonstration fournit des propriétés supplémen-

taires de ce systéme.

Jusqu'a présent, la seule technique utilisée dans cette situation était celle
du résultant. Récemment, CUDNOVSKIT a commencé remplacer cette technique par la
théorie des idéaux d'un anneau de polyndmes, ou, de maniére équivalente, par la
théorie des courbes algébriques. Les préliminaires pour appliquer les méthodes de la

géométrie algébrique sont donnés dans [3f]. Le résultat principal en est le suivant :

THEOREME 5.1 [3f].- Soient 91 , 62 deux nombres complexes, et T un nombre réel,

T=22, tel que Q(61) ait un type de transcendance inférieur ou égal & T . On

suppose qu'il existe une suite (PN)

que

Ne de polyndmes non nuls de Z[z1,z2] tels

t(PN) <N

[Py(8,,0,)] < exp(-N"" o)) ,

ou @(N) tend vers 1'infini avec N .

Alors 91 et 6, sont algébriquement dépendants.

Cet énoncé améliore un résultat antérieur de D. BROWNAWELL [ 1a] theorem 4.3,

ou T+2 était remplacé par 27T .

La fin de cet exposé est extraite d'une lettre de G. V.EUDNOVSKIT (mai 1976).

Les méthodes actuelles permettent de donner des estimations du type de transcendance

our des corps de la forme
P P

Q(ui, v, SD(uivj)) , Q(vj, 6°(uivj)) yeee .
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En combinant ces résultats avec des considérations de [3f], de telles estimations
du type T peuvent &tre améliorées pour T > 2 . On peut donner de nombreux exem-

ples ; ainsi :

PROPOSITION 5.2.- Si £ est une fonction elliptique d'invariants g g3 algébri-

ques, Si ’oa la multiplication complexe par K, et si o« est un nombre algébrique de

degré 4 avec [K(2):K] =4,et si w est une période non nulle de &, alors deux des
trois nombres $(wa) , K-’(maz) , P(wOr})

sont algébriquement indépendants.

Les énoncés de [3f] ont un caractire combinatoire et ne donnent pas directe-
ment de résultats généraux, mais en combinant de nouvelles suites de polyndmes
avec le théoréme de Bezout et une analyse simple de singularités utilisant des

résultants, on obtient :

PROPOSITION 5.3.~ Sous les hypothéses du théoréme 4.6, si ® 2 3,5 (resp. n3 > 3,5

dans le cas i = 3), alors le degré de transcendance du corps Q(Si) est supérieur
ou égal & 3 .

Ce résultat peut &tre amélioré ; ainsi ¢

PROPOSITION 5.4.- Si « #0,1 est un nombre algébrique, et si B est algébrique

4
de degré 5 , alors trois des 4 nombres aB,...,aB sont algébriquement indépen-

dants.

Pour obtenir ce résultat, il était nécessaire de donner une bonne estimation
pour la distance entre le point (x,y) € C2 tel que max{fP(x,y)! ,Q(x,y){} <€,
et la variété de dimemsion O : {P(x,y) = 0, Q(x,y) = 0} , en fonction de t(P) ,
t(Q) et & . Le cas le plus compliqué est celui ol les points ont une multiplicité
élevée sur la variété (c'est-a-dire un ordre de multiplicité élevé pour les solutions
du systéme d'équations P(x,y) = 0, Q(x,y) = 0 ). En utilisant 1'analogue jaco-

bien, on obtient :

PROPOSITION 5.5.- Sous les hypothéses du théoréme 4.6, si ® > 3 , alors le degré

de transcendance de Q(Si) est supérieur ou égal & 3 .

En étudiant la multiplicité de points singuliers sur des variétés de dimension

n , on généralise ce résultat au cas de degré de transcendance supérieur 2 n .
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Actuellement, pour n grand, on a le résultat intéressant suivant :

PROPOSITION 5.6.- Si x >+ 2 , le degré de transcendance de Q(Si) est supé-

rieur ou égal & n .

Il est encore difficile de réduire cette estimation & Ki 2 n pour tout n .
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