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Séminaire BOURBAKI
19e année 1966/67, n°329 Juin 1967

Z / /
THEORIE ANALYTIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

par Bernard MALGRANGE

Introduction

L'origine des questions abordées ici se trouve dans les travaux de E. Cartan
sur les systémes différentiels, et principalement dans le théoréme de Cartan-Kihler
et la notion de < systéme involutif »., Ces questions ont été reprises ces dernidres
années par Kuranishi, Spencer, Sternberg, Bott, et leurs éléves, le progrés le plus
important consistant en 1'introduction (due & Spencer [8]) de méthodes cohomologi=-
ques qui permettent d'élucider la notion de systéme involutif, et de donner des
théorémes d'existence sous des conditions de régularité raisonnelles (en général
implicites dans la littérature classique). Faute de place, je me limiterai aux
équations lindaires, quoique beaucoup de résultats s’étendent au cas non-linéaire.
A 1'beure actuelle, la principale application de cette théorie est 1}étude des
< algébres de Lie infinies » considérées, non seulement du point de vue formel
(cf. exposé de Demazure), mais, en gros, comme les systémes différentiels sur les
vecteurs d'une variété tels que l'ensemble des solutions soient stables par le
crochet ; j'espére que Bourbaki voudra bien consacrer un exposé ultérieur a cette

question.

1. Le complexe trivial.

Soit X wune variété de classe C° ou analytique, sur K=R ou C, E un
fibré vectoriel sur X, E le faisceau des sections de E. Soit Jk(E) le fibré

des jets d'ordre k de sections de E ; lorsque E est le fibré
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trivial X x K, on écrira simplement J'k On pose encore J° = 0X , et on 1l'appel-
le, comme d'habitude, le faisceau structural de X.

>,

Les éléments de J'k , de source x, st!'identifient donc & e'x x/m?"I ; ou m
9

désigne 1'idéal maximal de aX,x . De méme, soit rj 1'idéal de définition de la
diagonale A c x2 (i.e. le faisceau des germes de sections de Xz qui s'annulent
sur 4) ; alors f‘ s 'identifie canoniquement & V] 2/'5 k+1, ou plus exactement
a4 1'image directe de ce dernier faisceau par la prem}éére projection ’ m s X%——) X.

En coordonnées locales, et avec les notations usuelles, le germe x - (fa(x)),

|o| = k au voisinage de a sera donc identifié au germe
@
() T g (x) L2
|o|=k @ o

de fonction sur X° au voisinage de (a,a), modulo les mondmes (y-x)P, |8] = k1
(nous écrirons simplement dans la suite : mod (y—x)k+1). Les deux projections
k
X2 - X définissent alors deux injections de @X dans J , que nous noterons
respectivement ik et jk ; avec les notations précédentes, ikf est donc
égal a
k+1
(x,5) b= £(x) mod (y-x)

et jk est égal &

(x,7) = £(y) = | zlz 0% (x) L%)‘a‘ mod (y=x)**"
a|Zk )

par conséquent, ik et jk définissent deux structures de %-module sur g_'k ’
que nous écrirons respectivement & gauche et & droite ; et, bien entendu, quand nous
écrirons des produits tensoriels sur 6}( , la place du symbole ® indiquera de la=-

quelle de ces deux structures il s'agit.
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Lorsque E est un fibré quelconque, seule l'application jk: E - _J_J'E est enco-
re définie, comme étant l'application qui, & une section o de E fait correspondre
X > jgo , jio = jet d'ordre k de o en x. On vérifie aussitdét que l'application
(£,0) — £ détermine un isomorphisme canonique _.l'k ®E > J_k@l (on omet les
v sous le symbole ® & partir de maintenant) ; dans cette identification la
structure de G’x-module de f ® E héritée de la structure gauche de gk stiden-
tifie & la structure naturelle de ex-modﬂe de J_kﬂ)_ .

Cherchons & prolonger l'opérateur différentiel jk i E - ﬁ@l par un complexe
acyclique : les sections de i@) qui appartiennent & im (jk) peuvent &tre
considérées, modulo (y-x)k+1, comme les sections de TT"Z('E sur X2 qui < ne dé-
pendent pas » de la premiére coordonnée x ; il est donc naturel de traduire ce
fait en disant que leur < différentielle extérieure par rapport & x » est nulle.

De fait, désignons par T* le fibré cotangent de X ; la différentielle extérieu-

re par rapport & la premiére coordonnée sur X2 définit, de manidre évidente, par

rassage au quotient, une application D : /\p'I‘* ® J'k - AP+1T* ® J'k-1, d'ou, en
ATl A 794

tensorisant & droite par E, wun complexe

i D

D D
(*) 0-ES FE® - melX®m S ... 5 A'meSTE) o o
(on convient que J'kgE) =0 si k<0). Nous vérifierons un peu plus loin (§ 3)
que, pour tout k = 0, ce complexe est cyclique : vérifions-le seulement au pre-~
mier cran : en coordonnées locales, et en supposant E trivial, 1'opérateur D,
appliqué a 7= (E) s'écrit simplement

af
a
D = —_—
(fa) {f (axi fcx+z-:i)d'xi}|cx| s k-1 .
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Donc D(f ) =0« Pour |a| =k, £ =D .

Remarque inutile.

la construction précédente s'appliquerait aussi bien si E était un faisceau
de G’x—modules quelconque ; l'hypoth®se qu'il est localement libre, i.e. provient

d'un fibré, n'a pas été utilisée jusqu'ici.

2. Le complexe de Spencer d'une égquation différentielle.

Soient E et F deux fibrés vectoriels sur X (les fibrés-types seront tou-
jours supposés de dimension finie). Par définition, une équation différentielle
lindaire d'ordre k¥ de E dans F est un morphisme de fibrés Py * J'k(E) - F ;
soit b le morphisme de faisceaux correspondant ; on posera B_k = ker (Bk)
Liopérateur différentiel associé est a =P o jk tE-F .

On va définir les prolongements Pris et Rku’. Tout d'abord, on a une injec—

tion canonique A, : Jt J"(Jk), définie ainsi : soit a un point de X, et
o une section de © au voisinage de a ; alors jkc est une section de Jk

au voisinage de a, et l'on vérifie immédiatement que j;"(jko) ne dépend que de

K+ d

J, o5 on peut aussi définir le morphisme de faisceaux associé A " comme étant

obtenu, par passage au quotient & partir du morphisme (m " ’HB)*: v 5 (V4 3 my
X X
désignant la i-éme projection X3 -» X. On définit de méme

A, Fha)y o 2EEE) .

Ceci étant, soit i#*(p.) 1le morphisme J‘(Jk(E)) - J’”(F) défini & partir de
k
Py de la maniére évidente ; on pose pk+l, = j‘e'(pk) ° }‘l, . Notons que

Bk+f, = ker (Bk.u')
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peut &tre aussi défini directemenrt & partir de g_k (et donc € ne dépend pas de Py >y

mais seulement de E_k), de la manitre suivante:on considére _f’ ® _I_t_k comme plongé

dans ng‘)‘kgEn =_{1’® J‘k(EZ et 1ton a alors
ke, =1,:4 k
B 27N e E9).
! au lieu de Ek, son

prolongement d'ordre 4#-1, défini par ce dernier procédé, coincide avec _llkﬂ’.

On vérifie aussi immédiatement que, si 1l*on part de §k+

PROPOSITION 1. Désignons par T la projection canonigue e (E) » J< (E) ;

pour qu'un germe o de section de J'k +1 (®) appartienne & _lj_k+1, il faut et il

suffit quton ait

naeB_k et DoeT* ® B_k .
Cela résulte du fait que le diagramme suivant est commutatif comme on le voit
facilement & partir des définitions :

A

g5t > J e

D /D:®id

™ ® I

Par définition, le faisceau (so0l) des solutions de l'équation différentielle
(homogeéne) est le noyau de a = Do J'k ; montrons qu*ona, ¥V 4 =k
Ay-1
(so1) = ()R .
Pour £ = k, c'est vrai par définition ; en raisonnant ensuire par récurrence, il

suffit de le prouver pour £ = k+1 ; or soit T€(sol) et o = ;jk+1'r ; oma

k k
no = j 7€k et Do =0 ; donc (prop. 1) cyf_lft_k+1 ; la réciproque est immédiate.
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De ce qui précéde, résulte qu'on a, pour 4 Z k, une suite exacte

A

J D
0 - (so0l) - B‘e - 2*®J£—1§E2

v

EL-1

et que, pour £ = k+1, la dernitére application a son image dans T* ® « Pour

la commodité, posons, pour tout Le€Z, L <k : E" = J’e (E) ;5 on vérifie alors faci-
lement, & partir de la proposition 1, que, pour tout £, le complexe trivial donne

par restriction un complexe
N
£

(KL) 0 - (sol) i i

D 41 D D n
> QR - ... - AR 5 0

Pour 4 = k, ce complexe est acyclique en degré -1 et O ; notre but est de
donner, dans le cas analytique, des conditions sous lesquelles il est acyclique en
degré 1 (et éventuellement en degré > 1).

)

Ecrivons les expressions des R° en coordomnées locales ; supposons E et F

triviaux ; le morphisme Py s'écrit alors

(ea)lalék'—* T ae ; e¢€E, a ¢Hon (,F)

| o=k oo
B_k, qu'on appelle aussi <€ espace des solutions formelles d'ordre k », est défini
par L ae =0 et _R_k+1 par le systéme
lalék @ o
z aaea =0
| | =k
aaa
X T——e +Lae =0 i=1,e0eyn
l“’lék ox; a o ote s

i.e. par le systéme obtenu en dérivant les équations initiales.
Quant & (sol), il est défini par z aaDae =0, e€E ; on voit que l'expres-
|| =k
sion de (so0l) comme noyau de

266



THEORIE ANALYTIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

D: B - me J(r)
n'est finalement rien d'autre que le procédé, vieux comme le monde, qui consiste &

ramener une équation différentielle & l'ordre un !

5. La §-cohomologie.

A partir de maintenant, nous allons faire l'hypothése suivante :
(A) < Intégrabilité ». Pour £ Z fo -la projection 3“'1 —»g‘ est surjective.
(2o = k).

Cette hypothése exprime, en gros, que, en dérivant les équations d'ordre £
du systéme, (i.e. les équations définissant B_l’), on ne trouvera pas de <€ nou-
velles » équations d'ordre £, qui soient lindairement indépendantes des précé-
dentes sur 6)( (cette assertion, vague ici, devient correcte lorsqu'on se place
au point de vue < dual » des modules sur le faisceau des opérateurs différentiels,

voir [5]).

Comparons la cohomologie de X' et celle de K’ pour cela, introduisons

4 17
le noyau _1\_1‘”1 de la projection EI‘H - Ez ;5 le complexe K£+1 donne alors, par
restriction, un complexe, dont on désignera le cobord par 6 :

_ 6 5 6
&, o - S omen o 5 \"mept

Notons maintenant ceci : contrairement & D, 1l'opérateur 6 est ex-linéaire :
en effet, pour a€X, fe ex,a et o€ (APT* ® J'kgE})a , on a immédiatement & partir
des définitions

D(fs) = dfATo + fDo ;
donc si mo = 0, on aura

D(f5) = fDo .
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Dans le cas trivial, avec E = K (i.e. _Pf’ = _;I_L pour tout £), 1'opérateur

& peut &tre décrit ainsi, comme on le voit sur son expression en coordonnées lo-
cales : EI' s'identifie alors a §£’_LT1), (S‘l’, puissance symétrique d'ordre ) ;
les éléments de /_\_Pﬁ ® i(_flil stidentifient alors aux germes de sections du fibré
APrx & S!'(‘I'*), dont la fibre en a s'identifie aux formes différentielles de
degré p & coefficients polynomes homogénes de degré 4 sur Ta . la diffé-
rentielle & provient alors de 1l'homomorphisme de fibrés défini, dans chaque fibre,
par la différentielle extérieure sur lesdif;es formes-polynomes. Cela montre, dans
ce cas, l'acyclicité de K}I pour tout 4, donc le fait que la cohomologie du

complexe trivial K)c est indépendante de 4 ; en examinant le cas £ =0, on

voit qu'il est acyclique quel que soit 4. En tensorisant & droite par E, on

voit que le complexe (*) oconsidéré au § 1 est acyclique en tous degrés.

Revenons maintenant au cas général, et posons Pt o Hp(f{}’_‘_p). On vérifie

1,4

W

facilement que, pour £ Z k+1, on a en fait Hc"’e =H = 0 (et ceci, indépendam~

ment de (A)) .

PROPOSITION 2. Supposons que (4) soit vérifié, et qu'en outre on ait

(B) Pour 4 2 4o , B2 = 0

Alors, pour £ Z 4o+1, 1'homomorphisme 0 (Kl.,+‘l) S H (Kz) déduit de la projection

B_I’ - _}11-1 est un_isomorphisme.

Ceci résulte aussitdt de la suite exacte de cohomologie. On a évidemment aussi
des énoncés analogues pour les Hp, p>1, qu'on laisse le lecteur énoncer.
L'intérét de l'hypothése (B) ne se limite pas 1a4 ! En fait 1'étude des
complexes (K!,) donne de nombreuses informations sur 1l'équation différentielle,
et ce sera méme le seul outil que nous utiliserons ici. En voici un exemple,

important dans les applications :
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PROPOSITION 3, (3], [6], (7). Supposons pour un £ Z k, gque l'application

§£+1 - BI’ soit surjective. Alors, il existe une suite exacte
m
BJz+2 5 B/I,+1 S H2 5 .
. . s £+1
Définissons d'abord la secende fliche, que nous noterons p : prenons e€R ,

et soit f un relévement & T*® _R_J?'+1 de De ; posons h=Df ; ona

nmh = nDf = Dnf = DDe = O,

donc heﬁ’.[_‘* ® E_’z, et 6h=DDf =0 ; donc h est un cycle de /\2T* ® Ee, et sa
classe de cohomologie P(e) ne dépend visiblement pas du choix partieculier de f.

Montrons l'exactitude de la suite ; tout d'abord il est presque évident que

p o™ =03 soit alors e@‘”, avec P(e) = 0 ; montrons que e se reléve &

442 2+1

; 1'hypothése entraine qutil existe Te€T* ® R 1 tel qu'on ait nf = De, et

Df = 0 ; on trouve alors facilememt un 56J“2§E2 tel qu'on ait Te = e et

e = f, donc (prop. 1) EG_I_{'E+2,

=)
Q
i

Lo+ Lo

COROLIAIRE. Si (B) est vérifié, et si R est surjectif, alors (A)

-—

est vérifié.

4. Analyse de 1’hypethese (B).

Y

Nous nous limiterons a quelques indications trés bréves. Comme mous l%avons
déja dit, le sous-ensemble des acJ*(E) vérifiant no = 0 s'identifie &
S_l:('_'[’_’_‘_) ® E'; 1l'application p_ demne donc par restriction une application dite
< symbole de a »
o(p) : S5(T*) @ E - F

Pour £ 2 k; on définit de méme les prolongements du symbole

s(p,,) 1 (e - st@ver
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et 1'on a encore
Ek+<£ = kero—(pk+e )

Les morphismes de faisceaux présents proviennent de morphismes de fibrés,

dont nous désignerons le fibré en a par o-(pk+e)(a) ; et nous poserons
k+&
N "(a) = ker o-(pk+£)(a)

L'opérateur § est encore défini dans 1'ensemble des Nk+e(a) et 1'on obtient
ainsi un complexe T(é(a) (défini comme Re , mais 4 partir des nE (a)), et
qul est un sous-complexe du complexe de la différentielle extérieure sur

les polynomes homogénes sur T*(a) & valeurs dans E(a), En dualisant,

on trouve un sous-complexe du complexe de Koszul standard sur T(a)
(tensorisé par E%(a)). On déduit facilement de 13 que, avec des notations
évidentes, on a Hp’e(a) =0 pour tout p deés que Z3 eo(a).

D'aprés Quillen [7], on peut méme choisir 20 , indépendant de a,

tel qu'on ait Hp’e(a) =0 pour tout p, si fzﬂo . Bien entendu,

ceci ne permet pas de démontrer (B) sans autre hypothése ; mais si

1'on suppose, par exemple que _Ije solt localement secteur direct (i.e.
provienne d'un sous fibré) dans st (T" )J®E, pour £ = 20 et

= £o+1 , on en déduira facilement due la méme propriété est vraie pour
tout £ 38, , et que (B) est vérifié (en fait, on démontrera

méme que HP*¥ =0 pour £ Zeo ; pour établir seulement (B) , on

on n'a besoin que des He’e (a)).

5. Théorémes d'existence.

Dorévavant, nous choisirons un point ae X, et nous restreindrons

toutes les constructions et les hypothéses aux germes en a,

Nous allons commencer par traiter le cas d'un "germe formel"

i.e. le cas ou 1l'on remplace O'X . Par 1'anneau

E]
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des séries formelles par rapport i un systéme de coordonnées nulles en a (auquel

cas tout ce qui précéde garde visiblement un sens ).

a) Le cas formel.

THEOREME 1. Supposons que les hypothéses (A) et (B) soient satisfaites. Alors,

pour 4 2 {o+1, on a Hl(Kl') = 0.

(Ce théoréme est démontré dans [7] avec des hypothéses un peu plus fortes).
Démonstration. Soit f"ce I* @ _R_t , vérifiant Df = O, pour tout £'2{ , on cons-
truit par récurrence en utilisantles pr'oposition.ﬂ2 ﬁ% %C' vérifiant ‘n‘fc, =f 21

et va =0 . La limite projective f des fl est une forme différentielle qui

s'écrit en coordonnées
i i
T ofhdx,, £ elim RY .
1 —

.

Ecrivons les choses en coordonnées, avec les mémes notations qu'au paragraphe 1 ;
E est ici trivial ; lim J (E) s'identifie alors aux séries formelles f(x,y)
—

sur X2 d valeurs dans E(a). Et 1'on vérifie immédiatement, & partir de la défi-

Y

nition des R que lim _138 s'identifie & celles de ces séries qui vérifient
1'équation différentielle proposée par rapport & y ; i.e. vérifient avec les

notations du ¢ 2 :
£
a, (¥) D f(x,y) = 0.

Le théoréme en résulte immédiatement ( puisque D, dans la limite projective,

est simplement la différentielle extérieure en x seul ).

b) Cas analytigue.

J'ignore si le théoréme 1 est exact dans le cas analytique. Cependant,
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THéORﬁME 2. Supposons (A) et (B) vérifiées, et supposons en outre que, pour &

assez grand les g? soient facteurs directs dans Je(E) . Alors, pour ¢ 2 o+ 1y

on a H1(Ké) =0.
Remarquons que la derniére hypothése peuz encore 2tre analysée par les considé-

1 ¢

rations de la fin du § 5 (si 1'on sait que R est facteur direct, que les N

sont facteurs directs pour ¢ > ¢, et qu'on a (A) avec eo < 61 , alors on en

1
déduit par récurrence que tous les Rg sont facteurs directs pour ¢ 2 &1 ).

La démonstration consiste & reprendre la précédente, en montrant qu'on peut
s'arranger pour que, i la limite, les fi soient analytiques par rapport aux deux
variables (x,y). Cecl se fait en montrant que la cohomologie de Ki (a) est tuée
pour { assez grand avec des majorations convenables. (Voir, pour les ma jorations

[2] et [9] ; puis leur application au théoreme 2, [1] et [3]).

Une démonstration antérieure de Quillen [7], avec des hypothéses un peu plus
fortes consiste & ramener, par une variante de Cartan-Kdhler, i des applications
successives de Cauchy-Kovalevskaia. On a besoin pour cela de 1'équivalence de la

nullité des Hp’e(a) (pour tout p) avec la notion d'involutivité de Cartan [4].
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