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Séminaire BOURBAKI
16e année, 1963/64, n° 269 Février 1964

LES TRAVAUX DE SEELEY

SUR LES OPÉRATEURS INTÉGRAUX SINGULIERS SUR UNE VARIÉTÉ

par Laurent SCHWARTZ

Les opérateurs intégraux, singuliers ont été étudiés par un grand nombre d’au-

teurs, notamment GIRAUD, MIHLIN, CALDERON, SYGMUND, GOHBERG. SEELEY les a étendus

récemment aux sections d’espaces fibres à fibres vectorielles sur une variété,
rendant ainsi possible la démonstration de la formule de l’ indice d’Atyiah-Singer.
Le nom d’ opérateur intégraux singuliers était valable pour les opérateurs d’ordre

0 , qui pouvaient se représenter à l’aide d’intégrales utilisant des noyaux sin-

guliers ; 3 mais les opérateurs différentiels d’ordre m sont des opérateurs inté-

graux singulier d’ordre m , de sorte que leur nom n’est plus du tout adaptée
Noua proposons de les appeler opérateurs de Calderon-Zygmund, étant donnée l’im-

portance des travaux de ces auteurs sur ces opérateurs et leurs applications.

1. Les espaces Hg sur un espace vectoriel X de dimension finie.

Soit X un espace vectoriel de dimension n sur R , muni d’une mesure de

Lebesgue dx . On appellera 5 son dual, d~ la mesure de Lebesgue associée à

dx sur E , et (x, ~) -~ ~ x , ~~ le produit scalaire de dualité sur X x E . 

On appelle H° = H° (X) l’espace L? (X ; dx) , considéré comme sous-espace de
l’espace D ’ (X) des distributions complexes sur X e Ensuite H y m entier

> 0 , est l’espace des distributions qui sont, ainsi que leurs dérivées d’ordre

.-$ m , des éléments de H ; en choisissant une base dans X ~ et en posant

(1.1) Dp = (1 2i03C0 ~ ~x1)p1 ... (1 2i03C0 ~ ~xn)pn , pour P = (p1 , p2 , ... , p ) E Nn

on peut munir Hm de la norme

qui en fait un espace hilbertien. Si l’on change la base, la norme, c’est-à-dire
la structure hilbertienne, varie, mais non la topologie qu’elle définit ; H~
est donc un espace vectoriel topologique hilbertisable. Soit T une distribution

de H 3 elle est alors tempérée puisque dans L 3 soit T = 3T son image de

Fourier, distribution tempérée sur le dual E de X :
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Si nous choisissons une forme quadratique définie positive sur X t notée

x ~ |x|2 , et si 03BE ~ |03BE|2 e st la f orme adjointe (ou duale) sur 0396 , la norme
définie par (1.2) est équivalente à celle qu’on peut définir par FOURIER :

Nous sommes donc naturellement amenés à définir des espaces HS (X) pour

tout s réel : Hs est l’espace des distributions tempérées T sur x ~ dont

l’image de Fourier T est une fonction telle que T(~)(1 + )~j* )
soit dans Lz ~~~ ; on pourra prendre sur Hs la norme :

Si on change la forme quadratique, y l’espace H~ ne change pas, ni sa topologie, p
seule sa norme change ; 3 c’est un espace vectoriel topologique hilbertisable. On
a l’inclusion continue : H~ c Ht pour s ~ t ; 3 on appellera H*~ l’intersec-

tion des Hs pour s réel, H" leur réunion. On a les inclusions continues et

denses § c Hs c ~’ ; par transposition, on en déduit l’inclusion des duals forts

(H )’ c ~’ ; ; on peut donc identifier (Hs)~ à un sous-espace hilbertisable

de ~~ ; on voit aussitôt que c’est H~s ~ et que, pour tout choix d’une forme
quadratique x) z ~ , la norme de dual de Hs est exactement la norme de 

2. Les opérateurs (a) et (?) ; ; le lemme de commutation.

Pour a c ~ (X) ~ nous baptiserons (a) l’opérateur de multiplicaticn T ~ aT .

Pour p fonction sur ~ f (p) sera l’opérateur (sur les distributions sur Xi):
T ~ ~ (~ (~T) ) ; il revient à multiplier par p les images de Fourier, donc c’est

aussi la convolution démontre sans peine que (a) opère
continûment de H~ dans Quant ~ nous devrons supposer que c’est une

fonction mesurable localement bornée , et 0 (I~ ~P) pour ~~ ( ( p réel) ; 3
alors, pour tout s, (p) opère continûment de Hs dans Bien entendu

deux opérateurs du type (a) commutent, ainsi que deux opérateurs du type (p) ~
mais un opérateur et un opérateur (p) ne commutent pas. Cependant :

PROPOSITION 1 (lemme de commutation). - Soit et soit f3 une fonc-

tion sur ~ ~ mesurable et localement bornée, qui est 0 (~ ~~~p) pour (Ç ) 1 -+ co ,

de classe C~’ dans le complémentaire d’ un compact, et dont la dérivée est

pour ~)  co ; 3 alors le crochet
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opère continûment y quel que soit s réel, de HS dans 

La démonstration est technique, simple ~~’ailleurs~ vu quelle se fait en parta-

geant une intégrale en deux morceaux, procédé déjà connu de nos ancêtres.

Par ailleurs, chaque opérateur (a) a les propriétés suivantes : il opère de

? dans ~ ~ de ~’ dans (D’ ~ et le support singulier de l’image aT d’une dis-

tribution T est contenu dans le support singulier de cette distribution : on

dira encore que (a) est "très régulier" (rappelons que le support singulier
d’une distribution est le complémentaire du plus grand ouvert de X où elle est

une fonction Pour qu’un ~’ ~ ~ ~ ~ soit très régulier,
il faut et il suffit que le noyau qui le définit d’après le théorème des noyaux
ait son support singulier dans la diagonale A de X x X , autrement dit soit une

fonction COO dans le complémentaire de cette diagonale. On peut donc représenter

l’espace des opérateurs tràs réguliers par

et le munir de la topologie borne supérieure des trois topologies induites ; 3 il

est alors complet. On le notera L’opérateur (fi) n’est pas en général
très régulier ; mais nous particulariserons considérablement les et alors il

en sera ainsi. Puisque (j3) est l’opérateur B * ~ B = il suffira que B

soit COO dans le complémentaire de l’origine pour que (p) soit très régulier.
Or : .

PROPOSITION 2. - Si fi est une fonction rnesurable sur 0396 , localement bornée,
COO dans le complémentaire d’un compact c t s’il existe p réel tel que l’ on ait

pour tout entier m p0 ;

alors ==(?) est très résilier ( B est C~ dans Co).

C’est évident. Car d’abord on peut supposer (3 partout puisque l’image de

Fourier S d’une distribution à support compact est analytique 3 ensuite, pour
tout multi-indice de dérivation p e N~ ~

est dans L~’ si + p - 2T  - n s ce qui entraine que D B soit con-

tinue, donc D~ B continue dans Co ) donc B est bien C~ dans ~0 .
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Nous retiendrons en particulier que, si a E ~(X~ , et si fi est mesurables
localement bornée, et, y dans le complémentaire d’un compact, C~° et homogène de

degré p ~ on pourra appliquer les propositions 1 et 2. ("Homogène de degré p "

est une propriété locale équivalente par exemple à l’équation d’Euler

3o Les opérateurs de Calderon-Zygmund sur X , leur symbole, et leurs principales

propriétés.
Appelons ~(X ~ pj l’espace des opérateur;; très réguliers qui, pour tout s ~

opèrent de HS dans autrement àit,

on le munira de la topologie borne supérieure des topologies induites, pour la-

quelle il est complet. f(X; p + 1) sera aussi appelé l’espace des opérateurs
p-améliorants, et noté p) -

Appelons E le complémentaire de 0 dans S . Appelons p) l’espace
des fonctions C~ sur Z y homogène de degré p réel. Soit d’autre part 
une forme quadratique sur X . 1;12 sa forme adjointe Alors, si

a et 03B2 ~ E(03A3 ; p) , J on pourra définir l’opérateur

(remarquer que 03B2(E) |03BE|03C1 est homogène de degré 0 dans £ , C°° dans elle est

donc une fonction mesurable et bornée sur X ; il en serait de même pour (3 pour

p >, 0 , vois pas pour p  0 ).

Il est très régulier d’après la proposition 2, et, pour tout s, opère de Hs
dans Nous remarquerons en outre que

est bilinéaire continue de S(X) x 3 p) dans l’espace complet L(X ; 03C1) ; elle se pro-
longe donc de manière unique en une application linéaire continue 0 

p 
de

§(X) o 
TC 

ë(E 3 p) dans S(X 3 p) . Hais §(X) est nucléaire, de sorte que
~03C0 = 0 ~ , et
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espace des fonctions C~ sur X x E , homogènes de degré p en ~ pour tout

x e X . et dont toute dérivée D~ multipliée par tout polynôme en x et par

est bornée.

appellera r (X ; 3 p) ~ ou espace de s opérateurs de Calderon-Zygmuod d’ordre p sur

X , la somme directe de l’image 6 (§(X >: X ; p)) et de l’espace 3 p) des

opérateurs p-améliorants. Comme 8p dépend de la forme quadratique, il en est

de même a priori de r (X ; p) (sauf pour p = 0 ).

PROPOSITION 3. - Si f x Z ; p) , g 

fgEs(Xx E; p+a) , 

La composition des opérateurs définit donc une application bilinéaire de
r (X ; P) x r (X ; 0) dans 

En particulier r (X ; 0) est une algèbre d’ opérateurs (sans élément unité) .
Pour f et g décomposables

cela résulte simplement de la proposition 1 ; pour f et g quelconques, d’un

passage à la limite, ou prolongement par continuité.

PROPOSITION 4. - Le complexe conjuguée le transposée l’adjoint d’opérateurs de

r(x ; p) sont encore dans r(x; p) . En outre, si 

démonstration, en utilisant simplement le fait que, pour p fonction sur

E , on a

et que pour deux opérateurs u ~ v ,

Les espaces r(x ; 3 p) ainsi définis dépendent apparemment de la forme quadra-
tique choisie sur X. Il n’en est rien , car si et sont

deux telles formes, et si l’on appelle 2p s 1 et 8p 2 les deux applications
relatives à ces deux formes, il résulte de la proposition 1 que
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donc on a toujours e !2 (f) .- e p, (f) E p) , ce qui prouve bien l’indépen-
dance de r (X ; p) par rapport à la forme quadratique.

PROPOSITION 50 - Si a E p E ; p) , p > 0 , l’opérateur (a) (p)
est dans r (X ; p) , et

Si est un opérateur différentiel d ’_ordr,j $ m à coefficients dans

avec

alor s P e st dans r ~X ; m) , et

4. symbole.

LEMME de s cp j ..» Pour tout a EX, b e E il existe une sui te de fonctions

. de L2(X) , de norme 1 , ayant les propriétés suivantes :

1° leur support est compact et tend vers {a} pour j infini, donc elles

convergent faiblement vers 0 pour j infini $

2° pour toute f E ~ (X ,c ~; ; 0) ~ 90 (f) cpj - f (a , b) (p. converge vers 0

dans 
J

Il suffit de choisir une fonction 03C8 de L ’ à support compact, et de prendre

Les ont bien la norme 1 ; leur support se concentre au point a pour j

infinie de sorte qu’elles convergent faiblement vers 0 et que, pour a 
,

les a~~~ - a(a) convergent vers 0 ; d’autre part leurs images de Fourier se

concentrent angulairement sur la droite engendrée par b dans 0396 , et alors, pour
fi homogène de degré 0 sur û 9 dans les 03B203C6j - p (bl convergent
vers 0 dans L . En prolongeant par continuité et utilisant Banach-Steinhaus,
on en déduit 2° pour f quelconque dans S(X x E ; $ 0) .

PROPOSITION 6. - L’application ea du § 3 eet inj ective ; et 

8p (f) e OL (X ; " p) implique f = 0 .’ 
,
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Supposons en effet 80 (f~ E a (x ; 0) pour p = 0 , et utilisons la suite cp j
du lemme précédent re lative à a b E E . Le s cp3 conver geant faiblement

vers 0 le s 6a (f ) cp~ . convergent faiblement vers 0 dans H1 ; mais elles ont
leur support dans un compact fixe, et on sait (RELLICH) que l’ensemble des fonc-

tions de la boule unité de à support dans un compact de X , est un 

pact de L2 , donc les 03B8o(f) 03C6j conver g ent fortement vers 0 dans de la

propriété 2° du lemme ~ on déduit alors que f (a ~ b) = 0 . Ceci étant vrai pour

a et b quelconques, f = 0 . Pour p ,~ 0 ~ 8p dépend du choix d’une forme

quadratique), on se ramène aussitôt au cas p = 0 .

COROLLAIRE. - Si, pour une forme quadratique sur X , on écrit un opé-

rateur A e r(X ; p) sous la forme 6 (f) + A’ E A(X ; p) , f est unique,

et indépendante de la forme quadratique. L. application symbole S : A ~ f , est

une surjection linéaire de r(x; p) sur x E ; p) ~ de noyau a(x ; P) ;

en outre

C’est une conséquence triviale de la proposition 6, et des propositions 3, 4, et

formule (3.4) .

On peut encore dire que la composée d’ applications n 9p :

est une bijection linéaire O a,ue le symbole est la composée S - 03C003C1 ;
et que les diagrammes suivants sont commutatifs :



D’autre part, un opérateur différentiel

à coefficients dans S(X) , d’ordre  m , est dans r(X ; m) ; son symbole est
le polynôme homogène de degré m en

L’application 8p ? utilisée au départe est d’un intérêt limité (sauf pour
p ~ 4 ) ~ puisqu’ elle dépend de la forme quadratique x~ z . Mais le symbole Sp
est intrinsèque, et c’est lui qui a toutes les bonnes propriétés. On doit plutôt
considérer 0 comme un relèvement de puisque S 8 ; identité ; indéPen-
darmnent de toute question de forme quadratique ~ tout relèvement jouera le même
rôle.

5. Les opérateurs de. Calderon-Zygmund à valeurs vectorielles.

Soient E , F ~ des espaces vectoriels de dimension finie sur Q. On pose

Alors le symbole S P est une application linéaire surjective de

de noyau p) .

L’intérêt de ces tensoriaations est que les éléments de F) ; p)
sont des opérateurs



On a les diagrammes commuta.tifs que l’ on pense :

6. Invariance par difféomorphismes et changements de cartes.

Soit A un opérateur 0 (X) ~ D ~ 1 (X) . 0::1 dit qu’ il a son bi-support dans un

fermé K de X, si :

1° Pour toute cp E ~? (X) à support dans C K, Ay = 0 .

2° Pour toute p (X) , Ac~ a son support dans K .

Cela revient exactement à dire que le noyau qui définit A par le théorème des

noyaux a son support dans K x K C X x X .

Bien entendu, un tel opérateur est entièrement connu si on le connaît comme

opérateur D (03A9) ~ D’ (03A9) , où 03A9 est un ouvert contenant K ..

Soit 03A91 un ouvert de Xl’ Kl un compact de h un difféomorphisme
C~ de ~1 sur un ouvert °2 de X~ ~ h (K ) _ K~ . Alors h transforme (par
transport de structure, une des méthodes les plus utiles et les moins bien connues)

D(03A91) dans D (03A92) , donc D ’(03A91) dans Q ’(03A92) et L (D (03A91) ; D’ (03A91)) dans

0~(~)) * Mais h ne transforme pas en général la mesure de Lebesgue
dxl de X1 en la me sure dxz de X2 ; 3 donc est cham-

boulée par h . Nous considérerons donc tous les espaces de distributions étudiés

(D , D’ , S , S’ , Hs) , comme des espaces de courants de degré 0 . D voudra

dire (0 3 0’ 1 voudra dual de l’espace des formes différentielles de
degré n tordues à support compact. La définition de ces espaces ne suppose plus
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que des mesures de Lebesgue ait été choisies sur Xl et X2. On démontre alors
que, si T est dans à support dans hT est dans à sup-

port dans K2’ malgré la non-conservation de La mesure de Lebesgue. En outre :

PROPOSITION 7 (SEELEY). - Si A~ E p) a son bi-support dans Kl ; son

transformé A2 par h , c’est-à-dire hAh-1 , est dans 03C1) , à bi-support
dans En outre, si l’ e 6(X x E 3 p) est le symbole de A ~ le symbole de

hAh-1 est g définie par

Cela revient à dire que

Pour x on doit donc considérer 1 comme un covecteur tangent à X en x CI

La démonstration est très technique, mais d’idée très simple : on développe

h _ (x~) - suivant Taylor en puissances de (x~ - de sorte que les

convolutions sont transformées en des opérateurs qui ressemblent à des ecnvolutions

Cette proposition nous permettra de définir des opérateurs de Calderon-Zygmnnd
sur une variété C‘~ , En outre si nous voulons raisonner sur des espaces fibrés sur

de telles variétés, on doit aussi voir ce que devient un Calderon-Zygmund par chan-

gements de cartes sur des espaces fibres triviaux. Soient donc F 1 ’ E2 ’ F2 f
des espaces vectoriels de dimension finie sur Ç ~ et soit A un Calderon-Zygmund
E r (X ; 3 F1) ; p) ; transfermens-le par transport de structure, quand on
fait le changement de carte (X ; $ F1 ) -~ (X ; E2 ; f F2) défini par

a E ~ (X ; ~ (E1 ; 3 E2)) et y E fz) ) . On obtient l’opérateur
(y) A (a _ ~) ; c’est évidemment un élément de r (X ; ~ (E 2 ; p) , puisqu’une mul-
tiplication est un Calderon-Zygmund de degré 0, et son symbole est ou f ,

si f est le symbole de A . N aturellement, si A est à bi-support dans un com-

pact K de X ! il suffit que ce et y soient définies au voisinage de K 1 et

7. Opérateurs de Calderon-Zygmund sur les sections d’espaces fibrés sur une variété
C" . .

Soit maintenant X une variété réelle COO de dimension n ~ E et F des

espaces fibrés sur X ~ à fibre vectorielle de dimension finie sur Q.

Ici encore les espaces de fonctions et distributions considérés seront les es-

paces de courants de degré 0 . On définit sans difficulté l’espaee ~~ (X : E)
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des "sections distributions" cornue le dual de l’espace des sections-

formes différentielles de degré n tordues à support compact de E . $

Soit 4l une trivialisation locale du fibre E ; c’est un CCO -difféomorphisme
fibré de 0 x E sur E ~ 1 restriction de E au-dessus d’un ouvert U de X ;

0 est un ouvert de l’espace E est un vectoriel de dimension finie sur

C . Alors 03A6 transporte D’ (0) o E sur 0’ (U ; E) . On appelle alors 

l’espace vectoriel des sections distributions T de E telles que, pour toute

trivialisation 03A6 et toute a à support l’image 03A6-1 (aT) ap-

partienne à Hs (Rn ; E) ; on le munit d’une topologie évidente. L’invariance
locale de Hs par difféomorphisme, signalée au § 6 entraîne que T 6 C’ t (X ; 3 E)
sera dans HIS (X ; 3 E) si la propriété précédente est vérifiée pour une famille

i de trivialisations locales telle que les u1 recouvrent X. On dira main-

tenant qu’un opérateur

est un Calderon-Zygmund de type local de degré p ou appartient à 0393loc (X ; E ; F ; p)
si :

1° il opère ~ (X ; E) -~ ~ (X ; F) , ~ (~~ ; E) i S (X ; F) ~ S ~ (X ; E) - ~~ (X ; F) t
0~ t (X ; E) -~ Q~ ~ (X ; 3 F) , et si le support singulier de AT est toujours contenu

dans celui de T :

20 pour toute trivialisation locale ~ de E et toute trivialisation locale

03A8 de F , avec le même 0 et le même U , et toute a (X) à support dans

U, alors l’image 03A8-1 (a) A(03B1) 03A6 est un Calderon-Zygnund sur Rn, c’est-à-dire appar-
tient à r ~Rn ; ~ (E ; F) ; p) . Le § 6 nous assure que la condition 3° sera sûre-
ment vérifiée si elle l’est pour des ~i ’ W. , tels que les Ui recouvrent X.

Soit A E F ; J p) ; définissons son symbole. Pour tout système de
trivialisations 03A6 , 03A8 , comme ci-dessus, on pourra définir un symbole de
03A8-1(03B1) A(03B1) 03A6 , donc de 03A8-1 A03A6 ; 3 c’est une fonction C~ sur O  03A3 ,
E ~ Rn - { 0 } ~ à valeurs dans  (E ; J F) , homogène de degré p en 1 . En iden-
tifiant, pour tout x de 0 ~ ~ e E à un point de l’espace des covecteurs tan-
gents en x à pourra transporter ce symbole au-dessus de Si, pour
tout x de Y ~ nous considérons l’espace vectoriel des fonctions C~ homogènes
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de degré p sur E _ T*(X) - {J} ~ ( est l’espace des covecteurs tangents
à X en x ) à valeurs F~) y la collection de ces espaces, lorsque
x parcourt X ~ peut être muni d’une structure de fibre sur X ~ qu’on notera

(F.X ; 3 LX(E ; F) ; 3 p) ; 3 le symbole de A au-dessus de défini par les trivia-

lisations 03A6 , 03A8 , est une section de ce fibre au-dessus de Le § 6, et en
particulier la proposition 7~ montrent que cette section est indépendante du choix

de sorte qu’on a un symbole de A au-dessus de X tout entière, On

l’appellera Sp (A) ; 3 c’est une section C~ du fibre (h ; ; LX(E : F) ; 03C1) , c’est-
à-dire un élément 3 (03A3X ; 3 LX(E ; 3 F) ; ; p) ) . On peut alors chapeauter tous
les résultats antérieurs en un théorème :

r ~

E ; F ; p) est un espace vectoriel d’opérateurs très
réguliers de l’espace des sections de E dans l’espace des sections de F ; pour
tout s , A e 3 E ; F ; p) opère de 3 E) dans F) o
E(X ; 3 (03A3X ; LX(E ; F) ; p) est l’espace des sections C~ d’un fibre sur X .

L’opérateur Sp est une surjection de F (’~ ’ E ’ JF 3 p) sur

~ (X ; 3 (~ ; ~ (E ; F) ; p) ~ de noyau 3 E ; F ; sous-espace des opéo-°
rateurs de F 03C1-améliorants, c’est-à-dire pour tout s , opérant

Hs (X ; E) .+ Hs‘p+1 ~X ; F) . On a les diagrammes commutatifs suivants :

Ici On est le fibré dont la fibre en x E X est l’espace des n-covecteurs

tordus tangents en x à X. Le dual de D (X ; 3 E) étant 0 ’ t (X ; 3 E* ~X 03A9n) , le

transposé d’un opérateur ~ (X ; E~ -~ ~ ~ (X ; F) est un opérateur



OPÉRATEURS INTÉGRAUX SINGULIERS

alors pour tout x e X , ~ e T~(X) , f(x,~) est un élément de E(~ ; F~) }
alors (~) (x , ~) est ~(f(x , - ~)) e E(~ ; E~ ; tensorisé avec l’opérateur
identique de il donne un élément de L(Fx ~ 03A9nx ; Ex ~ on, ; telle est la
signification de 1’opération indiques par la flèche horizontale du bas ;

On aurait des diagrammes commutatifs analogues en remplaçant la transposition par
la conjugaison complexe ou i~ adj oinction.

8. Hypoellipticité des opérateurs de Calderon-Zygmund elliptiques.

Voici un exemple typique des applications de cette théorie. On dit qu’un sym-

bolé f ~ E(X ; (03A3X ; LX(E ; F) ; p) ) est elliptique s’il est inversible, c’est-

à-dire si, pour tous x ~ X , 03BE ~ 03A3x , f(x , 03BE) est un élément inversible de

~(EX ; F~ . Il admet alors un symbole inverse g E ~ (X (F~ ; ~ (F ; ~ ; - p)) .
Un opérateur de (X ; 3 E ; F ; 3 p) est dit elliptique, si son symbole est el-

liptique.

Soit (X ; E) ~ et E (0 ; E) pour un ouvert Q de X ; alors

AT e pour tout A E r (X ; E ; F ; P) . Soit en effet w un ou-

vert relativement compact de Q ; 3 soit a E D(X) , égale à 1 dans 03C9 , à sup-

port dans Q ; écrivons T = 03B1T + (1 - a) T . Alors aT est dans H- (X ; E) ,
et (1 - o~ T est nulle dans Donc A (aT) est dans F) ~ et
A ( (1 .. 03B1) T) est une fonction CCO dans w à cause de la très-régularité. Donc
la somme AT est dans F) ; ceci étant vrai pour tout ~ ~ AT est

bien dans En outre, si le symbole de A est nul dans ~ ~ AT est

dans Hs-~1 (t~ ; F) . En effet, avec les notations précédentes, A ( (1 - a) T) est

une fonction CCO dans c~ . Récrivons df T + a (1 - a) T . Le composé A (a~
est un Calderon-Zygmund de symbole nul sur X , donc il est 03C1-améliorant. Puis-
que (1 - 03B1) T est nulle dans w, (A (a) ) , ( (1 .- a) T) est une fonction C~

dans 03C9 ; et ensuite A(a) est 03C1-améliorant et aT dans Hsloc (X ; E) , donc
(A (a) ) (aT) ‘ AT est bien dans 

et Par suite dans Hs-03C1+1loc(03A9 ; F) .
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On a maintenant la réciproque suivante, quj. étend aux Calderon-Zygmund ellipti-

que la propriété de régularité bien connue des opérateurs différentiels elliptiques,
en même temps qu’elle la démontre :

PROPOSITION 8. - Si A est dans (x ’ 3 E ; F ; p) elliptique au-dessus d’un

ouvert 0 de X. alors T E D’ (X ; 3 E) , E 3 F) implique (donc est

équivalent à) T e Hsloc (Q 3 Montrons d’ abord un lemme :

A E E ; F ; p) , A elliptique sur 03A9 , T ~ D’ (X 3 E)
T e Hs-1loc(03A9 ; E) , AT E 3 F) implique T ~ Hsloc(03A9 ; E) .

Soit en effet B un élément de r (X ; F ; E ; - 03C1) , dont le symbole soit
inverse du symbole de A sur Q . Alors BA - 1 est un Calderon-Zygmund de degré 0’

de symbole nul dans 03A9 . Comme on suppose T e Hl (Q 3 E) on en déduit

BAT - T 6 Hs-03C1loc (03A9 ; E) . Mais Hs-03C1loc (03A9 ; F) entraîne BAT ~ Hsloc (03A9 ; Ey
donc, par différence, T e (Q 3 E) , ce qui démontre le lemme.

Montrons maintenant le théorème. Comice il est local, on peut toujours supposer
0 relativement compact dans X. Alors T est sûrement d’ordre fini dans 0 ~

Soit t tel que T E E) . Si t  s - 1 , on a Te E) et

AT e (03A9 ; F) ; le lemme montre que fi E Ht*1 (03A9 ; E) ’ on a monté d une unité.
Par récurrence, on en déduit qu’il existe sûrement un r  s - 1 tel que

T e Hrloc (03A9 ; E) ; alors T E (X ; E F) , et le lemme montre

encore que T M E (Q J É 
loc loc

C. Q. F. D.

Voici également une généralisation en même temps qu’une démonstration d’une

propriété classique des opérateurs différentiels elliptiques :

PROPOSITION 9. - Soit A E (X ; E ; F ; 3 p) elliptique, pour une variété X

compacte. Alors, pour tout s réel A est un opérateur à indice de (X ’ E)
dans F) ; 3 autrement dit c’est un homomorphisme~ dont le noyau est de

dimension finie, et l’image de codimension finie. Son indice ne dépend que du

symbole de A.

Soit en effet F ; E ; - p) de symbole inverse de celui de A .

Alors AB - I a un 0-symbole nul, donc est continu de 3 F) dans

F) , et par suite compact de F) dans HioP(X ; F) parce que

X est compacte. D’après la théorie de RIESZ, AB a donc une image de ccdimen-

sion finie , donc a fortiori A . De même BA a un noyau de dimension finie, donc
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a fortiori A . D’autre part tout opérateur linéaire continu d’un Banach dans un

autre, dont l’ iinage est de codimension finie, est un homomorphisme. Deux Calderon-

Zygmund ayant même symbole diffèrent d’un opérateur améliorant, donc

donc d’un opérateur compact Hsloc (X ; 3 E) (X ; F) ; donc ils sont même indice..
Nous laissons au lecteur le soin de montrer, pour cet indice, la formule d’Atyiah-

Singer.
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