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Séminaire BOURBAKI
15e année, 1962/63, n° 242 Décembre 1962

TRANSFORMATION DE FOURIER DES DISTRIBUTIONS HOMOGÈNES

par Yves DEJEAN

(d’après Lars GÅRDING)
par Yves DEJEAN

1. Préliminaires.

Toutes les variétés considérées dans la suite sont supposées réelles, de classe
C°° et orientées.

Soit X une telle variété : Q (X) sera l’espace des formes différentielles

sur X de degré maximum, indéfiniment différentiables et à support compact, muni
de la topologie bien connue ; les distributions sur X seront pour nous les élé-

ments du dual Pour T ~ 03A9’o(X) , ue 0 o (X ) , nous noterons T , 03C9~ le

produit scalaire.

Soit &#x26;(X) l’espace des fonctions sur X indéfiniment différentiables : ~(X)
so plonge dans f~ô (X ) grâce à

Si X est un ouvert de Ô , on peut identifier Q(X) à Q (X) par- o

alors s’identifie à ~’ {X) ,

2. Quelques techniques utiles dans la suite.
a. Image réciproque d’une distribution. - On se donne deux variétés X et Y

et u : X -~ Y , u de classe étant donnée T(y) E ~ô(Y) ~ on veut définir
T(u(x)) e ~ô{X) de façon à retrouver f (u(x) ) au sens usuel quand T est une

fonction f e &#x26;(Y) .

Si u est un isomorphisme, on a le résultat bien connu

on e = + 1 si u conserve l’orientation, - 1 dans le cas contraire.

Considérons le cas plus général où l’on suppose seulement que u est une sub-

mersion, c est-à-dire que sa différentielle en x est surjective pour tout



Y. DEJEAN

x 6 X . L’hypothèse entraine alors la propriété :

(P) : V x eX, si (yl ~ ... , y ) est un système de coordonnées locales de
Y au voisinage de u(x) , on peut fabriquer des coordonnées locales sur X au

voisinage de x de la forme :

o U , o.. ~ ... , z ) .

Localement, cette propriété nous ramène au cas ou u est la projection de 
sur Rp : or dans ce cas, la solution du problème est bien connue (distributions
indépendantes des q dernières variables) et donnée par la formule :

~T(u(X)) , ~P~X) ~ _ ~T~Y) , ! ~~Y ~ z) dz) .

Dans le cas générale on va encore faire une intégration partielle, et pour cela
on va tout de suite faire apparaître le facteur à intégrer ( dz dans le cas pré-
cédent) en effectuant un produit intérieur ; soit tA) E on prend un champ
V de p-vecteurs sur Y ne s’annulant en aucun point, on le relève (à l’aide
de (P)) en un champ V sur X , et on considère

qui ne dépend pas du mode de relèvement (cela résulte de (P) ). Cette forme linéaie
de V définit alors une forme différentielle Aw sur Y de degré maximum par

A applique continûment Q (X) dans 0 (Y) ~ et on peut donc poser

(T(u(x)) , W(x~ ~ ~ ~ T (Y~ ~ .

Alors T(y) ~ T(u(x)) est un isomorphisme de 03A9’o (Y) sur son image.

b. Distributions régulières en certaines variables.

Définition. - Soit X = Y x Z avec Y = Z = q ; nous dirons que
T e 0’ (X) est régulière en z si, localement, elle peut se mettre sous la forme :
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où h v E &#x26;(X) et où F est une fonction continue dont toutes les dérivées par-

tielles en z sont des fonctions continues.

Alors T peut encore s’écrire localement

où les G ont la même propriété que les Fv .
L’intérêt de cette notion réside dans la possibilité de généraliser certaines

opérations.

Multiplication :

PROPOSITION 1. - Soit X = Y x Z x U ; soient Tl E régulière en (Z ~ u) j

Tz E ~ ’ (X) régulière en (y ~ u) 1 alors on peut définir T~ T~ qui est un élé-

ment de 0 ’ (X) régulier en u .

La démonstration repose essentiellement sur le fait que les décompositions du

type (1) permettent de poser localement 1

(Tl T2 ’ c~~

et ou un point au-dessus d’une variable indique ql’on ne dérive pas par rapport
à cette variable.

Restriction : pour restreindre à une sous.»variété, il nous faut :

Définition. - Soient X et Z deux variétés, v une submersion de X dans

Z : nous dirons que T est régulière en z, si on peut, localement,
llécrire sous la forme ( 1 ) ~ où ( z~ ~ .., f z ) sont de s coordonnées locale s

sur Z et (3T1 , ... , y , zl , ... , Z ) des coordonnées locales sur X .
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Alors la proposition 1 montre aisément que :

PROPOSITION 2. - Si T est régulière en z, on peut définir la ras-
triction

et si on peut définir le produit

Si l’on considère un changement de variables sur Y x Z : (y ~ z~ -~ (y’ ~ z’)
où y’ est fonction de y seul, il est immédiat que si T est une distribution

régulière en z ~ c’est une distribution régulière en z’ après changement de
variables.

Cette remarque permet d’étudier la situation suivante, ou l’on introduit un

paramètre X décrivant une variété A : v devient une application de X x A

dans Z telle que, pour un certain 7~0 ~ l’application partielle x -~ v(x ~ ~. )
soit une submersion. Alors, à partir de coordonnées locales z sur Z ~ on peut
fabriquer deux systèmes de coordonnées locales sur X x A : l’un de la forme

(y , z(v(x , ~,o) ) ~ h) et l’autre de la forme (y, z(v(x , 7t) ) ~ X) . Alors on
démontre aisément, grâce à notre remarque, que :

PROPOSITION 3. - Si Te x A) est régulière en ( z (v ~x ~ ?~ Q) ) ! X) pour

X proche de ~o , et si S x A) est régulière en À pour ~ proche de

~,o ~ alors, étant donné un ouvert V relativement compact de X ~ TJV x A est

régulière en (z(v(x ~ 7~)) ~ ~.) pour h proche de X o et le produit

est régulier en À pour 03BB proche de 03BBo .
COROLIAIRE. - Pour W fixée, la fonction de X

est régulière pour À proche de ho .
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3. Distributions homogènes.

Définition. - Soit U un cône ouvert de R~ et T e D ’ (U) : on dit qae T

est homogène de degré a ~ a e C ~ si

Exemple. - Une dérivée partielle d’ordre p de b est homogène de degré
-n-p sur Rn.

an l’espace des distributions sur U homogèneset de degré a :

c’est un sous-espace fermé de ~’(U) . On note Fa(U) le sous-espace de 

formé des éléments qui sont de classe ~°° en dehors de 0 : si 0 ~ U ~ Fa (U)
est un sous-espace fermé de ~(U) .

Pour étudier 03A603B1(U) , on utilise le fait qu’une distribution homogène de degré
0 , à n variables, est en fait une distribution à n - 1 variables- Principe :
on se donne Y E = C{0}) , Y > 0 ; on a pp li q ue 03A603B1 sur 03A6o par

T ~ y"a T , puis on ramène 03A6 sur l’espace des distributions sur la variété
â n - L dimensions ; on obtient d’ailleurs le même résultat en remar-

quant que T E â est régulière par rapport à la variable d’homogénéité 7~ et

en prenant sa restriction à Y-1(1) . On peut ainsi démontrer :

PROPOSITION 4... Si 0 ~ U ~ Fa(U) est dense dans ~a(U) ,
a. Distributions homogènes sur Rn . - Nous voulons établir une dualité remar-

-n .
quable et Fa, (Rn) pour a + a t ^ .» n . Soient d’ abord f a E Fa 

f , E F ,(Rn) : alors t f , est homogène de deg - n , et si l’on pose

Q(x) = 03A3(-1)j-1 x. dx n... ^dxi-1 1 ^ dxi+1 n... ndxJ L ~-1 ~+1 n

la f ormule d’Euler montre que d ( f a f a, Q ) = 0 . Par c ons équent

est une forme bilinéaire sur F (Rn) x F ~(Rn) ! indépendante de Y ~ que nousa a

noterons dans la, suite

~â’ 
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.
Mais, pour â E 03A603B1(Rn) , on peut encore poser :

,

la proposition 4 montre que cette forme bilinéaire sur 03A603B1(Rn) x est

encore indépendante de y . Alors

THÉORÈME 1. - La forme bilinéaire T03B1 , f03B1’~03C3 permet d’identifier chacun des

deux espaces 03A603B1(Rn) et au dual de l’autre, muni de sa topologie 

Ceci résulte immédiatement de ce que, a étant partout non nulle, on est ra-

mené à considérer la dualité entre ~’ 0 (Y~l (1)) et 1.’espace des formes de degré
maximum sur la variété compacte (1) .

Nous voulons maintenant ramener l’étude des distributions homogènes sur R à

l’étude que nous venons de faire : pour cela, nous chercherons s’il est possible
de prolonger à tout l’espace une distribution homogène sur Rn ~ . et dans qaels
cas le prolongement est homogène. Pour construire le prolongement, on définit

préalablement une transformation fonctionnelle.

b. La transformation H . - Si f E et si g E § = (Rn) est nulle

au voisinage de 0 , alors

est alors une application continue dans sous-espace de § formé

des fonctions nulles au voisinage de 0 . Nous allons dès lors prolonger 1~, à

§ tout entier de façon à prolonger, à l’aide de (2)~ toute distribution homo-

gène sur Rn en une distribution tempérée.

Auparavant, remarquons que toute distribution homogène sur Rn est tempérée :
si Ta (Rn) ~ on peut écrire pour tp (Rn) :

ou h est une fonction de a égale à 1 au voisinage de 0 ; alors chacun des
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deux tennes au second membre peut se prolonger en une forme linéaire continue sur

o~ e

Prolongement de H : i pour  0 ~ on peut poser

et on a alors, après intégration par parties :

Alors si a n’ e st pas entier % 0 , ce tte formule peut servir à définir Ha g
en prenant k assez grand. On voit alors que est, pour x fixé, une fono-

tion méromorphe de a présentant les pôles simples a = p (entier > 0 ). On

complète alors la définition de ~~ en posant

Le calcul montre alors que

En outre, H est une application bornée de S dans ë(R ) .
c. Distributions homogènes sur R . ~ En posant

on prolonge toute T. e ~(R~) en une distribution tempérée sur Les for-

mules (3) montrent alors que ce prolongement est homogène de degré a si 03B1 ~ p’
(où p’ désigne un entier tel qu’il existe un entier p ~-0 vérifiant

=-n)~ et que, si a = p’ , ce prolongement sera homogène des que

T , . N ) =0
p p o
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où p désigne l’espace des polyn8mes homogènes de degré p.

Supposons maintenant que Sa soit un prolongement de Ta homogène de degré a

dans tout l’espace. Alors, Sa et le prolongement défini ci-dessus diffèrent
d’une distribution de la forme

Q (a jaX) b

où Q est un polyn8me. On en conclut, si p’ , que cette distribution doit
être homogène de degré 03B1 , ce qui entraîne Q = 0 . Si 03B1 = p’ , on en tire,
compte tenu de (3),

(T , , = 0

pour tout v de longueur p.

On est ainsi amené à introduire l’espace formé des éléments de ~a (Rn)
qui sont soit des polynômes, soit des distributions dont le support est l’origine ,

Na est donc l’espace des polyn8mes Qp homogènes de degré p si d ~ p , l’es.

pace des distributions de la forme S si le sous.espace ( 0)
dans tous les autres cas. on peut alors énoncer ,

PROPOSITION 5. - Soit Ta E 03A603B1(Rn) . Si 03B1 ~ p’ , Ta admet un prolongement

unique en une ciistribution de 03A603B1(Rn) . Si a = p’ , T , est prolongeable en
une distribution de 03A6(Rn) si et seulement si 

p

p M

Tp’ , Np~03C3 = 0

et alors le prolongement est unique modulo N , .
Alors, si l’on pose

il est immédiat que

THÉORÈME 2. - La forme bilinéaire (T , f03B1’~03C3 permet d’identifier chacun des

deux espaces et G , au dual de l’autre.
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Remarque. - Si (R~) ~ et si nous considérons sa restriction T* à R ~
nous pouvons, en appliquant à cette dernière le procédé de prolongement, définir
une nouvelle distribution par

admet l’origine pour support et est nulle si a ~ p’ .
a

4. Transformée de Fourier d’une distribution homogène.

Si on considère une fonction fa homogène de degré a et qu’on fasse un cal-

cul formel sur l’expression de sa transformée de Fourier :

montre que

Nous nous proposons maintenant de justifier, pour toute T03B1 ~ 03A603B1(Rn) , une

f ormule du même genre donnant axplicitement sa transformée de Fourier T ,
d

Pour cela, nous introduisons les fonctions

ou s est un nombre complexe tel que 3 (s) ~ 0 ~ s ~ 0 et dû l’on choisit

0 ~ arg Pour a = p , on pose

Alors
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Pour parvenir à notre résultat il nous faudra considérer les Xa comme des

distributions tempérées sur R en posant :

il est immédiat que, pour > - 1 cette limite existe et définit une distri-

bution (et môme une mesure). Dans les autres cas

montre encore que la limite existe et définit une distribution (en la donnant
comme dérivée de fonction). On montre aisément que, pour a non entier, cette

distribution est une pseudo-fonction définie par partie finie.

La formule (4) conduit à l’étude de transformations fonctionnelles faisant l’ob-

jet de la : 
.

PROPOSITION 6. - La transformation 03B1, définie par

est continue de § dans ~(R~) .
La transformation ~~ définie par

est continue de F , dans g(Rn) et se prolonge en une applieation continue

(Rn) dans Dans les deux cas, on peut dériver "sous le signe d’inté..

gration" :
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La continuité de ces deux transformations, et la propriété de dérivabilité ré-

sultent de la considération du changement de variable r~~ ~ ~x et r~k ~ ~k pour

k ~ j , où l’on suppose xj ~ 0 .

Pour prolonger (03B3)03B1 , on remarque que, pour fa, E F03B1’(Rn) , g nulle au

voisinage de 0

en
pour T , E ~ ~ ~Rn~ ~ on pose alorsa a M

PROPOSITION 7. - Soit g E ~ : pour x ~ 0 , on a

- si a~p ~

avec e(a) = exp(ina/2) , c’est-à-dire

- si a = p , la même relation modulo N .
On considère le cas R(a)  0 et on se donne E > 0 : un calcul classique de

variable complexe montre alors que :

une intégration par parties donne

le premier membre définit alors, en prenant k assez grand, me fonction méromorphe
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de a admettant les pô 1 e s simples p ; le second membre ayant la même
propriété, l’égalité, vérifiée pour  0 ~ se prolonge pour tout a ~ p . En
passant à la limite sur e on obtient le résultat cherché. Si p , on fait

opérer d (a - p) sur les deux membres, on fait a _ p et on pa.sse à la limite
en e .

Considérons alors une distribution T 03B1(Rn) , et soit g E S ; :

or le premier terme est justement (03B3)03B1’ T , g) , d’où :
THÉORÈME 3. - Pour T e 4S (R ) , on a :

où le second terme est nul dès que a ~ p’ .
En outre 3 induit un isomorphisme â de ’Va sur 03A803B1’ et un isomorphisme M

de Ga sur G~, ~ et Ma r sont adjoints l’un de l’autre.

On vérifie aisément que S passe au quotient et donne bien les isomorphismes
voulus.

résulte de la proposition 6 et de la formule (5).

5 . Singularités de le, transformée de Fourier d’une distribution homogène.
Utilisant la formule explicite (5) , on peut maintenant étudier les singularités

de %~ pour Ta donnée.

Tant d’abord nous remarquerons que si Ta est régulière au voisinage de l’byper-
plan = 0 pour un certain x , alors FT03B1 est régulière près de x ; il
suffit même que T~ soit régulière en dans l’hyperplan xo ~ - 0 , car la
proposition 3 montre que FT03B1 est donnée par
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et le corollaire enseigne que c’est là une fonction régulière du paramètre x

voisin de x .

Supposons maintenant que s soit une fonction réelle, régulière, homogène et
de degré m / 1 et que T a soit régulière hors de la variété supposée
régulière~ et se présente, au voisinage de cette variété, sous la forme

où P est une fonction régulière homogène et de degré  . Alors il est immédiat

que si l’hyperplan xo 03BE == 0 ne touche pas la variété s-1 (0) , FT03B1 est régulière
au voisinage de xo ; 3 en d’autres termes FT03B1 est régulière en dehors du dual de

sa’ (0) .
Si maintenant on considère x tel que x ~ = 0 touche la variété s** (0)

en un seul point ~o , JT03B1 a un développement asymptotique de la forme :

eu les R sont des fonctions régulières, ou s’(x) = 0 est l’équation du dual

de est la signature positive de la matrice (~2 s’ ~xi ~xj) en xo

(on suppose cette matrice non singulière), ou g est le signe du quotient 9j.
en et où 9e(t) = 1/~ {1 + s gn t) = Y(t) . Il est remarquable que les sin-
gularités de Ta et de 3T soient en correspondance ponctuelle, ce qui n’est
pas le cas pour une distribution non homogène.

Application aux solutions élémentaires. - On suppose que s est un polyn8me
homogène de degré m et que s~ (0) n’a pas de singularité. Soit p un entier

> 0 . Alors
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est une solution élémentaire de 

On peut alors voir qie E est régulière au voisinage de x si l’hyperplan

x~= 0 ne touche pas s~~ (0~ ( E est même analytique) . Si au contraire l’hyper-
plan xo 03BE = 0 touche la variété aux deux points ± ~o , on obtient pour E le

développement suivant au voisinage de x :

OU

et où P et R sont réelles et régulières.
o
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