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Séminaire BOURBAKI
13e année, 1960461, n® 209 Décembre 1960

GROUPES FINIS A COHOMOLOGIE PERIODIQUE
par Jean-Pierre SERRE

(a'aprés Re SWAN [81])

1. Enoncé des résultatse

Soit G wun groupe fini d'ordre n , et soit k un entier > 1 « On dit que la
cohomologie de G est périodique de période k s'il existe un élément u € Hk(G,a
dtordre égal & n « On sait alors (cf. [2], Chape XII) que, pour tou'b G-module A,
et tout qe Z s l'application x - uex est un isomorphisme de Hq(G A) sur

Hq"'k (G, A) , ce qui justifie la terminologiee

Si G opére librement sur la sphére mk 1 (k 22 , et si les éléments de G
respectent 1'orientation de S, ; , la cohomologie de G est périodique de période
k (cfe [1], exposé 13, ou bien [2], ps 357)« On savait peu de choses sur la réci-
proque (cfe MIINOR [5], qui donne un ertain nombre de contre-exemples)s Les résul=-
tats de Swan montrent que, & condition de remplacer les sphéres par des "sphéres
homotopiques", la question devient purement algébrique, et peut se traiter & peu

prés complétement.
De fagon précise, considérons une suite exacte de G-modules

(1) 0 » 72 » P - P + eee » P Py 2 =0,

k-1 k=2

ol les Pi sont des modules projectifs de type fini sur 1'alggbre &lﬁ] du groupe
G « Une telle suite cxacte sera appelée une résolution projecbive périedique de
L, de période k « Si tous les Pi sont des modules libres, on dira que c'est

une résolution libre.

14 8
THEOREME 1 (SWAN [8], théoréme 4.1). = Pour qu'il existe une résolution projec-
tive péricdique de Z , de période k , il faut et il suffit que la cohomologie de

G soit périodique de période k .

Soit d'autre part X un complexe cellulaire (au sens de J« He Co WHITEHEAD [9])
sur leguel G operee Nous dirons que G opére cellulairement si les éléments de

G permutent les cellules de X .
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4 .
THEOREME 2 (SWAN [8], proposition 3.1)s - Les deux conditions suivantes sont
éguivalentes

(1) I1 existe une résolution libre périodique de 7 , de période k .

(2) Il existe un complexe cellulaire fini X , de dimension k -1 , ayant méme

type d'homotopie que ~§ 1 0 Sur lequel G opére cellulairement, librement, et

k.
en conservant 1l'orientation.

(Cette derniére hypothese signifie que G opére trivialement sur Hk-l(x ,‘&') ’
qui est isomorphe & 7 .)
Le théoréme suivant permet de passer des résolutions projectives aux résolutions

libres

’ A
THECREME 3 (SWAN [8], corollaire 5.1). - Supposons qu'il existe une résolution

projective périodique de '\va, de période k . Il existe alors un entier d 31

et une résolution libre périodique de 2 , de période dk «

En combinant ces trois théorémes, on obtient :

COROLIAIRE. — S5i la cohomologie de G est périodique de période k , il existe
un complexe cellulaire fini X , de dimension dk - 1 , ayant m8me type d‘homotopie

que AEdk-l s sur lequel G opére cellulairement, librement, et en conservant 1'o-

rientation.

Jtignore s'il est possible de prendre d =1 (c'est improbable) » SWAN montre que
1'on peut en tous cas prendre pour d le pged de (p(n) et de n ; on peut mfme
remplacer ¢(n) par ¢@(m) , o m est le ppem des ordres des éléments de G

2+ Résolutions projectives, équivalences, etce.

Tous les G-modules considérés ci-aprés sont supposés libres de type fini sur Z.

Si P est un tel G-module, les propriétés suivantes sont équivalentes (cfo RIM
[6]) :

as P est faiblement injectif ([2], pe 197),
be P est faiblement projectif (idem),

»N
ce P estcohomalogiquement trivial (ona HI(G' , P) =0 pour tout sous-groupe G
de G et tout gq E.\Z,\.) ’

de P est Z[Gl-projectif.
AN
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GROUPES FINIS A COHOMOLOGIE PERIODIQUE

Soient A et B deux G-modules et soit £ :t A - B une application G-liné-
aire. Nous dirons que f est homotope & zéro, s'il existe une application &-—li-
néaire g: A 5 B telle que f =Ng, oi N désigne la narme. Il revient au
méme de dire que, pour toute suite exacte B' 4 B o 0 de G~modules, il existe
f* : A -+ B' remontant f (cf. ECKMANN [3]). Les classes d'homotopie d'applica-
tions de A dens B forment un groupe m, (A , B) , qui s'identifie a
HO(G ’ HomZ (A 5 B)) « Une application f est appelée une équivalence d'homotopie

si sa claSSe d'homotopie est inversible.

IEMME 1o = Soit £ : A - B une application G-lindaire (A et B é&tant tou-
jours supposés libres de type fini sur NZ“) » Les trois propriétés suivantes sont

équivalentes @

(1) £ est une équivalence d'homotopie.

(i1) Il existe deux modules projectifs P et Q eb un isomorphisme

F:AeP 5 BeoQ tels que le composé

A » AP -» BepQ -» B

soit égal & f .

. (111) Pour tout sous-groupe G! de G et tout q e Z , llapplication de
ry e ————— ~N
(o , A) dans HY(Gt , B) définie par f est un isomorphisme.

I1 est clair que (11) entrafne (i). On voit facilement que (i) entrafne (iii).
Montrons que (iii) entrafne (ii) :

Ecrivons B comme quotient d'un module projectif P , et soit Q le noyau de
1'homomorphisme surjectif A @ P - B . En utilisant (iii), on voit que Q est
cohomologiquement trivial, donc projectife. De plus, comme B est L=libre, Q est
Zofacteur direct dans A @ P ; come Q est faiblement injectif, il est "(2[G] ,2)-
injectif" au sens de HOCHSCHILD (cf. [4]), donc il est facteur direct dans A @ P
comme G-module, et A @ P s'identifie 4 Be@Q ,

C. Qo Fo Do

EXEMPIE, ~ On a "oiz,.uz,l =_\Z~/n§~; les équivalences d'homotopie 2, =+ 2, forment
un groupe isomorphe au groupe multiplicatif des éléments inversibles de '&‘/n‘%‘ N

On dira que deux G-modules A et B ont mfme type d'homotopie s'il existe une
équivalence d'homotopie f ¢t A - B y et on écrira Awn B . En particulier, PN O
signifie que P est projectif. Comme 1'ont remarqué ECKMANN et HILTON (cf. 31,
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la situation est tout & feit analogue & celle que 1l'on rencomntre en topologie ; le
"déoalage" correspornd & la formation de!l'espace des lacets", et est unique & homo-

topie prés. De fagon précise @

IEME 2. - Scoient

(2 0 » A + P4 = «oo =P 2 B 40
1 ]
(3) 0 - A - P]!_-l 2 s - PO -» B - 0

deux suites exactes de G-modules, ol les P et les P! sont projectifse. Ces suites

o
exactes définissent un isomorphisme de nO(A , A') sur no(B » BY) « En particulier

toute équivalence d'homotopie fgp+B - B définit une équivalence d'homotopie

fA t A o AY déterminde & homotopie prés.

La démonstration est immédiate.

(Deux homomor phismes £y et fB se correspondent si et seulement si 1'on peut

les prolonger en un homomorphisme de la suite exacte (2) dans la suite exacte (3)).

le lemme 2 montre en particulier que, si B =B!' , ona A~ A' 4 Réciproquement :

IEMME 3. - Soit

(2) O-»A-.Pi_gP .?..._,Po_,B..o

1 i-2

une suite exacte de G-modules, avec 1> 2 . Soit A'n A , et soient P et Q

des projectifs tels que A @ P = A' ® Q « Il existe alors une suite exacte de la

forme :
' o+r (3,0) ,
(3) O » A' > P, ;@P — P,_,0Q = i3 e * B 20,

qui cofncide avec (2) & partir de Pige

Puisque B et les Pi sont N%—libres, A est facteur direct dans Pi—l comme
Z-mcdule, et il en est de méme de A @ P = A' @ Q dans P, 1 @ P . Utilisant le fait;
que Q est faiblement injectif, on en conclut qu'il existe une rétraction
r :I:‘.L_l ®P -» Q, qui est un G-homomorphisme, et qui s'annule sur A' . Il est clair

que l'application

d+r P, 0P » P, ,0Q

a pour noyau A' , et pour image le noyau d¢ (O , 0) . D'ol la suite exacte ®.
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GROUPES FINIS A COHOMOLOGIE PERIODIQUE

3. Démonstration du théoréme 1.

si Z possede une resolution pro;ectlve périodique, de période k , l'opérateur
cobord itéré oF Hq(G Z) .-; Hq+k(G Z) est un isomorphisme. En particulier,
prenant q = 0 , on voit que H G, Z) = Z/nZ , ce qui montre que la cohomologie
de G est périodique de période k .

Réciproquement, supposons cette propriété vérifiée, et considérons une aite exacte

4) O %4 + P 4 = «e =P 32 40,

ou les Pi sont projectifs (de type fini, comme toujours). Tenant compte de la pé-

riodicité de la cohomologie de G , on voit qu'il existe dans H (G A) une classe
v telle que x = v.x soit un isomorphisme de H(G ».2) sur H(G A) ; de plus,
si G' est un sous-groupe de G , et si v!' e H“’(C‘:’ , A) est la restriction de v,
la classe v' jouit de la méme propriété. On peut alors représenter v par une

G~application

£ - A,

Z
L d
et le demme 1 montre que c'est une équivalence d'homotopie. D'aprés le lemme 3

(applicable car k >2 si G n'est pas réduit &8 {1}), il existe une suite exacte

(5) 0 —)A—)P‘

el —-)...-)Pé—v‘év-»o

ou les Pi

a donc bien construit une résolution projective périodique de Z , de période k e

sont projectifs (et sont méme égaux aux Pi pour i<k=2) «0On

4+ Classes de modules projectifs.

Deux modules projectifs P et P! seront dits équivalents s'il existe deux mo-
dules libres L et L' tels que P o L soit isomorphe & P! @ L*! . Les classes
de modules projectifs (pour la relation d'équivalence précédente) forment un groupe
abélien, que l'on notera KO(G) ; l'image dans KO(G) d'un module projectif P se-
ra notée [P] . Ona [P]=0 si et seulement s'il existe un module libre L tel
que P @ L soit libre (on ignore si cette condition entrafne que P soit libre -

c'est vrai si G est commutatif).

Soient maintenant A et B deux G-modules (vérifiant les conditions du numéro 2),
et soit f : A -+ B une équivalence d'homotopie. D'aprds le lemme 1, il existe des
modules projectifs P et Q , et un isomorphisme F : A @ P - B@Q tel que

pry (Fla, 0) = (o) ©
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IEME 4. L'élément [P] - [Q] de KO(G) ne dépend que de f «

Soient (P! , Q' , F') vérifiant les mémes relations que ci-dessus. On va mon-
trer que P! @ Q est isomorphe & P @ Q' , ce qui établira le lemme. Soient
gtA o Q et g A o Q' les applications définies par F et F' « Ona

la suite exacte ¢

(f,g)
0 » A > BgQ » P » 0,

ainsi qu'une suite exacte analogue avec Q! et P* . Définissons alors un module
R au moyen de la suite exacte
t
(7) 0 »A(f’g_&g)aoqeg'-. R » 0 .
La suite exacte (7) s'envoie de fagon naturelle sur la suite exacte (6) , d'ou la
suite exacte :
(8) 0 - Q » R » P 20 .
Comme P est projectif, on en tire R =P ® Q' ; de méme, R=P' ® Q ,
C. Q- Fo Do

Nous noterons (f) 1'élément [P] - [Q] . On vérifie tout de suite que
(fg = (£) + (@ , et que (f) ne dépend que de la classe d'homotopie de f .

IEME 5. Soit f : A - B une équivalence d'homotopies Pour que (f) =0 ,
il faut et il suffit qu'il existe des modules libres L et M et un isomorphisme

F:Ael » BeM tels que le composé

A - AL » BoM -+ B
soit égal & f .

La condition est évidemment suffisante. Montrons qu'é¢lle est nécessaire. On choislt
d'abord un isomorphisme A @ P - B ®Q , compatible avec f , et od P et Q sant
projectifs. Par hypothése, il existe des modules libres Ll et L2 tels que
Poa L1 =Q e L2 ; d'autre part, il existe un module projectif P! et un module libre

L3 tels que P @ P'= L3 . On en dduit un isomorphisme

F:-A@P@P'@Lz—;B@Q@P'@LZ .
Comme P & P'e@ L2 = LB @I.2 est libre, de méme que Q@P’OLzz P@L:l @ P= Lle L3,
le lemme est démontré.
Deux modules A et B +tels qu'il existe une application f wvérifiant les con-

ditdons du lemme 5 seront dits strictement équivalents, et on écrira A n B.

58



GROUPES FINIS A COHOMOLOGIE PERIODIQUE

IEMME 6. - Considérons un diagramme commutatif

0O 5 A 5 A 5 A" 5 O
(9) ff\[ f J £
O » B'" » B - B" » 0 ’

ou les lignes sont exactes, et ou f , f' , f" sont des équivalences d'homotopie.
On a alors (f) = (£Y) + (£") .

Quitte & ajouter & A , A' et A" des modules libres (ce qui ne modifie pas
(£) , (£) , (fm) , on peut supposer que f , #' , f" sont surjectifs. Soient
Q* , Q, Q" Ileurs noyaux. Ils sont projectifs, et forment une suite exacte 3

0—)Q'-}Q-)Q"—)O .

(Q*] « [Q"] « Comme (f) =-[Q], (f') =~([Q'], (M =-[a"],
(£2) + (€M) »

On a donc [Q]
on a bien (f)

i

En itérant, on en déduit ¢

IEMME 7. ~ Considérons un diagramme commutatif

O -> An -> An—l -2 eee -3 AO -> O

(10) fo|  Epn £

i/

> esoe -+ B -+ 0
(o]

0 -)Bn - B 4

ou les lignes sont exactes, et ou les fi sont des équivalences d'homotopie. On

a alors J (= 1)* (fi) =0 .

COROLLAIRE. - Soient @
(11) O-»An-aLn_l-»...—»Lo—)Ao—»O
(12) 0 - Bn g Mn~1 - o0 - MO a4 BO nd O

deux suites exactes, ou les Li et las Mi sont libres. Si Ao est strictement

équivalent & B_, alors A, est strictement équivalent a B, (et_réciproquement) »

Soit fo H Ao - BO une équivalence d'homotopie telle que (fo) = 0 « On peut
trouver des gy ¢ Li - Mi et fn : An - Bn définissant un homomorphisme de
(11) dans (12). On a (gi) =0, et le lemme 7 donne (fn) = (- 1)?* (fo) , dfol
le corollaire.
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REMARQUE. - Le corollaire ci-dessus peut aussi se démontrer, comme le fait SWAN,
& partir du "théoréme de Schanuel" , dont voici 1'énoncé : si P/R = PYAR' , avec

P, P' projectifs, ona Re@ P! =R' @ P .

5e Démonstration du théoréme 2.

Supposons d'abord que G opére cellulairement, librement, et en conservant 1'o~
rientation, sur un complexe cellulaire fini X ayant mfme homologie que ~§k—1
(11 n'est pas nécessaire de supposer X simplement comnexe, ni de dimension k = 1)
Supposons G # {1} (ce qui n'est guére une restriction 1). La formule des points

fixes montre alors que k est pair.

Soit N=dimX ; pour 0 ¢i g N, soit Ci le groupe des chafnes de dimension
i de X (au sens cellulaire), et soit Zi c Ci le sous-groupe des cyclese Ces
groupes sont des G-modules, et, puisque G opére librement sur X , les C

des G-modules libres. On a les deux suites exactes 3

i sont

(3) O 40y » Cyy = oo 2C »2% 4 +.% +0

~n,

(14) O » 2y » Gy = oo »C =2 =20 .

Si Bk-l c Zk—l désigne le groupe des bords de dimension k - 1 , la suite exacte
(13) sé décompose en les deux suites exactes

(15) O = Oy » Cyy = eee »C = B, 0

h
(16) 0=+ B4 » 2,4y >2 >0 o

La suite (15) montre que B est projectif, et que [Bk-].] =0 dans KO(G) .
En utilisant (16), on voit alors que h est une équivalence d'homotopie et que
(h) =0 . Done Z) 4 Ny 2 + En appliquant le lemme 3 & (14) on obtient une nouvelle

suite exacte

@7 0 -2 ~»0C!

Lq @ ee +Cl 22 >0,

o les C! sont libres (et en fait égaux aux Cy si i<k- 2) + C'est la réso-
lution libre périodique cherchée.

Réciproquement, supposons qu'il existe une telle résolution. Si G est cyclique,
on sait qu'il peut opérer librement sur les sphéres de dimension impaire. Supposons
donc G non cyclique, ce qui entrdfne que k est pair ([2], p. 261), et >4 (si
k =2 , le groupe Hz(G ,3') est isomorphe a Eo/ni, et comme ce groupe est dual
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de G/G' , G est lui-mfme cyclique)s On construit d'abord un complexe cellulaire
fini, de dimension 2, qui soit connexe, et de groupe fondamental G ; soit Yz un
tel complexe, et soit X2 son rev8tement universel. On~a la suite exacte de

Gemodules 3

) )
(18) cz(xz) - C &) > co(xz) 2 = 0.
Or, on a le lemme suivant

IEMME 8. -~ Il existe une résolution libre périodique de

(19) 0 - “?\' - Lk—l 2 eve - LO nd ’&' ad

Z
0

qui colncide avec (18) en dimensions <1 , et qui est telle que L, = CZ(XZ) oM,

avec M 1libre, l'application C,@M - C; étant (0,0) .

On commence par prolonger (18) par des modules libres Li (i<k=-1) ,et
soit A le noyau de Lfc-l - Ll'(-2 » Puisque Z a une résolution libre de période
k , le corollaire au lemme 7 montre que A est strictement équivalent a &; on ap=
plique alors le procédé du lemme 3 , pour "remplacer" A par 3\'; on obtient ainsi

(19).
(Moter qu'il n'est nécessaire d'introduire le module M que si k=4 .) .

Quitte & adjoindre a X2 des sphéres (attachées chacune par un point) , on peut
supposer que M = 0 . Le noyau de 020(2) + Gy (X2) stidentifie a H2(X2) = 7r2(X2) ;
soit (aa) une EgG]—base de L3 » et soient b leurs images dans KZ(XZ) par
Ly » L,= CZ(XZ) 3 pour chaque o , soit f 38, -+ X, une application conti-
nue de la classe ba o Attachons & X2 des cellules ea, o de dimension 3 au
moyen des © o fa 5 le groupe G opére de fagon naturelle sur le complexe cellu-
laire X; ainsi obtenu, et l'on a Ci(XB) =1, pour 0L 1< 3 o On définit de

méme X4 y vee 4 X et il est clair que X

k-1 répond & la questione

k-1
REMARQUE. -~ On peut s'arranger pour que les X i soient des complexes simpliciaux

sur lesquels G opére simplicialement ; cela se démontre par récutrence sur i , en

choisissant des applications fa simpliciales, et en utilisant un résultat de

Je He Co WHITEHEAD ([9], lemme 2, p. 239).

6. Démonstration du théordme 3.

Scit r un entier premier & n . L'homotopie r :‘&‘ -+ Z est une équivalence
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d'homotopie, et définit donc un élément (r) de K (G) + On obtient ainsi un ho-
momor phisme ﬁ/ngl* + K (G) dont 1'image sera notée D(G) «

[Définition explicite de (r) : c'est la classe dans KO(G) de 1tidéal de
Z[G] engendré par r et N, cf. SWAN [8], paragraphe 6.]

Soit maintenant P une résolution projective périodique de Z , de période k 3

O»&-&P -)a..—bPo—v‘&‘—#O .

k~1

On posera :

-1 .
x(®) = iéo = 1)* [Pi] dans KO(G) .

Soit P' une autre résolution projective périodique de 2 , de période k o Il
existe un homomorphisme de P dans P' qui est 1'identité sur le groupe Z "de
droite" ; sur le groupe de gauche, c'est la multiplication par un entier r , pre-
mier & n , et bien déterminé modulo n (cf. lemme 2, par exemple)s On notera
d(P , P') 1la classe de r dans ‘('z_/nQ* « Ces notations étant imtroduites, on a

IEME 9. () - x() = (- )X @@, p") .

On applique le lemme 7 & l'homomorphisme de P dans P' construit ci-dessus

si 1l'on appelle f, 1'homomorphisme de Pi dans P:'l s le lemme 7 montre que 1l'on

i
a s

SEtE) s e =0
Mais on voit facilement que (fi) = [Pi] - [Pi] , dtol aussit8t le lemme.

COROLLAIRE. ~ L'image de ¥ (P) dans KO(G) /D(G) est indépendante de la résolu—

tion P .

On la notera ¢, pour indiquer sa dépendance de l'entier k

IEME 10. -~ Pour tout entier 4 21 , ona c.. =dc

dk k*
Si 1'on met bout & bout d résolutions de période k , on obtient une résolution

de péricde dk ; d'ou le lemme.

LEMME 11, - Pour qu'il existe une résolution libre périodique de Z , de période

k 5 il faut et il suffit que ¢ = 0.
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Clest évidemment nécessaire. Réciproquement, supposcns que Cp soit nule. On

peut évidemment construire une suite exacte ¢

(20) O—»I.\-bLk_]‘»...-)Lo—)Z'V—)O,

ou les Li sont libres.
Soit
(1) 0 - Z = P, =+ oo = P =32 =0

~r~

une résolmtion projective périodique de % o Par hypothése, % (P) € D(G) . On peut
construire un homomorphisme de (20) dansw(vzl) qui soit égal & 1l'homothétie de rap-
port r domné (avec (r , n) =1 ) sur les groupes Z de droite. Soit h 1'ho-
momorphisme de A dans 3» induit par cet homomorphi;n’;e. En appliquant le lemme

7 on obtient la formule :

%0 +x® - @ =0 .

On peut donc choisir r de telle sorte que (h) =0 , d'ou A Np By et le lemme
3 permet de remplacer la suite exacte (20) par une résolution libre périodique de

‘\Z~, de période k .

IEME 12 (SWAN [7], proposition 9.1)e = Le_ groupe KO(G) est un groupe fini.

Dlaprés un résultat de SWAN ([7], théoréme A - voir aussi une note aux Comptes—
Rendus de GIORCIUTTI, et un article & paraftre de H. BASS), tout élément de K, @)
est de la forme [I], o [I] est un idéal de Z[G] « Le lemme résulte alors de
la "finitude du nombre de classes d'idéaux", c'est-a-dire du théoréme de Jordan-
Zassenhaus.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 3 : puisque Ko (G) est fini, il

existe un entier d > 1 , tel que dck = 0 + En appliquant les lemmes 10 et 11, on
en déduit qu'il existe une résolution libre périodique de % , de période dk »

Ce Qo Feo Do

7+ Complémentse
as Evaluation de 1l'entier d . = On montre facilement que, si H est un groupe
cyclique, on a D(H) =0 , et X(P) est indépendant de P , donc nul, vu le lemme

11, Il en résulte que, si G est maintenant un groupe quelconque, et si P est une

résolution projective périodique de Z de période k , l'image de X(P) dans les
groupes KO(H) est nulle si H est cyclique. Un raisonnement & la ARTIN (cf. SWAN
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[7], corollaire 9.3) montre alors que ny(P) =0 , et 1l'on peut donc prendre pour

d ltentier n «

Pour obtenir d = (p(n) , n) , il faut utiliser, & la place des sous-groupes cy-
cliques, les sous-groupes élémentaires froduits d'un p-groupe par un groupe cy-
clique d'ordre premier & p ) » C'est nettement plus délicat (cfe Swan [8], numéros
8, 9, 10).

be C-théoriee — On se donne une famille ® de nombres premiers, et 1'on "néglige"
les groupes finis dont 1l'ordre n'est divisible par aucun nombre premier pe f .
L'anncau ,Z est remplacé par l'anneau des fractions a/b , avec (b, p) =1 pour

tout pe @ . Il y a tres peu de changements & faire dans les démonstrations.
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