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EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

par Jacques-Louis LIONS

Séminaire BOURBAKI
(Mai 1959)

1. - Le problème usuel.

On donne un ouvert .~ de Rn; x E -~ ~ t désigne le temps ; 3 on cherche un

vecteur

u(x,t)= (ul(x,t), ... , t C [ 0, T ] , T fini ou infinie

solution de

Dans ces équations, on a posé :

u désigne le vecteur vitesse, ~ > 0 la viscosité, ~ la masse spécifique,
f le champ de forces extérieures, p la pression. Si Rn (problème de

Cauchy) la condition (1.4) est remplacée par une condition de croissance à l’infini.

On veut démontrer que le problème ci-dessus, une fois posé de façon convenable,
et avec des hypothèses convenables sur les données, admet une solution unique.
On y arrivera dans uno oertaine mesure ...

Les mémoires fondamentaux sont ceux de LERAY (, 6 ~ , ~ 7 ~ , ~ 8 ~ .  Les contributions

ultérieures les plus importantes sont celles de HOPF ~ 2 ~ , puis de KISELEV [3] ,
de KISELEV-LADYENSKAJA [4] et de LADYZENSKAJA [5] .

Plan de l’exposé. - On introduit d’abord des espaces fonctionnels qui sont
essentiels pour la résolution du problème. On introduit ensuite divers types de
solutions faibles, dont on démontre, lorsque c’est possible, l’unicité, puis
l’existence.



2. - Quelques espaces fonctionnels.

Toutes les fonctions utilisées sont réelles.

Sur un ouvert ..~ quelconque de on désigne par l’espace des
(classes de) fonctions u E L~ (~ ) avec D.  u E L2(~ ) ~ i = 1 , ... , n (déri-
vées distributions sur Il) ; muni de la norme

c’est un espace de Hilbert.

On désigne par H1(~,) l’adhérence dans H1(ft) du sous-espace des

fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans C’est le sous-

espace de H1(P-) formé des fonctions "nulles au bord" (on peut donner un sens
précis à cette phrase). Si -~ = Rn (plus généralement est polaire)

Les deux lemmes qui suivent sont essentiels pour la suite. Ce sont des variantes
des inégalités et des méthodes de SOBOLEV [10] et de GAGLIARDO [1] . Le lemme 2.1

est donné dans LADYZENSKAJA C5~ ~ selon une idée de GELFAND (cas particulier de
GAGLIARDO).

LEMME 2,1. - On suppose n = 2 ; 3 pour tout u C on a :

’et l’inégalité analogue en échangeant les indices 1 et 2 . D’où ;

d’où (2.1) en appliquant Cauchy-Schwarz.

COROLLAIRE 2.1. - étant un ouvert quelconque de R2, on a :

algébriquement et topologiquement.

COROLLAIRE 2.2. - L’inégalité (2.1) est vraie pour tout u 



03A9 quelconque dans R2 .
LEMME 2.2. - Pour tout n = 3 , on a :

où l’on peut prendre k = 2~ 3 ~ . (Remarque : il ne serait pas sans intérêt

d’obtenir la meilleure constante possible dans (2.2)) .

DÉMONSTRATION. - Soit 03C6 dans (R3) , w.(x) = sup |03C6 (x)) ; on a :

On applique cette inégalité avec u) 4~3 (ce qui est loisible) et un
calcul facile donne le résultat.

On déduit d’abord de ce , lemme que C L4 ~ (~ ) ; mais il n’est pas difficile
par la même méthode de démontrer que C. L (I1~ ) . Ensuite
COROLLAIRE 2.3. - L’inégalité (2.2) est vraie pour tout u E. H1 (.n ) ~ fl ouvert

quelconque de R3 . 
0 ------

Des inégalités (2.1) et (2.2) on déduit immédiatement le

LEMME 2.3. - Pour tout ~ > 0 , il existe une constante c (E.) (indépendante de
S~ te lle que



Pour tout u é H§(h) ; la dimension n est 2 0u 3 .

(Il n’est évidemment pas difficile de préciser c ( É ) ) .
,

COMPLEFENTS. - Les inégalités (2,1) et (2.2) conduisent naturellement au pro-
blème suivant: si fL est un ouvert de est-il possible de trouyer 03B1 et

@ > ° , Ôl + fl = 2 , avec

Si une telle inégalité est vraie, alors l’inégalité analogue est vraie en rem-
plaçant par une boule contenue dans fl ; la propriété étant invariante par
translation, on voit donc que (2.4) aura lieu pour .~. = boule de centre 0 ,
derrayon a . Considérons alors

les fonctions Ut sont dans H1 0 (.~. ) et on vérifie facilement ceci :

03A9 u4t dx = p ( t-n ) , , 03A9 u2t dx = 0(t-n) , 03A9(grad Ut )2 dx = 0 ( t -n+2 ) t - 00 ; ,

de sorte que (2.4) n’est possible que si n ~ 2 /3 .
L’inégalité (2.4) est d’autant plus avantageuse que ~S est petite d’où les

conclusions :

si n = 2 , (resp, n = 3) , la meilleure inégalité possible est (2..L), (resp.
(2.z)) , (ce qui ne signifie pas que les constantes y sont les meilleures
possibles) ; si n ~ 4 , y il n’y a aucune inégalité du type (z.4j~ ; enfin si n = 4 ,
le raisonnement ci-dessus montre que s’il y a une inégalité du type (2.4) ce ne
peut être qu’avec ~4 = 2 ; 3 l’inégalité. correspondante est vraie : c’est le lemme
de Sobolev.

On introduit maintenant les espaces fonctionnels utiles dans le problème de
Navier-Stokes.

évidemment, H est un espace de Hilbert.



Espace V. - C’est l’adhérence dans du sous-espace des u=(ui) ,
tels que :

(2.5)ju. est deux fois continûment différentiable dans 03A9 , à support compact
dans nulle au bord 3

Muni de la induite par la norme sur (H~ 0 ~. ) )n ~ c’est un espace de
Hilbert.

Pour u,v dans V nous poserons :

Attention : Î n’est donc pas la norme dans V ; c’est une norme, équivalente
ou non selon Il (voir plus loin).

REMARQUES.

1) V n’est pas dense dans H (à cause de (2.6)).

2) V est un sous-espace de l’espace des u é (Hl 0 (~) )n tels que L Di u. = O.J-
on peut voir dans de nombreux cas que V coïncide avec cet espace, mais je ne
sais pas si cela est vrai avec fi quelconque.

3. - Solutions faibles.

Toutes les fonctions intervenant dans le problème sont désormais considérées
comme des fonctions de t à valeurs dans des espaces variés (en x) .

Si u est solution du problème (1.1) ... (1.4) et si y est une fonction
"régulière" de x et de t, vérifiant :

0

(avec las notations du n 2 ; par ailleurs u’ ~ L~t u) ~ sans oublier les conditions



On tiendra compte de (1.2) et (1.4), dans un sens généralisé, si.l’on impose
à u d’être à valeurs dans V , et de la même façon on tient compte de (3.I) si
l’on impose à 03A6 d’être à valeurs dans V .

Par ailleurs le terme non linéaire dans .(3.2) conduit à l’introduction de la
forme trilinéaire :

pour simplifier le langage et l’écriture, on posera :

la forme (3.3) est continue sur L4 x V x L4 , et par conséquent, d’après les
remarques du n° 2 , la forme (3.3) est continue sur V x V x V , si n ~ 4 .

3.1. - Pour u, v ,w E: V, n ç 4 y on a :

Immédiat par intégration par partie (loisible) et (2.6).
De l’inégalité de Solder (à trois facteurs) et de (3.5) on déduit :

Le terme non linéaire dans (3 . 2 ) pe ut s’ écrire , en utilisant (3 . ~ ) :

T
- 0 b (u (t) , ~ (t) , u (t) ) dt , d’ où le problème suivant :

Problème faible associé au problème usuel. - ~n cherche u ~ L z (0, T;V) ( ) ,
avec u’ E L (O,T;H) , tel que

(1) espaces des fonctions de carré sommable sur (O,T) à valeurs dans V .



pour tout f étant donnée dans avec

v

avec.la condition supplémentaire (KISELEV-LADYZENSKAJA) :

(pour des remarques sur cette condition, voir Compléments du n°4) .

Naturellement il faut vérifier que ce que l’on a écrit a un sens, donc deux

choses :

avec les hypothèses faites sur u et c~ ~ grâce à SOBOLEV ; 3 donc si n ~ 4 ,
le problème ci-dessus n’a pas de sens ; il faut changer d’espaces.

b) (3.9) a un sens, ce qui est vrai : u est continue à valeurs dans H .

Un problème plus faible. - On intègre par parties en t dans le premier terme

de (3.8) ; an est ainsi conduit à chercher u dans L2(O~T~V) ~ avec

pour tout continue à valeurs dans V, p (T) = 0 (ou à support compact
en t, si T ~ oo ) , b’ 1 étant dans L2 (0, T;H) .

Les solutions de (3.11) sont essentiellement les solutions turbulentes de Leray.

On peut montrer l’existence d’une solution de ce problème, en dimension n  4 .
L’unicité n’est pas résolue. Moyennant des conditions supplémentaires, l’unicité
est démontrée par PR.ODI ~ 9~ , mais alors on ne sait plus si l’existence est
vraie ...

Des solutions plus faibles ont été considérées par 

4. - Unicité de la solution faible.

THÉORÈME 4.1. (KISELEV-IADYENSKAJA [4]). - En dimension n = 2 ou 3 , 03A9 étant



un ouvert quelconque, le problème f aible adme t au plus une solution.

DEMONSTPATION. - Soient u et v deux solutions du problème faible ; posons
w = u - v ; alors

On choisit, ce qui est loisible, 6(t) = w(t) si ts , ~~t~ ~ 0 si t > s ;
on déduit de (4.1) :

d’où en utilisant (3.7) :

On utilise maintenant le lemme 2.3 : le deuxième membre est majoré par

ce qui implique w = 0 .

C. Q. F. D.

C ompléments.

THEOREME 4.2. - En dimension 2 , il y a unicité des solutions faibles méme ne
vérifiant pas (3.10) quelconque ) .



1

DEMONSIRATION. - Pas de changement jusqu’en (4.3) ; on en tire :

d’où en particulier

ce qui, étant sommable, implique w= 0 .

C as de la dimension 3. - On déduit cette fois de (4.4) , en utilisant (2.2) :

( 4.7 ) 
|w(s)|2 + s0 ~w(t)~2 dt  c6 s0|w(t)|1/4 |u(t)|L4 ~w(t)~7/4 dt .

On va en déduire :
/ ,

THEOREME 4.3. - En dimension n = 3 , il y a unicité des solutions faibles
où l’on remplaee (3.10) par la condition moins restrictive :

( 4 . 8 ) u ~ L8 ( 0, T; L4 ) quelconque) .

(Ce théorème (et des variantes de ce résultat) est dû à G. PROD I ~ 9~ ~ par une
méthode différente).

DEMONSTRATION. - On utilise dans (4.7) l’inégalité

d’où l’on déduit, par un choix convenable de t :

ce qui avec (4.8) implique w = 0 .

REMARQUE 4.1. - On ne sait pas si en dimension 3 on peut supprimer toute hypo-
thèse du genre (4.8) .

5. - Majorations a priori.

On donne maintenant une fonction u ayant les propriétés suivantes 1



(5.1) u est deux fois continûment différentiable à valeurs dans V ;

où f est une fois continûment différentiable à valeurs dans H ~ avec

Majorations du premier type. - On fait v = u(t) dans (5.2) ~ ce qui est loi-
sible, et d’après (3.6) élimine les termes non linéaires. Il vient

Intégrant ensuite (5.4) de 0 à t, on en tire le lemme suivant :

LEMME 5.1. - Si u vérifie (5.1) , (5.2) , (5.3) , on a :

( où c ( ~ ~ ~ , ... ) désigne une quantité ne dépendant que ... ) .

Majorations du deuxième type. - On dérive (~.z) en t, et on prend v = u’(t)
dans le résultat ; il vient :

(5 .5) ~ d £ 1 u’ (t) I z + ~ Il I u’ (t) b U’ (t), u’~ (t), u(t) ) + (f ~ (t) ~u’ (t) ~

à , ù

(5.b) i d dt |u’ (t) I z + -B) Il 1 U ’ (t) k 1 u’ (t) I z ’ I 1 u ( t ) Il 1 + 1 f’ (t) I |u’ (t) 1 .

Cas de la dimension 2 Utilisant (z.l ) dans (5.6) et

intégrant de 0 à t, il vient



Etudions on déduit de (~.z) et (5.3) que

DEFINITION 5.1. - On désigne par CSL le complété de l’espace des fonctions

u = (ul , ... , u ) vérifiant (2.5) et (2.6) pour la norme

Si maintenant a ( ~, , on voit facilement que

(L’hypothèse a { ~,, n’est pas faite dans LADYZENSKAJA [5] ; il me semble qu’il
s’agit d’un oubli).

On déduit alors de (5.7) :

Il en résulte :



De cette inégalité, de (5.7) , y et du lemme 5.1 , on déduit :

PROPOSITION 5.1. - On suppose que u vérifie (5.1) , (5 .2 ) , (5.3) ; 11 est
un ouve.rt quelconque ~, f . f ~ ~ L2 (0, T; H ) . Alors .-- _

Cas de la dimension 3. - Lorsque n = 3 , on n’a pas de résultat aussi satisfaisant

que la proposition 5.1. Les résultats suivants sont dus à KICEIEV-IADYZENSKAJA [4]
pour 03A9 borné (ces auteurs n’ont pas (2 .2 ) , mais l’utilisation de (2.2), si elle

permet des démonstrations peut être un peu plus simples, ne semble pas (?)
conduire à des améliorations de ces résultats ; les démonstrations, très teahniques,
ne s ont pas données ici) : .

PROPOSITION 5.2. - On suppose que u vérifie (5.1) , (5.2) , (5.3) ; 11 est un
ouvert quelconque de R3, a 6 d . Il existe un nombre Ta = 
tel que

PROPOSITION 5.3. - On suppose que u vérifie (~.1 ) , (5.2) , (5.3) ; .~- est

un ouvert de. R3 sur lequel les normes ~u~ et ~u~V sont équivalentes ;
a E  ; f est un gradient ; |u’(0)| 1 est assez petit ; T = ~ . Dans ces
conditions,

REMARQUES.

1) Si BL ~) désigne l’espace des distributions T sur Il telles que

D.T C pour tout i , alors l’espace des grad. T, T E est

fermé dans H ; soit grad. cet espace ; dire que f est un gradient

signifie que f est à valeurs dans grad. On a alors (f (t),v) = 0

pour tout v E V .

2) Les normes t 1 ul 1 et sont équivalentes sur V si par exemple la

projection de 11 sur une droite L convenable de R3 est bornée.



6. - Théorèmes d’existence.

Il y a plusieurs méthodes possibles pour déduire les théorèmes d’existence des

majorations du n05 . La plus simple semble être celle de FAEDO-GALERKINE, que

l’on va donner.

On considère une base t~! z , ... , ~~l ~ , ... de V formée de fonctions

ayant les propriétés (2.5) et (2.6).

On désigne par un(t) :

une solution approchée du problème, caractérisée par le système différentiel

ordinaire du premier ordre, non linéaire :

Ceci définit les g. in (t) une fois continûment différentiables dans un intervalle

[ o, Tn] , priori Tn dépendant de n .

Dans l’intervalle [0,Tn] les majorations du n°5 sont valables (immédiat).
Il résulte alors du lemme 5.1 que l’on peut prendre Tn = T quel que soit n .

On est en meaure maintenant de démontrer les théorèmes qui suivent :

THEOREME 6.1 (IADYZENZKAJÀ [5]). - On suppose que n = 2 ; 3 -M. est quelconque ;
on donne a dans ~, , L2(O,T;H), T f ini ou non. Le problème faible

admet une solution unique.

THEOREME 6.2 (KISELEV-LADYENSKAJA [4], avec fi borné). - On suppose que n = 3 ;
~ est quelconque ; on donne a dans ~, ~ f, f’ E Lz (0, T; H) . Il existe 0

tel que le problème faible admet une solution unique dans (O,T~) . (Problème :
peut-on prendre TO = T ?) .
THEOREME 6.3 (KISELEV-LADYENSKAJA [4], avec 03A9 borné). - On suppose que n = 3 ; I

~" est (par exemple) d’épaisseur bornée dans une direction ; on donne a dans



CL; f est un gradient, T = co . On suppose enf in q ue e st assez

petit (ceci est une condition sur a ) . Le problème faible admet une solution
unique.

Complément : la démonstration montre que u e t u’ s ont dans oe . cas dans

L2(0,~;V) ce qui implique ; ~V ~ 0 lorsque t ~ + co .

DEMONSTRATION. - La démonstration des trois théorèmes se fait simultanément ;
le théorème 6.1 repose sur la proposition 5.i ~ i = 1 , 2 , 3 .

Il résulte de ces propositions que l’on peut extraire de la suite un une

suite u°~ telle que w dans faible, D u~ ....~1 w’ dans

L2(O,T;V) faible (remplacer T par T~ dans le cas du théorème 6.2).

On va démontrer que w est la solution faible cherchée.

On note d’abord que u~ (0) --1 w(0) dans V faible ; c omme d’après (6.3)
et (6.4), u~’ (0) ~ a dans û, , on a : w(0) = a .

Par ailleurs w et w’ étant dans L2(O,T;V) , w est continue à valeurs

dans V ~ ce qui implique en particulier (3.10) (cf. en outre le théorème 4.2,
si n=2) .

Le seul point non trivial est donc de vérifier que

pour tout E Lz (0, T;V) .
Considérons pour cela m fonctions lfj(t) continues (et nulles

pour t assez grand, si T =(0) , et soit

On déduit de (6.2) que pour ot ~~ m ~
m

pour de la forme (6.6) .



On a évidemment, lorsque « ---1 oo ,

Admettons un instant que

On déduira alors de (6.7) que (6.5) a lieu pour tout ~ de la forme (6.6) , et
donc (les fonctions de cette forme étant dense dans pour tout

~ C 
Reste donc uniquement à vérifier (6.8) . Il suffit de vérifier à cet effet que,

pour tout i et k ~

Si T est infinie les 03C6j sont à support compact 3 dans tous les cas les 03C8j
sont à support compact dans j")- . Donc les intégrales ci-dessus sont en fait

prises sur un compact de JTL x [0,T]. Comme D. 03C6i(x,t) est continue sur ce

compacta soit K , il reste seulement à montrer que u03B1i ~ w. dans L (K)
fort. Or on sait que u03B1i , D. u03B1i, j = 1 , ... y n et D u03B1i sont bornés dansDans ces conditions u03B1i~ w. dans 
L (K) fort eet bien connu. Les trois théorèmes sont démontrés.
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