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TRAVAUX DE MALGRANGE

SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ELLIPTIQUES.

par Jacques DIXMIER.

Séminaire BOURBAKI
(Décembre.1955)

1. Notations.

Les notations ~~ ~ ~ ~ ~~ sont celles de SCHWARTZ.

P~ (m entier ~ 0) : espace des fonctions complexes sûr fn qui sont locale-
ment de carré intégrable ainsi que leurs dérivées jusqu’à l’ordre m J avec la topo-
logie de la convergence compacte dans L des fonctions et de leurs dérivées jus-

qu’à l’ordre m .

~~ : t sous-espace des éléments de JGm à support dans le compact K ; 
espace des éléments de Lm à support compact, avec la topologie limite inductive
de celles des ~K . Les sont des espaces hilbertiens.

~ (resp. 7-C~) : s dual fort de Les éléments 
sont les distributions sur Rn sommes de dérivées de fonctions loca-

lement de carré intégrable. Les éléments de ~’"~ sont les distributions 

à support compact.

Soit 0 un ouvert de Rn . On emploie les notations D0 , ... , Hm0 pour les

espaces ... ? Hm relatifs à la variété 0 . Soit K un compact de Rn .
On emploie les notations ... ~~ K pour les sous-espaces de ~3 ~ ... , 

formés des éléments à support dans K .

Si 0 est un ouvert de on désigne par 0 la réunion de 0 et des com-

posantes connexes compactes de R - 0 .

2: Théorèmes principaux.

Dand tout l’exposé, D est un opérateur différentiel d’ordre m > 0 sur Rn ,
soit

et on envisagera uniquement (dans cet exposé) le cas oi~ les a j 
sont des

Jr-Jn
fonctions analytiques de ...~x .



D opère dans , dans C, etc., et D est appelé opérateur de Petrowski si,
quels que soient ... 1 xn ’ la condition

(ou ~1~~2~~’~n sont des nombres réels ) entraîne ~i ==-*’= ~ = 0 .On sait (JDHN, PETROWSKI, et article ultérieur de MALGRANGE) que D est alors

elliptique (esp. analytique-elliptique), l.e. que (si Df = g) f est indéfini-
ment différentiable (resp. analytique) sur tout ouvert où g l’est. En outre, f

appartient à L ~ dans tout ouvert où g appartient à J~ . On désignera
par D’ le transposé de D ~ qui est un opérateur différentiel de Petrowski, et
par HD(0) le sous-espace de E0 formé des solutions de Df = 0 dans 0 (0 étant
un ouvert de R~).
Soit D un opérateur différentiel de Petrowski.

THÉORÈME 1. - = D E = E ; D(B’ = D’.
THEOREME 2 . - Soit 0 un ouvert de Rn .
a. si 0 = Ô, toute f ~ est limite dans E0 de gi ~ HD(Rn) .
b. si il a des f qui mettent cette propriété en défaut.

3 . Démonstration, du théorème 1.

L.. LEMME 1. - Pour tout compact H de D est un homomorphisme de: 
dans 

et K~ sont des espaces hilbertiens ; nous désignerons leurs normes par

tt !!~ et Ecrivons D = D~ + D~ est un opérateur différentiel
homogène d’ordre m et où Dp est d’ordre ~ m - 1 . Tout opérateur différentiel
d’ordre p est continu de ~~ dans 3~~ ~ et l’injection canonique de ~~
dans est complètement continue d’après un raisonnement classique du genre
Ascoli ; ceci prouve que D2 est complètement continu. Pour étudier D. y sup-
posons-le d’abord à coefficients constants. Effectuant la transformation de

Fourier F , et posant = F , y on a

Puisque Dl est homogène et de Petrowski,



Alors, (l) donne, en revenant à f ï

et le second membre (ou plutet sa racine carrée) est équivalent à la norme 

(les normes quadratiques des dérivées d’ordre ~ m se majorant à l’aide des normes

quadratiques des dérivées d’ordre m) . On a donc ~D1f~0k1~f~m , et des pro-

priétés classiques dans l’espace hilbertien prouvent alors que D = D1 + Dz est

un homomorphisme (et même que son noyau est de dimension finie, propriété qui
permet d’étudier les opérateurs différentiels sur les variétés compactes). Lors-

que Dl n’est pas à coefficients constants, on opère en gros comme ceci : pour
tout a E H ~ il existe un voisinage V de a tel que, pour des fonctions à

support contenu dans VI’ H , l’opérateur (où D est l’opérateur obte-
nu en remplaçant les coefficients do Dl par leurs valeurs en a) soit de norme
arbitrairement petite 3 on peut donc appliquer les résultats précédents à D1 dans

V on passe ensuite du "local* au "global" (i.e. à H tout entier) par des

partitions de l’unité).

2. 
’., 

p our k 0 .

Comme il s’agit d’espaces de Fréchet, il suffit de montrer que :

a. Dr ~ ~m+k ""~’~k est injectif

b. D’ est fermé dans ’~k
Or, si f éJ1 et D’f = 0 ~ f est analytique à support compact, donc nulle,
d’où (a) (notons, pour plus tard, l’importance de la non-compacité de Pour

prouver (b), il suffit (théorème de Banach) de prouver ceci : si B est une

partie faiblement compacte de B (BD’ ~,m+k est faiblement fermé. Or, les
distributions de B ont leurs supports dans un compact fixe K ; et, ~E’
est telle que D’ ait son support dans K ~~ est analytique dans K et

nulle hors d’mi compacta donc identiquement nulle dans les composantes connexes
non relativement compactes de R9 - K , donc a son support contenu dans
H = K . Bref, D’ JLm+k = B (1 D’ JLm+kH , et il suffit de montrer que D’ JLm+kH
est fermé dans JLk . Or, un petit raisonnement de topologie générale montre
que H est compact 3 d’autre part. D’ Hm+kH = D’ le lemme 1 achève

alors la démonstration.



3. D~= ~ pour tout k, et D~=§.
est clair. Toute g ~ Lk-m est dans L-k’ pourk’ assez grand, dono

de la forme Df avec une distribution f (diaprés 2.).
Comme D est de Petrowski, fâ ~ . Raisonnement analogue pour D~= ~ 
4. D~=~.

Soit Localement, f est d’ordre fini donc dans un D’après 2.,
il existe un recouvrement ouvert localement fini de H~ et des g. 6 (~
tels que Dg~ = f dans 0 . Soit (P(.) une partition de l’unité indéfiniment
différentiable subordonnée à (0. ) ~ et considérons la distibution h = V~ g~ *
On va montrer que f - Dh ~ E , ce qui, avec 3 . , achèvera la démonstration. Or,
dans 0~ , f - Dh = Dgi - Dh = (g~ - g~)) , et, dans 0~ n o ,

donc g - g. est indéfiniment différentiab1e.

4. Démonstration du théorème 2.

Soit 0 un ouvert de R~ .

1. Supposons 0 == 0 . Il faut montrer que toute f E Hr)(0) est limite dans

(~) 6 Par dualité, il faut montrer ceci : soit or-

thogonale à HD(Rn) ; alors, 03BD est orthogonale à f . Or, )) est dans l’adhé-
rence de D’ ~’, et D’ &#x26;’ est fermé d’après le théorème 1 (car D : ~~~
est surjectif, donc est un homomorphisme). Donc il existe tel que D= D’u, ,
D’après un raisonnement déjà fait, u est nulle dans les composantes connexes
non compactes de R - 0 , donc u&#x26;~n * Alors,

z. I~ 2... ‘~’ et ~ induisent la même topologie sur 

sinon, il existerait une suite de H D. (Ô~ qui tendraient vers 0 dans

~0 mais non dans 15 Ô . Soit K une partie ouverte et compacte de ô - 0
telle que les fi ne tendent pas vers 0 dans LOUK. D’après le théorème 

phe fermé,(HD(0 U K ) étant un sous-espace fermé à la fois dans les espaces de
Fréchet ~(0 U K ) et L°(0 U K)) , les fi ne tendent pas vers 0 dans

L g multipliant au besoin les fi par des constantes, on peut supposer
la suite fi bornée dans * Elle sera alors bornée dans l’espace de Montel

~0 UK , donc aura un point adhérent f dans On aura Df == 0 ~
qui est absurde puisque D est de Petrowski.



3. Supposons 0 ~ 0 . Soit K une partie ouverte et compacte de .. 0 , non
vide. Soient x E K , et ~x la mesure de Dirac en x . Il existe (théorème 1 )

vérifiant Dfl = S~ x . La restriction f de f 1 à 0 est dans 

Supposons que f soit prolongeable en f E Soit 0~ C K u 0 un voisinage
de K . Alors, la restriction de fl - f à O. est une distribution h à sup-

port compact dans K et vérifie Dh = b ; donc le support de h se réduit à

x , de sorte qu’on ne peut avoir Dh = On a donc fabriqué une f 6 

qui n’est pas prolongeable en fonction de HD(0) . Supposons alors que f soit

limite dans ~0 de gi E Alors, en vertu du lemme 2, les gi conver-

gent dans ~Ô, donc f est prolongeable en une fonction de IL. (0) . Cette absurdité
achève la démonstration.

5~ Généralisation,.

Soit .0 une variété analytique réelle de dimension n ~ connexe, orientée,
démombrable à l’infini. Soient Vi et V2 des espaces fibrés analytiques réels,
de base .~ ~ à fibre vectorielle (sur C) de dimension p . Dans ce qui précède,
on avait J~==H~ 

(resp. (~(V1 ) ) sera l’espace des sections indéfiniment différentiables
à support quelconque (resp. compact) de V1 ,
Pour définir ~,~(V ) ~ ~~(V ) ~ il faut introduire l’ espace fibre Vt dual de

qui sera ici défini de la matière suivante : en tout point x E -~- où la
fibre de Vi est F~ , celle de V1 est FX ~ ~ ~’x ~ Fa étant l’espace dual
de F x et r: x étant l’espace des covecteurs tangents à ~. en x . (Les change-
ments de cartes se définissent de manière évidente). Alors, sj f (resp. f) est
une section continue de Vl (resp. l’application canonique

en chaque point x permet de construire une n-forme sur S2 qu’on pourra intégrer
sur .~ si elle est (par exemple) à support compact. On voit ainsi que 
apparaît comme une partie du dual de donc qu’on généralise la situation
habituelle en définissant l’espace des distributions comme le dual de

(~ (Vi ) . On pose de ~‘~Vr ) ) r , On définit successivement, par ana-
logie avec le cas de 9 x C , les espaces ,~.m(V~) ~ ’~m(V1 ) (m -~ p) ~ puis

Soit D un V2) opérateur différentiel d’ordre m > 0 : tout x 6 03A9
possède un voisinage 0 qui s 11dentif’ie par une carte à un ouvert ? de If,



V1 et V2 s’identifiant au-dessus de 0 à ~ x Cp ; alors, au-dessus de 0,
D s’identifie à un opérateur

où les aj j 
sont cette fois des matrices à p lignes et p colonnes, dont

1 .. ~ 
-

on supposera les coefficients analytiques.

D opère de Q’(vi) dans ’(V2), de dans ~(V2) , etc.
D est appelé opérateur de Petrowski si (avec les notations précédentes) quel

que soi t (x1 , ... , x ) C IÎ , et quels que soient les nombres réels non tous
nuls f i , ... , 03B6n , la matrice

est de rang p (condition indépendante des captes choisies). Alors, les théorèmes
1 et 2 restent vrais pour .~.1 non com acte,. Les méthodes précédentes se généralisent
sans difficultés. Il faut utiliser D’ 1 qui est un (V2’ VI) opérateur différen-
tiel. (Pour û compacte, le théorème 1 est faux, le théorème 2 reste vrai, mais
2a est alors trivial).

6. Corollaires.

1. Soit ~. une variété analytique complexe connexe à 1 dimension complexe
(= surface de Riemann). On a donc n = 2 . Prenons Vl C , les formes de ty-
pe (0 ! 1) sur sont les sections d’un espace fibré V2 de base L’opé-
rateur f = a_f dz est un (V1 , V2) opérateur différentiel de Petrowski.

Les solutions de d"f = 0 sont les fonctions holomorphes sur 03A9 . Donc :

COROLLAIRE 1 (Behnke-Stein). - Soient .L~ une surface de Riemann non compacte,
0 un ouvert de 03A9. Pour e toute fonction holomorphe dans 0 puisse être appro-
chée par des fonctions holomorphes dans 03A9, il faut et il suffit que 0 = Ô ,
On déduit aisément de là que : toute surface de Riemann non compacte est une

variété de Stein.

2. Soit !l une variété analytique réelle non compacte, munie d’un dsz analy-
tique, positif non dégénéré. Soit VP l’espace fibré sur -CL des p-covecteurs
tangents. On a ~(Vp) _ ~ p ~ espace des p-formes différentielles à coeffi-

cients indéfiniment différentiables. Le laplacien 0394 = d à + à d est un (vP, Vp)



opérateur différentiel de Petrowski. Le théorème 1 va alors entrdner le

COROLLAIRE 2. - La cohomologie de 03A9 peut se calculer à l’aide des formes différen-

tielles à coefficients analytiques.

a. Soit 0( E iP telle qlle = 0 . Montrons que 03B1 est d-homologue à une

forme à coefficients analytiques. On a 03B1’ véri-
fie 039403B1’= d à a d 03B2 + a d 03B1’ = a d 0(’= a d a = 0 , d’où notre assertion.

b. Soit à coefficients analytiques, vérifiant o. = d/3 avec ~~&#x26;.~~
Montrons que « est d-bord d’une forme à coefficients analytiques. On a

6 = (d ô + ô d)03B3 , donc 03B1 = d ô dY = d03B2’ ; et 039403B2’= d ~~d03B3 + ô ~03B1 ;
comme est à coefficients analytiques, fi est à coefficients analytiques.
Le corollaire résulte alors du théorème de de Rham.

Le même résultat vaut pour les variétés kählériennes non compactes.

7. Noyaux élémentaires.

Nous nous placerons uniquement dans le cas de R (mais on peut généraliser
sans peine au cas des espaces fibres à fibre vectorielle sur une variété).

Rappelons qu’on peut identifier canoniquement ~ ( ~~ ) ~ (~s ~ ® et 1 t es-

pace des distributions sur Rn x Rn . Cette identification est telle que, si
N s’identifie à p ~ (D ~ 1 )N1 s’identifie à DN ~ et

(1 a Dt )N1 s’identifie à ND. Un élément ou de s’appelle
un noyau. Il est dit noyau élémentaire à droite (resp. à gauche) de D si, pour

toute on a DE 03C6 = BP (resp. E D 03C6 = 03C6) ; il est dit noyau élémentaire
bilatère de D s’il est noyau élémentaire à gauche et à droite.

THÉORÈME 3. - Si D est de Petrowski, D possède, un noyau élémentaire bilatère.

a. Soit 0 un ouvert .relativement compact de Rn . On a vu (lemme 1) que ?’

(complexe conjugué de D’) est un homomorphisme de dans Cet homomorphisme

est évidemment injectif. Son adjoint hilbertien : ( ~( °~)’ 1 --~ ~ ~, ~ )’ ~ est un
homomorphisme surjectif, donc t~, °- et ~ ~’ étant hilbertiens) admet un inver-
se à droite F ; 3 il existe une injection canonique de dans (5*C~)’ ~ donc
la restriction de F à 6~ ~ est un noyau élémentaire à droite de D au-dessus

de 0 .

, b. On a (théorème 1) D ’&#x26; = ~ . Donc, si F est un espace de Fréchet,
~D ® 1)( ~ ~ F) _ ~ ~ ~ (grâce au fait que ~ est un espace de Fréchet). On en



déduit, grâce à (a) , que (D e 1 ) (@à’ à F) = Q’ à F (de dnw qu’ on a déduit
D d5’ = éà ’ de D 8 = l§ au n° 3 , 4.) . Soient (Oi) un recouvrement localement
fini de Rn par des ouverts relativement compacts, (0() un recouvrement plus
fin avec à( C 0i , (03B1i) ùne partition de l’unité subordonnée à (0() , 03B2i une

fonction de égale à 1 sur 0j , Ei un noyau élémentaire à droite dans 0i .
NOtOnS Ài l’application g -* #ig de Q’ dans i§1, . Ceci Posé, xoit
f e D’ F . Posons gi = (Ei ~ i>  fli @ i> f . DanS °i À °j = °ii , gi - gi e8t

dans ’O’ij ê F et vérifie (D e Q (gi - gj) = 0 , donc (grâce à l’ellipticité
de D et à la théorie des espaces nucléaires) e8t dans ~O ~ F . Soit

ià
h = t 03B1i gi ; f - (D @ i) h e8t indéfiniment différentiable, car, dans °j

Donc il existe hl F vérifiant (D a 1 )h1 - f - (D ® 1 )h ~ d’où le résultat.
c. On a en particulier, d’après b., (D 3 1 ) (~~ ® ~ ) _ (~’e "&#x26; . Or, le noyau

identique I appartient à ,~ ( (~ ~ ~ic ) C ~, ( ~ ~ ‘~a ) _ (y~~~ ‘~ . Donc il existe
E 6 (~ ® ~ tel que 1 )E1 - 1 . On va déterminer un noyau E’ 1 tel que

Alors, El + E’ = E sera le noyau élémentaire bilatère cherché.

Or, le 2e membre de (2) vérifie (D 9 1 ) (I .. (1 a D~ )E~ ) - (D a 1 )I - (1 8 = 0

D’après les propriétés des espaces nucléaires, I - (1 . D’ )El é HD ~ ~c ~ , Comme
HD est un espace de Fréchet, le résultat de (b) montre qu’il existe E’ E 

vérifiant (1 8 D’)E’ = I - (1 8 d’où le résultat. 
D

COMPLÉMENT au théorème 3 : tout noyau élémentaire bilatère E de D est dans

® ~ et dans (ce qu’on traduit en disant que E est régulier), et, en
tant que distribution sur est analytique en dehors de la diagonale.

En effet, pour on a D(E’j» = ~ ~ donc Donc E ( (~) C ~ ~ et le
théorème du graphe fermé montre que E E  ( (~ ~ ~ ) _ ~® ~ , D’autre part, le
transposé de E est un noyau élémentaire bilatère de D’ , donc appartient à

(~~ ~ donc Enfin, on a (D 0 1 + 1 3 D~~ )E = 2I ~ et D ~ 1 + 1  D’

est un opérateur différentiel de Petrowski à coefficients analytiques sur
Rx Rn ; comme I a pour support la diagonale de Rn x la dernière assertion
en résulte.
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