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VII.1

§ 1. DEFINITION ET.PROPRIETES ELEMENTAIRES DES APPLICATIONS (p,g)-SOMMANTES

Définition : Soient une application linéaire T d'un espace normé E dans
un espace normé F, et deux réels 0 < p,q < +. On dit que T est

(p,g)-sommante s'il existe un nombre p > 0 tel que pour toute famille finie

X cea Xy d'éléments de E on ait 1'inégalité :

k 14 k 1
(z It x,]9" < psup (Z I<E, x>
i=1 gel'  i=1

17"

ou €' est la boule unité fermée du dual E' de E.

On note np (E,F) 1'ensemble des applications (p,q)-som ‘. t=s

et np (T) 1le plus petlt p vériliant 1'inégalité ci-dessus.

Proposition (VII ; 1,1)

n (E,F) est un espace vectoriel de norme T (.) siq =21,
Pyq P,q
de g-quasi-norme np q(.) si 0 < q < 1.

Démonstration : Montrons simplement 1'indgalité triangulaire.
Soient S,T € n_ (E,F).
P,q

Yo

k
Sigq=1, (= [(s+1)x %

k q
(= (lIs x, Il + Il x; )

<
i=1 i=1 y
k q k
< (= s x Y + (= v x I
i=1 i=1
k
T u < E,x.> P
< (n, ((8) + . (1)) Eegu(ifll £,x.>|")
k k
Si 0 <q <1, T [s+1) x| < ¢ (lIs xll « I x )4
i=1 i=1
k k
< v s x.]|?+ z I x. ||?
i=1 = '
qi
< ((n, ()4 (n fq\)")wp( | <€, x>
q p. Ece' i=1 1

! o T + < T 3 + (n 1
don (n (8 7)) ( p,q(a))q (ny (M) .
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Proposition (VII; 1,2)

Sip>gq, n (E,F) = {0
a) Sip>gq p,q( ) = {0}

€ E,F), alors T est bornée et !T|l < n T
o (BT ¢ l<n, (@)

=]

b) Si

c) Si F est complet, np q(E,F) est complet

d) Si S € T q(F,G) et T € L(E,F), alors ST € T q(E,G)*
Si S € L(FG) et T € E,F), al ST E .G
i ( ) e np,q( ), alors € np,q( )
Démonstration
a) Il suffit de prendre X{ = o0 = x =X £ 0
k Yq Yq
(= v <% = x [rx]
1=1
ko 1 %
sup ((Z |<€, x>P) = k|l
Eclr i=1
Le rapport de ces deux quantités n'est borné quand k - © que si lTx|! = o0

b) Evident.

c) Si Tn est une suite de Cauchy dans np (E,F), alors, d'apres

b) c'est une suite de Cauchy dans L(E,F) qui est un Banach. Il existe alor

T bornée telle que lim IT-T || = 0. Si = (T -T ) <e pour m et n 2 n_,
n p,q m n 0
alors, Kk 4 Kk P@
(2 It x. -7 x % < esup (T |<€,x.>|P) pourmun=n
io1 m i n i Ecer i=-1 i 0
et pour m - ®
k q k b
(g | x.-T x.“q) < &£ sup (= l<§,x.>|p) pour n = n
C o1 i n i Ece io1 i o
d!ov T-T < t T € E,F).
ou np,q( n) £ e Kp,q( ,F)
d) Si T' est la transposée de T, 3' la boule unité fermée du
dual F' de F Kk Dﬁ K
(= st x Y < o (s) suwp (2 [<n,T x>P)
i=1 . Psq neEdr  i=1 !
k 1p
< no (Sl osup (2 <l rn, x>|P)
Psq T]EG' i=1 1
k b
S T (ST sup (2 ]<E, x> ]F)

Eeer i
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L'autre propriété viént de
k Yy k 1q k Lp
(= llst 9 < Il (= Jr 19 < 8" x (1) sup ( T [<E,x;>I")
i=1 . i=1 ! P,q EcE' i=1

C.Q.F.D.

Définition : On appelle p-sommante une application (p,p)—sommante- On

oV o VP

L'inégalité vraie pour tous réels positifs a, : (z ai) < ( a, )
i=1 i=1

pour p < q entraine nr(E,F) < ", q(E,F) pour p < r < q.

notera n E,F ar n_(E,F t 7 T ar n_(T).
ra n, (E,F) par n (E,F) e p,plT) par m (T) )

™M~

i

§ 2. INEGALITE DE PIETSCH

Théoréme : Si E et F sont des espaces vectoriels normés et 0 <p < =,

1'application linéaire T de E dans F est p-sommante si et seulement s'il

existe sur €', boule unité fermée de E' muni de la topologie faible, une

Jprobabilité de Radon u et un nombre p > 0 tels que

¥ x €E fxl sp ([ |<&x|? a)??
| !

Le plus petit p vérifiant cette inégalité sera précisément np(T).

Démonstration

Si cette inégalité est vraie, appelons wp(T) ‘e plus petit p la

vérifiant., Alors,

k k P
”kae E, :'x.gee,v, P ,<§,x_>|p§ sup s |<§’xi>|
i=1 ' el i=1

¥k, ¥ X

d'ou

k k k
ol x P<p? [ (5 |<gx.>Pay = o sup (T [<g5x>|P)
i=1 1 e i=1 1 g€ i=1

et donc T est p-sommante avec np(T) < wp(T).
Inversement, supposons p-sommante, il existe alors p tel que

k
I ox P < o? sup (= |<§,x;>P)

k
b
=1 Ece'  i=1

1
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Pour toute fonction ¢ de l'espace des fonctions continues réel-

les Cléﬁ') sur €' muni de la topologie faible, pour laquelle il estﬁcompa

on pose

k k
s(¢) =  inf (sup (9(8) +oP = |<€,x.>|P) - = | |I?)
i . 1 . 1
Xl’""xk €EB gcl i=1 i=1

Evidemment, ¥ A >0, s(Ap) = As(9). Montrons que s est sous-additive.

Soient € > 0, et xl,...,xn.EE tels que, pour une fonction ?q € C]l(e.)’

k ok
s(py) = sup (9,(8) + P = |<g,x>|P) - 3z [rx P - ¢

gel! i=1 i=1
Alors,
k+1 p
s(pg+9y) < inf (sup (9, (8) + 9,(8) + oP 21|<§,xi>l ) -
1 1 ‘=
xk+1,".,xk+1€E el i
k+1
- % lrx, |IP)
. i
i=1
k+1
=sloy) - e+ inf (sup (9,(8)+pP T [|<€,x;
- [~ -=k 1
xk+1)"'7xk+1€E ge&l 1 +
k+1 o
i=k+1

A

s(oy) + s(9,) - ¢

et finalement
s(9,+9,) = s(9;) + s(p,)
De plus,

inf ¢(€) < s(9) = sup ¢(€)
ged! geé!

La fonctionnelle s étant sous-linédaire sur 0148'), le théoreme
de Hahn-Banach prouve l'existence sur Cléﬂ') d'une forme linédaire p telle
que

<¢,u> < s(p) pour ¢ € Cp(€')

Pour chaque fonction ¢ nen négative,
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ce qui montre que la forme linédaire u est positive et continue. En outre,

<l,p> < s(1) = 1 et <-1,u> < s(-1) = -1 montrent que <1,u> = 1.

On définit maintenant la fonction ¢ par w‘(é) = <g,x>. Alors,

'@le € Clée') et

s(-pPle I” = sup  (-oPlo (8)]"+ oP<g,x>|P) - i1 x|P
sce :
d'ou I xIIP o <Plox lp, 4>
. b
c'est-a-dire M xll < p(f ]<§,x>|p du)

d'

puisque | est une probabilité de Radon sur &',
On en déduit o (T) < n (T), d'ou finalement w (T) = n_(T)
p P p P
C.Q.F.D.

Proposition (VII 3 2,1)
Si 0 <p<gq<4+=, n (E,F) <n (E,F) et n (.) =2 n (.
$i0 < p <q <em, 5 (BF) €5 ( () 2 ()

Démonstration

o s . . cY i+ 2,
Si T est p-sommante, il existe sur €' une probabilité u

telle que ¥ x€E [T x!! < n (T) ([ [<§,x>|p dpfp et si r est tel que
| p J

1 1 1 (A

- - = -

r q p

o , wo Ya
Tl < = () (f8"<§,x>“ dp) < ﬂp(T)(fe'irﬂu) (ue'l<§,x>lqdu)

ce qul prouve que T est gq-sommante avec T (T) =7 (T)-
4 a 1 q P C.Q.F.D.

Proposition (VII 3 2. 2)

Une application p-sommante (avec 0 < p <

OD) transforme toute

suite faiblement convergente en suite convergente.

Démonstration
Si x, — 0 fuiblement dans E, ulors 9 - 0 en tout point de &',
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ou ?h est définie par @n(i) = <§,xn>. De plus, il existe T tel que ¥n,
Han < 7T et donc ¥§ € &', I¢n(§)l < gl Hxn” < 1. Le théoreme de convergenc

de Lebesgue prouve alors que

lim [ |<§,x >]p dp = O, d'ou 1lim Ih‘an = 0
n—wo "’ & n n-+o C.Q.F.D.

§ 3. UNE FACTORISATION DES APPLICATIONS p-SOMMANTES (p = 1)

Proposition (VII;: 3,1)

L'injection canonique de C(K) danswkp(g,g) ou K est un compact

et_u une probabilité sur K, est p-sommante et de norme égale a 1.

Démonstration

Sur C(K) on définit les formes lindaires bornées 6t’ t € K, par

by ,x> = x(t), da'ou ”6tH = 1, Alors, si ﬁi est la p-classe d'équivalence

de X;, on a pour tous Xpseee Xy € E

k PN k " 1\’ k p
Eolglp = = 0o dx (P a = [ v f<e,x>Paw < sup T <Ex;>
e K i-t Jellst =1

C.Q.F.D.
Proposition (VII; 3,2)
Llapplication identique I de L,(K.u) dans L (K,u), od K est un

compact et . une probabilité sur K, est p-sommante.

Démonstration

Lm(K,u) est une C*-algébre. D'aprés le théoreme de Guelfand,
Lm(K,u) est isomorphe & C(K*), espace des fonctions continues sur 1l'ensem-
ble K¥ des idéaux maximaux réguliers de Lm(K,u) 3 K* peut étre plongé dans
le dual de Lm(K,p), on le munit de la topologie induite par la topologie
faible sur (L_(K,p))'. Alors, K* esi compact.

Soit A 1'isomorphisme entre L_(K,u) et C(K¥*). Pour g € C(K¥)
1'application p* donnée par p*(g) = p(A-lg) définit une probabilité de
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Radon sur K*, D'apres la proposition précédente, l'application canonique
I* de C(K*) dans Lp(K*,u*) est p-sommante. L'image par I* de C(K*) est
dense dans L (K,u). On peut alors définir un isomorphisme isométrique L -
Lp(K*,u*) dans Lp(K,u). D'apres la proposition (1,2,d), I = BI¥*A est
p-sommante.

I
Lm(K,H) —_— LP(K’U)

AJ TB
13
C(K*) LP(K*’“*)

C.Q.F.b.

Proposition (VII ; 3,3)

Si T : E ~F est p-sommante (0 < p < ®), et M un sous-espace de

E, alors Tl’ restriction de T a M, est p-sommante.

Démonstration

En effet, la restriction a M d'une forme linéaire sur E de norme
< 1 est une forme linéaire sur M de norme < 1. En appelant ' la boule

unité fermée de M', dual de M,

k b k ¥p k
(= lrx Py = (zlrx?) <o sup (= |<g,x>P) =
i=1 i=1 geer  i=1 t
k
<p sup (% |<n,x.>|P)

nelt  i=
€ 1=1 C.Q.F.D.

Proposition (VII ; 3,4)

Pour qu'une application T : E - F soit p-sommante (1 = p < ?l¢

il faut et il suffit qu'il existe un compact K, une mesure de Radon u sur

K et un sous-espace fermé de Lp(K,u) muni de la norme induite tels que T

soit égale au produit d'une application T1 p-sommante de E dans S et d'une

application continue T, de S dans F, de norme égale a n (T).
= P

Démonstration

C'est évidemment suffisant d'apres la proposition (1,2,d). Inver-
sement, a tout x € E, on associe la fonction 9 de C(&') définie par
X

¢x(§) = <€ ,x>, On prend pour compact K = &'  pour mesure pu la probabilité
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de Radon de 1'inégalité de Pietsch. Si I est 1l'application canonique de
C(K) dans L (K,p) et P l'application de E dans C(K) telle que P(x) = Py
on a np(I) = |||l = 1. Prenons pour S la fermeture dans Lp(K,u) de IP(E).
On peut alors définir sur S une application Q dans F telle que Q(@x) = Tx

ou @x est la classe d'équivalence de 9, dans Lp(K,u); Q est bornée car :

@)l = Irxl = (M I<e? ) = wmlly = w8l
p

Soit I1 la restriction 3 P(E) de I. D'aprés la proposition précédente,

I, est p-sommante, et np(Il) < 1. Comme T = Q I P,

|

n () = [IPle (1,).1le]l < [lafl, a'od finalement = (T) = [ail.
e T, cm 1., Ly (K, )
P L Q
E ______P(E) .8 T . C.Q.F.

Remarque : On obtient le méme résultat en remplag¢ant C(K) par Lw(K,u),
d'aprés la proposition (3,2).




