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VII.1

§ 1. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES APPLICATIONS 

Définition : Soient une application linéaire T d’un espace normé E dans

un espace normé F, et deux réels 0  p,q  +00. On dit que T est

s’il existe un nombre p &#x3E; 0 tel que pour toute famille finie

xl’... ,xk d’éléments de E on ait l’inégalité :

où 8’ est la boule unité fermée du dual E’ de E.

On note n p,q (E,F) l’ ensembl e des applications 

et 11: p,q (T) le plus petit p vérifiant l’inégalité ci-dessus.

Prop~osition (VII ; 1,1~
71 (E,F est un espace vectoriel de norme n 1,

de q-quasi-norme 7t ( . ) si 0 ° c  1.

Démonstration. : Montrons simplement l’inégalité triangulaire.
Soient plq (E,F).
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proposition ~VII ; 1,~2~

Démonstration

a) Il suffit de prendre

Le rapport de ces deux quantités n’est borné quand k -~ ~ que si IIT x Il = 0

b) Evident.

c) Si T 
n 

est une suite de Cauchy dans 71 p,q (E,F), alors, d’après

b) c’est une suite de Cauchy dans L(E,F) qui est un Banach. Il existe alor

T bornée telle que lim

alors, il

d) Si T’ est la transposée de T, 31 la boule unité fermée du

dual F’ de F
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L’autre propriété vient de :

On appelle p-sommante une application (p,p)-sommante. On

L’inégalité vraie pour tous réels positifs

pour p  q entraîne

§ 2. INEGALITE DE PIETSCH

Théorème : Si E et F sont des espaces vectoriels normes et 0  p  °°,

l’appl_içation linéaire T de E dans F est -sommante si et seulement s’il

existe sur S’, boule unité fermée de E’ muni de la topologies faible une

robabilité de un nombre p &#x3E; 0 tels que

cette inégalité sera précisément  (I’.
_2_ p

Démonstration.

Si cette inégalité est vraie, appelons cu p (T) le plus petit f) la

vérifiant. Alors,

d’où

et donc T e st p-sommante avec n 
P 
(T) ~ w 

P 
(T). ’

Inversement, supposons p-sommante, il existe alors p tel que
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Pour toute fonction ~ de l’espace des fonctions continues réel-
les sur er muni de la topologie faible, pour laquelle il e st compa
on pose :

Evidemment, + x&#x3E;0, s(~~~ - Montrons que s est sous-additive.

Soient e &#x3E; 0, et xl,...,x EE tels que, pour une fonction p. 6 C

Alors,

et finalement :

De plus,

La fonctionnelle s étant sous-linéaire sur C IR( e, i ), le théorème

de Halin-Banach prouve l’existence sur C ( ~’ ~ d’une forme linéaire Il telle

que

Pour chaque fonction non négative,
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ce qui montre que la forme linéaire g est positive et continue. En outre ,

1,~&#x3E; ~ s(1~ - 1 et -1,~&#x3E;  s(.-1~ - -1 montrent que 1,~&#x3E; = 1.

, ,, 

On définit maintenant la f onction ~x ~, x&#x3E;. Alors,

d ’ où

c’est-à-c1ire

puisque n est une probabilité (It- Radon sur ~’ .

On en déduit (t) ~~ (T ~ , d’ où 

C.Q.F.V.

Proposition ?,1~

Si T est p-sonunante, il existe sur et HIle 1)robabilité 4
-- 1 ~,.

ce qui prouve que T est q-sommante avec

Proposition (VII; 2,2)
Une application p-sommante avec 0  P  °° transforme toute

suite faiblement convergente en suite convergente.

Démonstration

Si x 11 - 0 faiblement dans E, ’ en tout point 
n 

’ n
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où ~ 
n 

est définie par (p n ( ~~ - ~,x n &#x3E;. De plus, il existe T tel que Vn,

ï et donc ¥s E ~’ , I. Le théorème de convergenc

de Lebesgue prouve alors que

§ 3. UNE FACTORISATION DES APPLICATIONS p-SOMMANTES (p h 1 )

Proposition (VII; 3,1~

dans..L ( K , ~_ où 
à 1.

Démonstration

Sur C(K) on définit les formes linéaires bornées b., t E K, par

8t,x&#x3E; = X(t), d’où 118t = 1. Alors, si xi est la g-elasse d’équivalence
de xi, on a pour tous E E

C.Q.F.D.

Proposition (VII; 3 , 2 ~

L’application identique I de L où K est un
"’  "&#x3E; ’ "" P 

’

une probabilité est p-sommante.

Démonstration

L,,(K,4) est une C-,",-algèbre. D’après le théorème de Guelfand,

est isomorphe à C(K{~), espace des fonctions continues sur l’ensem-

ble K* des idéaux maximaux réguliers de K{~ peut être plongé dans

le dual de on le munit de la topologie induite par la topologie
faible sur (Loo(K,~»’. Alors, K* est compact

Soit A l’isomorphisme entre et C(K~~~. Pour g E C(K*)
l’aPPlicati°n o" donnée par = définit une probabilité de ^ ,
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Radon sur K*. D’ après la proposition précédente, l’ application canonique

1* de dans L est p-sommante. L’image par est

dense dans L P (K, Jl). On peut alors définir un isomorphisme isométriqu.e l, dt

Lp(K",4*) dans L 
p 

D’après la proposition (1,2,d), 1 = est

p-sommante.

Proposition (VII; 3,3)
Si T : E - F est -sommante (0  p  ~ et M un sous-espace ne

E, alors Ti, restriction de T à M est -sommante.

Démonstration

En effet, la restriction à M d’une forme linéaire sur E de norme

s 1 est une forme linéaire sur M de norme - 1. Eii appelant in’ la boule

unité fermée de M’ , dual de M,

Proposition ~VII ~3,4~
Pour qu’une application T : E - F soit p-sommante 1 ~ p  ~~

.1 faut et il suf f it u’ il exist,e un compact K une mesure de Radon n sur

K et un sous-espace fermé de L muni de la norme induite tels que T

soit égale au produit d’une application T1 -sommante de E dans S et d’une

application continue T2 de S dans F, de norme égale à 
- -  P

Démonstration

C’est évidemment suffisant d’après la proposition (1,2,d). Inver-

sement, à tout x E E, on associe la f onction ~ 
x 

de C(1’ ) définie par

x (§) 
n ,x&#x3E;. On prend pour compact K =. pour inesui--e 4 la probabilité
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de Radon de 1’inégâlité de Pietsch. Si I est l’application canonique de

C(K) dans L (K,g) et P l’application de E dans C(K) telle que 
p x

on IIPIL = 1. Prenons pour S la fermeture dans de IP (E .
On peut alors définir sur S une application Q dans F telle que Q{~ ) = T

x x

où $ x est la classe d’équivalence de 
x 

dans Q est bornée car :

Soit Il la restriction à P(E) de I. D’après la proposition précédente,

Il est p-sommante, 1. Comme T = Q 11P,
d’où finalement x P (T) = 

Remarque : : On obtient le même résultat en remplaçant C(K) par 
d’après la proposition (3,2).


