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1. 

Nous rappelons une cara,ctérisation des fonctions aléatoires

linéaires continues sur iin Banach donnée par NIKISIN da.ns r9l et

donnons quelques a.pplications de cette caractérisation aux opéra-
teurs p-radonifiants. Nous montrerons a,insi la conjecture suiva,nte

de PIETSCH - "tout opérateur p-sommant d ~ un Bana,ch da,ns un autre

avec est 0-sommant au sens de MAUREY [2J a

trouvé une démonstration très différente de cette conjecture.

§ i . NOTA‘f I ONS , 

Dans tout cet exposé. E désignera un espace vectoriel

p un élément de [O}oo], 0 un espace topologique sépare et P une

probabilité de Radon sur 0 ; sur J ex (ce&#x3E;0) désignera la

jauge de l’ensemble équilibré v 

si G est un espace normé, DG désignera sa boule unité et G)

1 espace des P~cla,sses de fonctions étagées s va,leurs dans G.

Soit alors F&#x3E;0 et (n,P,L) une fonction aléa,toire sur E
une application L de E dans e

Définition 1.- On appelle de L, toute fonction

aléatoire sur E pour laquelle il existe 0 de 
1: e

tel que 1 L(x), pour tout xEE.

Trivialement, toute 1-tronquée d’une fonction aléatoire linéaire

est une fonction aléatoire linéaire ; si E1 est un autre espa,ce

vectoriel, u une application linéaire de E sur E et (Q,P,L ) une1 c

c-tronquee de L, a,lors (Q,P,L 8 ou) est une e-tronquee de o

Définition 2 ® Si E est un espa,ce vectoriel topologique,
la fonction aléa,toire L est dite continue (ou de type 0) si

L est continue ; elle est dite de type p9 ’1 si L est à

valeurs da,ns et si L : est continue4t a



2.

Soit G un Banach, une fonction aléatoire linéaîre

sur GI et gL la mesure cylindrique sur G associée à L. Notons que

pour tout réel 

est défini comme dans [61, 

Nous avons équivalence d’une pari ( d 1 après MVAPIEN) de :

a) gL a une image dans qui est de Radon 9

b) L(U ) est latticiellement borné dans 
c) pour tout réel e&#x3E;O, il existe un réel R E: &#x3E;0 tel que

pour to,ite partie finie S de UGi ;
~ES 

° 
" 

"

et d’autre part (dvaprès SCHWARTZ, F6], Prop ’~ ~ ~ de :

de Radon sur G i .

b’ ) L est décomposée, 1 c+est-à-dire il 1

P=Lusin mesurable telle que pour tout xEG, la classe

de est égale à 3

~ ~ ~ pour tout réel il existe un compact K de G tel

que P (sup ~ pour toute partie finie S de Ko ®
XES 

Remarque 1 ~ ~ Le lecteur pourra trouver aus si une preuve com-

plète de ces équivalences dans [8].

Remarque 2.- Dans el) on peut prendre pour K 
Ir 
un compact

faible et ainsi c) etc y) sont équivalentes si G est réflexif. Il

Remarque 3.- Si et 9décomposent (0,P,L), alors y et q)’
sont égales P-presque partout d9après la proposition (XIII,3 ; 1~
de SCHWARTZ dans [6].

Soit (O,P,10 L ( =(QPL ) une e-tronquée de L.i a

Si L est décomposée par (p , alors L est décomposée par 
° ’ 
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pour tout réel a&#x3E;0.

Nous obtenons immédiatement la, proposition suivante :

Proposition.- Soit G un Banach et (0,P,L) une fonction aléa-
toîre linéaïre sur Gl. Alors:

1) si our tout c&#x3E;0, il existe une de L décompo-

sée, L est décomposée;
2) si, pour tout £&#x3E;0, il existe une c-tronquée de L soit L ,

-.-.....--... --..- 
. c

telle que soit latticiellement borné dans 

est latticiellement borné dans L0(n, P) ;
3) si L U G ’) est latticiellement borné dans existe

pour tout £&#x3E;0 une 8-tronquée de I~ de type infini.

Soit maintenant G et F deux Banach et u un opéra.teur linéa,ire

continu de G da,ns F.

Définition 3. ® u est dite (p, 0)-radonif iante de G dans Fa
(resp. de G dans si pour toute probabilité cylindrique
~ sur G de type p, u(~) est de Radon sur F (resp.a une image dans

o(F",FY) de Radon). Nous dirons u 0-radonifiante au lieu deu (, 0) °

radonifiante.

Donc, u est (p,0)-radonifiante de G dans F (resp. de G 

si et seulement si pour toute fonction aléatoire linéaire sur GI

de type p, soit (O,P,L), Lou’ est décomposée (resp. est

latticiellement borné dans L (0,P)).

Définition 4. m Si u est dite p-sommante si pour toute

suite (x ) dans G scalairement de puissance P-ième-somma,ble,n n i. 

(u(x )) est de puissance piémesomma,ble.

Alors, u est p-sommante si et seulement si il existe un

réel K&#x3E;0 tel que
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pour toute probabilité de Ra,don p sur G â, support fini. On note

x (u) le plus petit K vérifiant l ’inégalité ci-dessus.

u est dite 0-sommante au sens de KWAPIEN et} si, pour tout réel

il existe deux réels &#x3E;0, K et 8, tels que

ponr toute probabilité de Radon y sur G â, support fini. 
° 

.

p (G,F) désignera. l iensemble des opérateurs p-sommants de G

dans F.

Remarque 5.- Diaprés 1°erratum de [6J et diaprés [7], u est

. p-sommante si et seulement s’il existe un compact K, une

probabilité de Radon v sur K, un sous-espace vectoriel fermé S de

LP(K,v), muni de la topologies induite par celle de une

application linéaire continue u 
0 

de G dans et une applica-
tion linéaire continue u2 de S dans F, telle que u admette la fac-

torisation

_ 

1,j injections naturelles

§ 2 . ENONCE ET THEOREME FONDAMENTAL.

Définition 50~ Soit E un espace vectoriel topologique
et ; n01lS dirons que E vérif ie la condition (C ) si, pour

P
tout £&#x3E;0 et pour toute fonction aléatoire linéaires continue sur E,

soit il existe une £-tronquée de L de type p.
Si E vérifie (C 9 il vérifie aussi trivialement (C ) pour

p , q
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tout qE]O, p] ; nous poserons = sup tp ; E vérifie (C P
Si E est un Banach de dimension finie, E vérifie (C~~~ d’ a,près

la partie 3) de la proposition puisque toute mesure cylindrique sur
E’ est de Radon sur à(E’,E)..

Remarque 6.- Par définition même, si E est un espace

normé vérifiant (C ) , alors est partout dense dans

pour P tout 
Théorème 1.- a) Tout espace localement convexe E vérifie

(C ) pour ( a(E) ? 1.
p 

.r_,..._._. _,.._..._

b) Il existe des Banach, E ne vérif iant pas (C (il en_-. o __ 

est ainsi de 

c) Si E est un Banach isomorphe à un sous-espace vec-

toriel fermé avec S ~ espace mesuré,
alors E vérifie (C P pour tout p6]0, min (q,2».

Le résultat a) dans le cas où E est un Banach (resp. le :

résultat c~~ est une conséquence immédiate du théorème 1 (resp. du

théorème 2) du §2 de l’article [9] de NIKISIN. Notons que. nous
avons démontré dans [10J le théorème énoncé ci-dessus sans connaî-

v .

tre cet article de NIKISIN dans [9].

Nous allons donner une preuve des parties a) et c) du
théorème 1 (la preuve de b) sera établie dans le corollaire 5 du

§3). Pour montrer ce théorème nous avons besoin de lemmes préli-
minaires ; le théorème 1 sera une conséquence immédiate des 2 derniers

lemmes (lemmes5 et 6).

Commençons par énoncer les lemmes.

Lemme 1.- NIKISIN [3 ou 9].- Soit 0 un espace topolo-
gique séparé, P une probabilité de Radon sur 0 et 1 un entier &#x3E;0.

Soit aussi A. et B. (i = 1, ..., l3) des parties P-mesurables de Q.
. 

... , ..

Si les A. (i=l, ...,l3) sont disjoints 2 a 2, alors il existe 1
. .. 

Q

entiers il,...,11 tels que et tels que
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donc tels que

Lemme 2.- Soit E un espace vectoriel, (0,P,L) une fonction
aléatoire linéaire sur E, 1 un entier &#x3E;2, R un réel &#x3E;0 et % un

réel &#x3E;0. Soit U une partie dîsquée de E telle que

Alors, il existe sigl 3 éléments de U 9 soit ue

Lemme 3.- Soit (S,j,~1), deux espaces mesurés,
r et q deux réels :1. Si F est un Banach isomorphr % 11n sous-

espace (fermé) Fl de si n éléments de

et éléments de F, alors il existe n réels

que

avec est une suite de
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Rademacher sur (n,P) et d(F,F 1) = inf Il T Il il T-’ Il , la borne inférieure

étant prise sur ltensemble des isomorphismes T de F sur Fi

q 

Lemme 4.- Soit E un Banach isomorphe à un sous-espace

Fi d’un avec Soit une fonction aléatoire

linéaire sur E, R un réel &#x3E;0 un réel &#x3E;0. Soit 1 un entier &#x3E;2.

Supposons que U= U vérifie la condition (1) du lemme 2. Alors, on

a (2) avec P=M ’

Lemme 5.- Sous les hypothèses du lemme 2, il existe

une partie P-mesurable de 0, soit 01&#x3E; telle que

pour tout réel y~l, avec

Lemme 6.- Sous les hypothèses du lemme 4, il existe une

partie P-mesurable de 0, soit °1’ telle que

pour tout réel avec min(q,2~ (M 
q 

étant

défini comme dans le lemme 4~.

. Preuve partielle des lemmes.- Nous ne démontrerons pas
les lemmes 1 et 3. Le lemme 2 (resp.le lemme4) résulte du lemme 1

(resp. du lemme 1 et 3). Le lemme 5 (resp.le lemme 6) résulte du
lemme 2 (resp. du lemme 4).

.Preuve des lemmes 2 et 4.- Supposons (1) vérifiée.
Posons pour tout xEU et tout réel 2(3R) et

Supposons qu’il existe 13 éléments de U, soit 
xl’ ...,x l 3’ 

tels que



8.

Posons alors

-
les Ak (k=l,...,13 sont disjoints 2 à 2, donc par le lemme 1, il

existe 1 entiers que

vérifie

er
1 cas :

Alors, sur

U partie disquée de E

donc, pour

ce qui contredit l’hypothèse (1) du lemme 2. Nous en déduisons le

lemme 2.

(k ~ 1 ~ ~ ~ ~ y 1 ~ 0 Alors

et d’après le lemme 2, il existe 1 réels F 1 ,...fF 1 tels que 1

~~=l,.o.,l~ et tels que n 
,
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Comme sur n’

nous avons, en posant

donc

ce qui contredit (4). Nous en déduisons le lemme 4~

-Preuve des lemmes 5 et 6.- Si U est comme dans le lemme

2 (resp. comme dans le lemme 4) par récurrence on déduit du lemme 2

(resp. du lemme 4) qu’il existe une partie ~" de 0 telle que

avec P=l (resp. 
q 

1I/min(q,2) ); ° nous en déduisons facilement
q .

le lemme 5 (resp. le lemme 6).

émontrons maintenant les parties a,) et c) du théorème 1.

Montrons a). Soit E un espace localement convexe, p dans ]0, li, c&#x3E;0

et une fonction aléa,toire linéa.ire continue sur E. Soit 1 un

entier tel que 1 &#x3E; (ce qui est possible puisque y(1)11, quand

Itoo) ) et posons = 2;.loo et = E.p 
1

L étant continiie, il existe un voisinage disque de zéro dans E,

soit V tel que sup P()lj(x)) &#x3E; 1) ig 7 ; ; d’où, par le lemme 5
é, 

x EV
c
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(applique a U=V ) et la théorie de 1"intégrale Riemann-Stieljes
il existe une partie Ide 0 telle queco,

et L : ~-~1 ~~ L(x) est une c-tronquée de L de type

p sur E8 
e 

Notons que si E est un Banach, on peut prendre V =R UEe e lit

avec R &#x3E;0.
c

Montrons c Si E est un Banach isomorphe à un sous-espace d’un

on peut d7après le lemme 6, remplacer par

ylt (1) ; et comme quand 1t001 on montre de manière ana-~

logue que E vérifie (C ) pour tout p dans 
p

Remarque 7.- Si E est un Banach et si

on peut prendre dans la preuve ci-dessus de a),
et V =E si b =0 9 et alors

6 ~:

Nous en déduisons le

Théorème 2.- So it E un Banach ; alors; our tout &#x3E; et

tout il existe deux constantes &#x3E;0, K=K et T~~~ -j telles
. p , t. 

201320132013"- 

p = ~.
que pour toute fonction aléatoire linéaire continue 
il existe 

&#x3E; 

une E.-tronquée de L, soit vérifiant 

Remarque 8.- La partie a) du théorème 1 donne une 

térisation des parties convexes bornées de 
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§3. APPLICATIONS des THEOREMES 1 et 2 et PROBLEMES.

Théorème 3.- Soit G et F deux Banach arbitraires. On a

n0(C,-, F) = Tup(C,,F), pour tout p dans [0,l[. Q

Démonstration.- Nous savons déjà que n (G,F) pour tout
réel D’autre part soit uE7 (G,F) ; grâce au théorème 2 et à la

remarque 4, nous avons -

pour tout £&#x3E;0, tout (0,P) et tout (p d ’ où (G, F) .

Remarque 9.- MAUREY [21 a montré que si p (G,F) pour un p
de ~0,1C, alors sup x (u)  +°° ; nous ne savons pas éta,blir ce résultat

p&#x3E;0 P

par notre méthode.

Théorème 4.- Soit G et F deux Ba.na,ch ® Si G’ vérif ie (C ) tout
201320132013201320132013201320132013201320132013 p

opérateur 0 -radonifiant de G dans F (resp. de G dans 6 F" Fg
est 0-ra,donifia.nt de G dans F (resp. de G .

Démonstration.- Soit u : G -~ F un opérateur (p,0)-ra,donifia,nt
de G dans F (resp. de G dans 6(F",FY)) et soit (O,P,L) une fonction
aléatoire linéaire continue arbitraire sur G’. G’ vérifie (C p), pour

tout c&#x3E;0 il existe une £-tronquée L 
El 

de L de type p. Par suite, pour

tout c&#x3E;0, L o u’ est une 8-tronquée de (Q,P,Lou’) décomposée (resp.
c 

avec latticiellement borné dans par la

partie 1 (resp.2) de la proposition du §1, est décomposée

(resp. est latticiellement borné dans Nous en

déduisons que u est 0-radonif ia,nt de G dans F (resp. de G dans

.
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Corollaire 1.~ Soit G et F deux Banach arbitraires et u un

opérateur linéaire continu de G dans F. Si u est (p,O)-radonifiant
de G dans F (resp, de G dans pour un certa,in p de 

u est aussi 0-radonifiant de G dans F (resp. de G dans 

Corollaire 2.- Si G est un Banach dont le dual vérifie (C )
, 

P
pour un certain alors

. ~~ p ~G$F~ = ~, o (G,F~ , pour tout Banach F.

Démonstration. - On a 

D’autre part, soit u E x (G,F~. D’après SCHWARTZ 
u est (p,O)-radonifîant de G dqzns puisque donc, y par

le théorème 4, u est 0-radonifiant de G dans (F,F Enfin diaprés
SUNYACH [7], u est 0-sommant. o

Rem4rque 10.-~ Le théorème 3 ne peut se déduire à priori du

Corollaire 1, car si on ignore si un opérateur p-sommant de G

dans F est (p,O)radonifiant de G dans 

Remarque Soit G un Banach. S’il existe tel que

pour tout Banach F, GI vérifie-t-il la condition

(Cp) ? .

P

Grâce à la partie c) du théorème 1, le corollaire 2 donne le

corollaire 3.

Corollaire 3.- Si q est un réel &#x3E;1 et (Se,g)
un espace mesuré, on a

pour tout

p dans et -tout Banach F. o
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,
Corollaire 4. -(NIKISIN [4]).- Pour tout p dans [l,oo[

Plus précisément, si 1p2, 19 ne vérifie pas la condition-(C_ ___ ..’ 
. 

. P

Démonstration.- Nous savons déjà que 
Pour montrer le corollaire 4, nous utilisons la remarque 11.

Si p est dans ~2,~°~, on a d’après PIETSCH [5, exposé 31, p.201

pour tout réel et comme par MVAPIEN El],

pour tout Banach E, on en déduit que

D’autre part, si 1p2 (resp. p = 1) et si (a est un élément de
1 

nn

l P, tel que E ja n 1 p(1 + = +00 , l’ o p érateur u : ( x) .... 
n 

n I;a n n n n n n

de lp dans lP (resp. de c 
o 
dans 11~ est p-sommant (trivial) sans

être 0-sommant d’après le théorème (XXVI,4 ; 1) de SCHWARTZ [6J.

Donc, si p E ne vérif ie pas (C ).
, 

p

Problème 2.- Si p E [2,00[, ip vérifie-t-il (C ) ? Notons que
si la réponse au problème 1 est oui, la réponse à ce nouveau pro-

blème sera oui éga,lement, d’après (5).
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