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§ 1. APPLICATIONS p-SOMMANTES, POUR p REEL £ 0

Soient E et F deux espaces de Banach, et u € L(E,F). Nous
dirons que u est p-sommante, 0 < p < +®, s'il existe une constante p

telle que pour tout systeme fini (x

E,
1,x2,“,q,xn) de vecteurs de
on ait
n 1 n 1
(1) (2 flu=)IP) b o< o sup (T |<x;, 8] U

i=1 geB' i=1

(o B' désigne la boule unité de E'). On désigne par np(u) la plus
petite constante p telle que la propriété ci-dessus soit réalisée, et
on pose np(u) = +° s'iln'en existe pas, On désigne par np(E,F) 1'ensem-

ble des applications u € L(E,F) telles que np(u) < 2,

En fait, il n'est pas nécessaire que F soit un Banach dans ce
qui précede. Il suffit que F soit q-normé, avec 0 < q < 1, c'est-a-dire

que la fonction y - HyHF soit telle que :

y=o0 =yl -0
Iyl Ayl

Iy + 2| < llyll® + [l2]/®

A

On dira que F est quasi-normé s'il est g-normé pour un certain
9, 0 <qs=1,

4+ % =0, a + ® = ®, nous donnons

D'autre part en posant )

"6::
‘un sens aux deux membres de (1) lorsque p est strictement négatif.

Nous prendrons ce qui précede pour définition des p-sommantes pour P # 0.



Le but de ce qui suit est la démonstration de la conjecture
suivante, énoncée dans [3] : toute application p-sommante pour un p < 1,

est r-sommante pour tout r > -1,

Notons deux propriétés tres faciles

Proposition 1

oo

¥p 40 x(wevouw = | [lul = (v)

Proposition 2 : Si F est p-normé, 0 <p <1, u -~ np(u) est une

p-norme sur np(E,F).

Théoreme 1 : Soient u € L(E,F), et p # 0. Si u est p-sommante, il
existe une probabilité de Radon p sur la boule unité B' de E, munie de
la topologie o(E',E), telle que :

v
¥x € E ”u(x)“ < np(u), (I|< x, §>|pdu(§)) p

Démonstration : Ce théoreme est connu pour p > 0, (voir [2]).

Nous allons en esquisser la démonstration pour p < 0.

Soit Q le cdone convexe ouvert dans C(B') formé des fonctions
strictement négatives. D'autre part 1'ensemble des fonctions sur B' de la

forme :
o(x)(8) = ~(n, ()P Zl<x;, &>[P + Elux))P

constitue quand (x) = (xl,oao,xn) varie un cone convexe C' de fonctions

continues a valeurs dans R ne prenant pas la valeur +%,
Posons : c={fec(B) TIgec, g= £}

C est un céne convexe dans C(B'), et 2N Q = @.



Il existe donc(Hahn-Banach)une probabilité de Radon p sur B', telle que
¥fece u(f)=zo0

Seit g € C', g = 1iﬂ1& {sup(g,-n)}, donc : p(g) =0, d'on le

n—®

résultat en prenant :
g(8) = lu@IP - (x (2))P|<x,8>(7

- On démontre assez facilement les corollaires suivantes :

Corollaire 1 : p - np(u) est une fonction décroissante.

Corollaire 2 : Rangu 2 2 = n_l(u) = 4+

Corollaire 3 : Si F est un Banach, et si u € np(E,F), p <0, uest
approximativement O-radonifiante de E dans o(F",F'),

Soit y  la probabilité sur R telle que :
F - el , 0 <p<2

Soit d'autre part (Zn) une suite de variables aléatoires

indépendantes sur un espace de probabilité (Q,p) suivant la loi ypa

Pour toute suite (an) € 1P 1a série Zan Zn(w) converge dans

L°(Q u),et a pour loi 1'image de v, par 1'homothétie t = ||of p-t
1



Soit alors -1 < q < 0, On a donc

(17,2, 1% a(@) Y0 < ], (72 u] ey (@) Vo

—

@ /
Or y_ admet pour densité ér;-lrlp, qui est une fonction C , donc bornée
p

a l'origine. Par conséquent :
ff: [ulq dyp(u) < 4o
Finalement :

lell = cqr (F12e,2, () [Yan () V.

Le theoreme suivant est une extension des résultats de

L. Schwartz [6]. La méthode de démonstration est identique.

Théoreme 2 : Soit 0 < P < 1. Toute application diagonale 1?__2_,1p

est gq-sommante pour tout q > -1,

(“((xn)nen? = (anxn)nEDJ’ avec 2'“2' < +o,)

Démonstration : Soit Zn la suite de variables aléatoires introduite

ci-dessus. Montrons que :
L pos, 2|anZn(w)l est convergente.

D'apres le théoreme des 2 séries de Kolmogoroff, il suffit

pour cela que :
ZPr (0 Z >1) < 4
nn

et : I Esp(lanZn|') < +o ou Ianan' = Ianan si ’anan <=1, 0 sinon.



Désignons par ep(x) la densité de Ty On sait qu'a 1 infini,

Op(x) _ x P! La premiere série s'écrit :

2z [1/ y op(x)ax ~ 22 o |7 < e

La deuxieme s'éerit :

1/ _
2% locnl”hro lan| xep(x) dx o 2% locn|° |315-n|1—p = 9% lanlp < 4o,

Par conséquent, w = (a Z (w)) nEN est une application

mesurable de Q dans 11, Soit v 1'image de p sur 11 par cette appllcatlon,

Si x = (xn) € 1m, on a :
“a(x)“lp < cq(jlzanxnzn(w)lq du(w))l/q = cq(j|<;,g>|qdv(g))q

Soit (x xk) un systeme fini de vecteurs de 17

TRARES
k
Z, Ha(xi)nq 2 (Cq)qi§1 Il<xi,§>|q av (g)

2 (c )% inf . |<x;, ) [llgl%av (&)
st i=1

C'est-a-dire apres élévation a la puissance 1/q

m (@) Cq°(JH§quv(§))1/q < 4@
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§ 2. APPLICATIONS p-NUCLEAIRES

Soient E un espace de Banach, F un espace p-normé (0 <p=s1)
et u € L(E,F). On dira que u est p-nucléaire si elle admet une représen-

tation de la forme :

u(x) = I <X,§n> v, avec §n €EE', Y € F et :

Zflg 1P < +o; sup fly, ]| <+

On désignera par vp(u) la borne inférieure des

(Zugnﬂp)l/pqsup“ynﬂ pour toutes les représentations de u de la forme

précédente. On a immédiatement

Proposition 3 : Toute application p-nucléaire, 0 < p < 1 est g-sommante

pour tout q > -1,

En effet si u € L(E,F) est p-nucléaire, elle admet la

factorisation suivante :
E-12—251P - F,
I1 suffit d'appliquer la proposition 1 et le théoreme 2.

Lemme 1 : Soit (un) une suite d'éléments de L(E,F), telle que Zun

converge simplement vers u, et que Z(vp(un))p < 4+o, L'application u est

alors p-nucléaire.

Démonstration : Pour tout n en peut écrire




u (x) = % <x’§n,m> yn,m
et : . g, WP <(1ee) (v (u))Ps sgpllyn,mll <1
Alors :
u(x) = Zu (x) = I 8w Yom
et £ g, LlIP s (1+e) 2 (v (u )P <+ sup lyy ol = 1
n,m n n,m

Lemme 2 : Soient (Q,u) un espace de probabilité, ¥ : Q = E' une
fonction étagée. On définit vy € L(E,Lp(Q,u)) par :

VY(X)(w) = <x,¥(w)> On a :

(0 <p =) vlrg s el o

Démonstration : On peut écrire :

Yy =% €, ot les A. sont deux a deux disjoints.
1XAi ’ 1

XA .
Alors : VY(X) =z <x,§i> Xp. = Z<x,§iHXAiHLp >, “” 1”
1 XAi LP

P_ P,
Done (vp(vw))p <5 H§i||p ”XAi“ip == u(Ai)H’s'iH = (”Y“Lp(Q,H,E'))

_ Le théoreme suivant qui a été établi également par Simone
Chevet, est une généralisation d'un théoreme de Perrson [5]. Notre

méthode est identique a celle de Perrson.



Théoreme 3 : Soient E un espace de Banach réflexif, Q un espace compac
et u: E - c(q) - tP(q,u), 0 <p s 1.

L'application u est p-nucléaire.

Démonstration : D'apres le théoreme de Dunford-Pettis-Phillips, il

existe ¢ u-mesurable bornée de Q dans E' telle que :
¥x €E, g p.s : u(x)(w) = <x,9(w)>

On peut trouver une suite de fonctions étagées ?h telle que :

lim |jo-¢_|l =0

n " 1P (q,u,E)

e -9 |P <ew
n n+1 n Lp(Q,u,E‘)

Supposons gque ®, = 0.
Définissons v, par
v (2)(0) = <x,9,,,(0) - o (0)>

La série I v converge simplement vers u, et
n=0

p p
z (v (v )F s z lopg = 0l < +=,

donc u est p-nucléaire d'apres le lemme 1.



Corollaire : Soient E un Banach réflexif, et u € np(E,F), 0 <p<1.

L'application u est alors q-sommante pour tout q > -1.

Démonstration : Cela résulte aussitét de la factorisation des

applications p-sommantes : (voir [2]),

E_c(Q)—LP(q,n)

S ___SF

§ 3. LA CONJECTURE DE PIETSCH ET QUELQUES EXTENSIONS

Théoreme 4 : Soient p et r tels que -1 <r € p < 1. Il existe une
constante universelle C(p,r) telle que pour tout espace de Banach E,

tout espace quasi-normé F et tout u € L(E,F), on ait

nr(u) < ¢(p,r). np(u)o

Démonstration : Raisonnons par 1'absurde. Il suffit de considérer le

cas 0 < p <1, Si le théoreme n'est pas vrai, il existe une suite d'es-

paces de Banach E , une suite d'espaces quasi-normés F et u € L(En’Fn)

telles que :

1 n
np(un) < 0 nr(un) > 2

On sait que w admet une factorisation :

E—y C—5LP

'lln Sn,__~__> Fn
v



bome ¢ mp(8,) S 7w (5) 2 ol () > 2"

On peut donc remplacer F  par S, qui est p-normé.

D'autre part, par définition des r-sommantes :
n (n) > 2" = i1 existe E C E de dimension finie, tel que en
r'n n,o n

désignant par ﬁn o la restriction de u a En o’ °F ait :

1] ’

= = 1
np(un)o) s np(un) = oD

n
n’O) > 27,

et nr(ﬁ

Finalement, on peut supposer En de dimension finie et F
1

- 4 - >

p-normé, u € L(E F ) T (u ) s o’ nr(un) 2"
Désignons par 1 (E ) Lresp.l (F )] 1' espace des sultes (x )

telles que X € E (resp X € .F ) et Z”x “ < +», L'espace .l (E ) est

un Banach reflex1f (car chaque E est de dimension finie) et 1 (Fn)

est p-normé.

On a pour chaque m une injection im et une projection T
naturelles de norme 1 :
E 2 .F 2
i s - : - F
‘m Em 1 (En) ‘nm ¢ Fm -1 ( n)

E 2 . F .2 -
m 1(En) E_ nm.l(Fn) F
Posons v =i ou on
m m

et v v

i



D apres la proposition 2

(1 (NP = 2 (2 (v))P 2 (s ()P < 4

Par conséquent, puisque 12(En) est réflexif : (Corollaire du th. 3) :
<
nr(v) 40

Or : uoos nic>v::i£ , donc par la proposition 2 : pour tout-m,

n. (uw) =< n_(v), d'ou une contradiction.
r'm r

Nous allons donner maintenant sans démonstration quelques

extensions des résultats précédents.

Appelons jauge sur un espace de Banach E toute fonction 2 0
¢ sur E telle que

¥ A >0, o9(Ax) = A.0(x)

On dit que ¢ est p-sommante (p # o) s il existe ¢ > 0 tel que

pour tout systeme (x1’°"°xn) de vecteurs de E, on ait

(E(Q(Xi))p)l/p < p. sup (Z|<xi,€>lp)1/P
EEB'

On note np(@) la borne inférieure des constantes p telles que la

propriété ci-dessus soit réalisée.

Théoreme 5 : Pour tout espace de Banach E et toute jauge ¢ sur E :

-1 <r sp<1:n(p) scpr). Tcp(cp)o
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Soient 0 < p < q et u € L(E,F). On dit que uest (p,q)-
sommante s’'il existe p telle que pour tout systeme fini de vecteurs de E
16

1/ .
(Sax) I so. suwp (3|<x,,£5[P)
E€B!

Théoreme 6 : Soit u € L(E,F) une application (p,q)-sommante, avec

0 <p<1, psgq. Pour tout s, 0 <s < p, u est (s,t)-sommante avec

Soit maintenant ¢ une fonction positive sur Lo, +m[, telle que

a) @(O) =0, & est concave croissante)gigl décroissante, et
t

lim ¢(t) = +w
-
1/
b) 3p, 0 <p < 1 tel que &(t p) soit convexe pour t assez grand.

Rappelons (voir []]) qu'une application u € L(E,F) est dite
(2,0)-sommante s'il existe deux nombres o et « > 0 et une probabilité

de Radon u sur B’ munie de la topologie o(E',E) tels que

¥x €E  [8(fTEST) au(®) = o

Théoreme 7 : Pour que toute application (@—O)—sommante d'un espace de
Banach E dans un espace quasi-normé F soit gq-sommante pour tout q > -1,
il faut et il suffit que
Im giil dt < 4w,
1 2

t
t + C _ C
(Log(t+C))“ (Log €)°

avec o« > 1 et C suffisamment grand vérifie toutes les conditions du

Par exemple, 3(t) =

théoreme 7.
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