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XXIII.1

g 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES MODULES DE CONTINUITE

Déf inition : Une fonction réelle y définie sur un intervalle 10,a’
est appelée module de continuité si elle est positive, croissante,

sous-additive et si (p(h) -*0. quand h -~ 0.

Un module de continuité est continu , car pour tout 

et pour tout h &#x3E; 0 tel queh 1+hoc (resp. tel que h h) on a

De plus, pour tous réels À et h tels que Âh et h E on a :

En ef f et, si À 1, c’ e st tdvial (car (p c roi s san te); 0 i , &#x3E; 1, il existe un

entier n &#x3E; 0 tel que

et que
et puisque est sous-additive et croissante, on a :

d’ o ù

Remarque : : Si y est un module de continuité pour lequel ~ - 0, quand

est alors identiquement nul. [En ef fet, est alors

dérivable sur 10,al et sa dérivée est nulle ; et comme q(h) .0, (p est bien

identiquement nulle].
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Donnons quelques critères sur les modules de continuité

1. Si et sont deux modules de continuité, (p=cp 1 -, Irf,2est un module
de continuité (sur l’intervalle e de définition de 

2 : eR iiiie fonction contenue croissante telle que h) --&#x3E; 0,
quand h ~ ~l . Si ï x _ ~ ~‘~ est une fonction décroissante sur 10. al. donc si

une Fonction concave sur est un module de continuités

Il suffit en effet de vérifier que i&#x3E; est sous-addi-tive,, b Or, par

hypothèse, pour tous h et, li., de ]0.aj tels que h + h2 on a :

d’ou. en multipliant 1 e s i i 1 6 g a 1 1 t 1 s respectivement pat h et 12 ’ puis en
les a j 011 t a JI t. 0 n montre la sous-altli1,rilé do vr P’

Exemple : : ., est iiii module de continuité fi 1 1 C e l a
2013201320132013201320132013201320132013201320132013 J !-. 

x

résulte de 1 -- . puisque x x est un module de continuité sur et

que. d’après 2.. x -,x Log est un module de continuité sur 
x 

i 
e

Théorème ( XXI 11.1:1) : Si .1) est un module de ]0, a- il

existe e 11 n module e de continuité concave e (j) 1 satisfaisant

Remarque : : Un module de continuité n’est pas forcement concave.

Posons o(0) 0. Soient G le graphe de et B c ll enveloppe con-

vexe du compact B=-((x.y) : , On définit

¡’1 sur [0,a] par

il, 1 e t ainsi une fonction concave et rD 1 - W, -
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On a, pour tout x de rO, a],

où désigne la fonction définie sur pour tout (x,x)
de R 2 te l que par

En utilisant ~2~, on vérifie que

De plus, = 0 ? (p (a) = et (p est croissante (car
est croissante) ; par suite y, est continue, puisque concave.

cqfd

,1

§ 2. VERSIONS A TRAJECTOIRES SATISFAISANT UNE CONDITION DE HOLDER

Dans ce paragr°aphe, nous considérons K un espace uniforme pré-

compact et métrisable, (E,8) un espace métrique conçlet 
une fonction aléatoire. On se donne aussi une distance d sur K compatible

-

avec la structure uniforme de K, une version de X désignée aussi par X

et une fonction (p : croissante et telle que (p(h) - 0, quand h--0,
On supposera que K est un ensemble infini.

_ 

Dans l’ exposé XXI, on a vu (cf. preuve de la proposition 

que si X est continue, si est une suite d’ é léments de

P(K) x telle que P(K d) ’ ,
avec e

alors il existe une fonction (s,n) - s(n) de Kx N dans K et une version

X de X qui satisfont 1 1 2 1 3 et 4 avec :
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"X est à trajectoires uniformément continues sur K" ,

"pour tout

"pour tout entier N, pour tout pour tout ~ s, t~

de K 2 et pour tout k 2 N

(4) "pour tout entier N, pour tout pour tout k~N et pour tout

(s,t) de K 2 tel que 

Théorème (XXIII,2;1) : : Soient y et ~ deux fonctions croissantes de 

dans R: 0 Si elles satisfont :

pour tel que 

alors il existe une version X de X à trajectoires uniformément continues

sur K et une variable aléatoire H relative à (Q,P) strictement positive,
telles que pour tout (s,t,w) vérif iant on ait

1

Si K est un compact de mk et si d est la distance sur K associée à la

1jauge d’un corps convexe S de 1ftk , on peut remplacer ii) par iv) :
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Démonstration: Ô Tout d’ abord, comme et y sont po sitive s, croissantes,

1) et i i  t 0 et quand t -0 ; X est donc continue.

D’autre part, si pour , on a ;
0 2n

et

d’où en gardant les notations du début de ce paragraphe et en prenant,

pour tout n, ex = 1 , b = $(32013201320132013) et M un 
1 

-ré seau de ~K, d~
n 2n+no n 2n+no n 2n+no

1 
de cardinal N(K;d, , n o , on déduit qu’il existe une version X de X à tl’a-

jectoires uniformément continues sur K telle que, pour tout entier N, pour

tout , pour tout k&#x3E;N et pour tout (s, t) E K 2 tel que d( s, t) ~ k 1n 0 +no

Mai s

d’où,en considérant deux éléments distincts s et t de K tels que

d(s?t) Tr20132013 et en remarquant u‘ î 1 existe k entier N + n tel que
2 N+n o 

q q 
o 0

on en déduit que, pour tout entier N, pour tout w CA N et pour tout (s,t)EK2
tel que d(s~t) a~=201320132013 ? , on a :~ 

N 
= 

2N+no ’
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Considérons la fonction H définie sur U A par1 n n

Comme P(A )1 quand Inexistence de Il (définie comme dans liénoncé
il 

’

du théorème) est donc bien assurée.

Le cas particulier du théorème résulte du théorème (XXII,1;3).

’1 Lemme : Soit (M ?T! ) 
i-i 

une suite d’éléments de telle que2013201320132013 ’ 
n n n 11 

’ ’ 

la suite vérifie p (K, d) et ’nn10. Posons, pour tout entier n,

et

Soit Il 
o 

entier tel que 3v 
no 

Si les conditions suivantes dont satisfaites : :

quand n-+C° et X est continue,

b) pour tout entier k &#x3E;_ n 
0

c) il existe une suite bornée de réels &#x3E; 0 , telle que, pour

tout entier k a n
o

alors .il existe une version X de X (à trajectoires uniformément continues
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?sur K) telle que pour tout entier N&#x3E; n , pour tout et pour toi

1 que on ait t 

0

1

r avec a e_ 3 ÿ si, de plus, CD est sous-additive, on peut supposer p ~ 1
dans s a

i 
.. .......Y.......a...

Démonstration : : Supposons k - 0 (On peut toujours se ramener à ce cas

en supprimant les k 
0 

premiers termes de la suite (M n a n ,11) n n et en ’’renu-

mérotant" cette suite)o

Par a) et par le corollaire 1 de la proposition (XXi,3;1), X est

à trajectoires uniformément continues sur K8 Plus précisément, en posant

pour tout Il b n 3an) et en gardant les notations du début du paragraphe,
/ n n

on a, d aprè s b),

et ainsi, par a , b et P11 1, quand Il existe donc une
n n 

’ 
n

version X de X et une de Kx lN dans K satisfaisantu
, 2 et (2) . D’où, pour tout entier N pour tout 9 pour tout

k ~ N et pour tout s, K2

(Car, par 0D ’ , V- 

D’autre part. pour tout (s, t) E K 2 et pour tout k~ N

Donnons-nous alors arbitrairement s, t~ dans K2 tel que s ~ t et 



XXIII.8

il existe ainsi ko entier&#x3E;N tel que

et par conséquent

En outre, on a, d’ après c) et (1)

et d’après b) et (1)

On en déduit donc que, pour tout 5

et

En particulier, si y est sous-additive,

(s,t) ayant été choisi arbitrairement, le lemme est établi.
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Remarque 1 : On peut avoir

fit de considérer la fonction p: x-~exp(2013 -~ ) et la suite (0:) avec
’ ~’ à ~ 

n n

De ce lemme on déduit deux théorèmese

Théorème (XXIII,2;2) : : On suppose y et X tels que :

1~ il existe deux constantes réelles &#x3E; 0 , a et a’ , avec a ~ 1 telles
que

2) X est continue ;

3) il existe une suite dl é léments de 1 un réel
n n n ?

A&#x3E; 0 et un entier m tels que vérifie et

Alors, il existe une version X de X, un réel M&#x3E; 0 et une variable aléatoire

H relative à (0,P) et strictement positive, telles que :

Démonstration : Posons 11 n =oc vérifions que le lemme est applicable.

Soit n 0 entier que 3(a n 
oo o

Par définition même de 11 n , les conditions b) et c) sont satisfaites

(yk = A, pour tout 

La condition a) est réalisée : diaprés P) , Z d’où par 1),
k&#x3E;no

E et on a bien a) par 2) 
k--no
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Le lemme étant ainsi applicable,et comme par 1~, li existe une

constante B&#x3E;0 telle que (pour tout. (s,t) EK2 vérifiant d s, t 3

on en déduit facilement le théorème en prenant M==B+ 2Ao

Remarquons’que, si ;&#x3E; est sous-additive, on peut prendre M = 1+2~A ~ cqfd

Théorème ( XXI I 1 , 2 ; 3 ) 1 On suppose (p et X tels que s

(p est un module de continuité sur 

2’) X est continue

3’) i 1 existe une suite dvélémeIlts de avec

vérifiant , 

/

Alors il existe une version X de X t.elle que, pour blt réel a&#x3E; 1, il

existe une variable aléatoire H relative à (Q,P)? strictement positive
a

et satisfaisant 1

Remarque 1 : t e st un module de continuité ne s’ annulant pas sur

définit une distance sur K0

Remarque 2 ~ Diaprés la relation (1) du §1? 1~) implique 1) et diaprés

a) B il existe donc encore 1 erl Gler te 1 que B o(3a ):+oo la
° 

’ 
o 

" 

n
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condition a) du lemme est satisfait,eo

Démonstration : Montrons que le lemme est applicable. Diaprés la remar-

que 2, 1 ~ suffit de vérifier que les conditions b) et c) sont réalisées.

Or, si 11 on a 1 eu est qu’ 1 1 existe un entier m o et une suite bornée y
de réels ~ 0 , tels que 2

Cela implique, d’une part, la condition c) du lemme, et d’autre part,

Inexistence d’un entier tel que
0 0

c’ est&#x3E;-à-dire la condition b) du lemme.

- 

Par conséquent, (y étant sous-additive) , il existe une version X de

et un entier no tels que/pour tout entier pour tout w E SNet pour
tout tel que ~~ ~N on ait

Et le théorème s’en déduit immédiatement

Corollaire 1 Soit y g une fonctions croissante telle que

’:l’Ch) --0, quand h -0, e t telle que pour tout (s,t) EK2 vérifiant d s, t 

Alors, le résultat du théorème (XXIII,2;2) (respo XXIII,2~3) subsiste si

la condition 2) (respo 2v» est supprimée et si la condition 3p) (respo I3YÇ’))
est remplacée par la condition
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avec

C’est immédiat,

Corollaire 2 : Soit S un corps convexe borné de R et PS la jauge de S.

Soient un module de continuité ]0, oc-j et y : : fonction croi s-

sante telle que y(h) -0, quand h-~0.

Si l’ o n a :

pour tout

ii) il existe une suite (~ d’éléments de tels que :
n n n 4~ ’F

alors, pour tout compact K de ]R ? il existe une version X de X telle que,

pour tout a&#x3E; 1, il existe H (a,.) une variable aléatoire relative à (Q?P)?
strictement positive et telle que :

Démonstration : Soit K un compact de Rk. Si, pour tout entier n, M n

est un a n S-réseau pour K et si elle est de plus une partie a n S-discerna-
ble de K, alors
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D’ où, par la proposition 6, § 1, exposé XVIII,

Il existe donc une constante réelle A &#x3E; 0 telle que

Et le corollaire 2 s’en déduit immédiatement.

§ 3. UN EXEMPLE

Soit t-X(t) une fonction aléatoire du mouvement brownien à k
paramètres de temps et soit 1 - 1 la norme euclidienne sur nk.

Alors, pour tout a&#x3E; 1 et pour tout compact K de y il existe

une version X de X et une variable aléatoire strictement positive

*

avec

k
Démonstration : Soit K un compact de Bk. Dans ce qui suit) C, C’ , C",

A, A’ et A" désigneront des constantes réelles &#x3E; 0 m

Par définition même du mouvement brownien, on a pour tout réel a &#x3E; 0, pour

tout s E K et pour t E K tel que s t
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Soit a un réel &#x3E; 1 arbitraire et soit e tel que 1  0  a. Considérons alors

les fonctions

définies sur et ’1’ sont deux fonctions &#x3E;0 $ est un module de con-
e

tinuité, y est croissante et et la condition i) du corollaire est

vérifiée (E= R, !xl,oc= 1).
Poscns alors,pour tout n~~3,

et vérifions que les conditions v~, v’ ~ et v") du comllaire sont satisfai-

tes. Remarquons tout d’ abord que, pour tout n ~ 3,

et
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Par suite, d’une part

donc v 1 ) est satisfaite (puisque 0 &#x3E; 1) ; d’ autre part

donc, par ( 1) , v ") e st sati sfaite o

Par suite, d’après le corollaire, il existe une version X de X

et une variable aléatoire H~o ~ strictement positive telle que

Comme le réel a&#x3E; 1 et le compact K de lRk ont été choisis arbi-

trai rement, le résultat annoncé a été démontré o


