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XX.1

Dans tout cet exposé E désignera un espace normé, U sa boule unite.

Lemme : Soit A un compact de E ; il existe une suite (Xn)n65N+ d'éléments
de A telle que
ook b= sup fxll = a4 (8)
1 <€A 0
= = 2 “ e
. d(xn+1’En) sup d(X,En) n 1’ ’
X €A

ou En désigne l'espace vectoriel engendré par les X d'indice i

C'est absolument immédiat.

E ) 3 il est alors clair que la

On posera Ej = {01, a = d(xn+l’ N

suite (an) est décroissante et que

néN

d (a,U) ~ a_, ¥ n € N
n n

Si en outre A est disqué et si a = 0, on peut supposer X +1 = 0, ce que

nous ferons par la suite.

Enfin, si t > 0, on posera

n-1 1
> =1,
n t

—

1(t) = 1({an},t) = max{njn =

(On a ag = dO(A)).

Naturellement cette définition garde un sens pour toute suite numérique

décroissante (an).

A étant compact, pour tout t 1(t) est fini ; en outre la fonction

t - 1(t) a les propriétés suivantes :

elle s'annule pour 0 < t < 361,
. elle a des sauts égaux a un aux points t = ;jL— .
k-1

Théoreme 1 : Soit A un compact disqué de E ; on a pour ¢ > 0 suffisam-
ment petit




1/¢
C(A,eU) = [ l%}l at .
0

Démonstration : Soit n tel que a > 0 et sadt An 1'enveloppe convexe équi-

librée des X; i < n. Alors An © A et par conséquent

4 = ~U = b Tﬂ .
M(A,eU) M(An,LL) M(An,e(L An))
Soient Yy et Yy deux points distincts de An :
- el
.= T &Y x. = 1,2
Y5 SN (J )
. , ‘. 1 # §2 1
et soit i= max{i 3 §i ; i}’ alors
- Do R (e sane -2 e B ] = Jgt o€ a
Yi=Ygr = 5p 7 Sy xg il 2 ALLSy -5y Oxg s By b= 05 =5 18y
i=1 0 o o 0 0 o o

Par conséquent, si Aﬂ désigne le sous-ensemble (fini) de An formé des x de

ta forme

n
X;, avec ni €L, ¥i et T

AA est une partie €U - discernable de An.

Donnons une borne inférieure pour card Aﬁ.
n .
nl

Ltapplication T : (ﬂl,...,ﬂn) S M > a
i=1 i-1

X est un isomorphisme de R®
-1, . N .
sur En. T fait correspondre a An "l'octaedre" Bn :

-

n
B o= {m=(n,....7)s =

n 1 %i-1

et a Aé, l'ensemble des points a coordonnées entieres situés dans cet

octaedre, soit A;.

Maintenant les pavés de centre dans AK et d'aréte égale a 2 :
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7 - .’a — n n
QM = {§3 & =10 +a,, supla | <1} (T €A
forment un recouvrement de Bn 3 donc

" -
card A? . vol Q(M) = vol B

(vol est 1'abréviation de volume). Or

n
vol A(T) = 2" et wvol B = 2° 1 1T a. .
n n_, . i-1
e n! i=1
Donc
O O |
card A' = card A" = TT -
n . €l
i=1
et
1 di-1 E 4i-1
C(A,eU) = Log card Al =2 T Log —5~ = — Log —
i=1 . i-1
i: —> 1
€1
Mais !
Piot o f 1
a_, Log 01 e fl Log e ai(t)
i: ——>1 —_
el a
)
et
1/e 1 e 1/¢ 1/¢
I Log'l— al(t) = [1(t) Log L + f liﬁl at = " liil dt.
/ te te”, t J t
1'a 1/a 1/a o
0 0 o
cqfd
iemes

Corollaire : Si (dn)n désigne la suite des n épaisseurs de A, on a

a

d
A((5h,) = A ((5H),)

n'n

i\

p(A,U)

AU
1-p(A,U) °

Démonstration : Pour ¢ >0 suliilsus.ient cctlitc, a1

A

A

p(4,0) <1 = a((a).)

1/ 1(t) LM a 1
A,eU) = T > 1(— = = —
C(A,eU) = | cat 2 1(=) [ : (=)

l/ee 1/ce
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et Log 1(%) a
0(A,U) = lim sup = A=)
n’n
£—0 Log -
€
La suite du corollaire résulte de
1 = 1 + 1 cqfd

d
A((5) A((a))

Théoreme 2 : Supposons gue E soit un Banach et que le compact disqué A de

E soit de pleine approximation relativement a la suite (an,En). Alors, pour

tout n, dn(A,U) =a 3 de plus, si l'on pose

1
m(t) = max{njn =1, a , > £} (t >0)

On a : 1/8
c(a,eU) = [ m(t)dt et p(4,U) = x((dn)n).
a /e

Démonstration : Soient An = AfiEn et Un =U N En ; alors, pour tout entier,

n>0 :

m, (An)

M(A,eU) = M(A_,eU ) = t .
n n m, (€U )
En n

Mais d'aprés le lemme suivant (Lorentz) :

Lemme : Soit {ei, i=1,...,n} une base de En telle que, pour tout k =n,
1'espace vectoriel engendré par les e, d'indice i < k soltidentique a l'es-

pace Ek' Alors :

n n X,
i .
mp, (An) 2 my [{x3x = ‘ZA X, T ey € U}] ()
n n i=1 i=1 "i-1
On peut écrire
n-1
II a,
i=o B
M(A,eU) =2 — .
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On raisonne alors comme dans le théoréme pidécédent pour obtenir la premiere

inégalité. En raisonnant comme dans le corollaire, on obtient
AU) = A .
p(a,U) = a((a_ ) )

Mais on a vu que l'on a toujours p(A,U) - k((dn)n). D'ou le second résul-

tat du théoreme 2. cqfd

Preuve du lemme (énoncé ci-dessus). Cette preuve est longue et nécessite

beaucoup de notations.

n

Considérons tout d'abord l'isomorphisme J : (xl,“.,x ) - % x.e.
n .
i=1

de R" sur E_ et posons T = J . Notons TU par U', TA par A', TE,L par E!.
n n n n n i i
Soit

N

[ n., = '
E {(x € R ; x (\1 ..... o ai‘1)111\;n € Un}.

De plus, F!' désignera l'espace vectoriel cngendré par les vecteurs Tei

k
avec i > k, Pk (resp. Qk) la projection de R® cur F& (resp Eﬁ) avec

k =0,...,n-1 (resp. k = L,...,n), Ak (resp. Jk) la mesure de Lebesgue
X
' < ' N : ' - . i N 1 aapee 1
sur Fk (resp. Ek) et S 1'opérateur (\j)i>h (a_ )in de F/! sur F/.

Commengons par montrer le résultat suivant :
"Si a € Fﬁ et si E'(a) désigne la section de E' en a, on a pour tout

A€ [-1,1]

uE (@) ] - ) (B (ha) g (1)

Posons pour cela ¢ = pE'(a) + (1-p) E'(-a). Comme E' est

~
convexe, on a, pour tout p de [0,1],

€, SE'(pa+ (1-p)(-a)) = E'((20-1)a).

Mais par un théoreme de Brun-Minkowski

1 1 L
(e (€, N5 = ol (e N5+ (1= 0) (i (€))E



si 0 < p €1 3 et comme

¢, = E'(-a), ¢, = E'(a), w(E'(a)] = n[E'(-2)]

c'est donc que
b [E'(ra)] 2 uk(Cp) 2 u [E'(a)]

avec A = 2p -1, (1) est donc établi.
Revenons a la démonstration du lemme. On veut montrer que
1) < '
by (BY) < p (A1) . (2)

On a, si E_ désigne l'ensemble {01},

n-1
An = .ﬂ (Ei +a, Un) ,
i=o
donc
n-1 1
A' = N a,  P,” P, U
. i i i
i=o
Posons alors
n-1 -1
D = 12 a, P.7 P U, (k = 0,...,n-1)
C = {x3 x e B® Qx + 1 S, oP, x€E']}
k ’ '’ Tk a k k
k-1
et (k=1,..-,n—1)
Ml( = Dk n Ck (k=1,..-,n—1)-
Bien entendu
L e LI s =
E Dn—l’ An M1 (Cl aoU)'

Pour montrer (2), nous allons montrer que :

by (BY) <p (M ) et p (M) <p (M ) (k=n-1,...,2).

(3)



On a

et par (1)

D'autre part,

LB = [

si k

b, ()

A (M)

ou Mk(x) ent la section de M_ en x.

Mais :

d'ou

En outre, pour tout x de Pka et pour tout

X

1
€ Fk

b, (M)

’

' =
x € Fk’ x £ Pk Dk
=
x € Pk Dk
= [ iy CB T (
xéPka

J o D () Iay (ax)

xEFé
M (x) £ P
Mk(x) = E
sy

EE——)] h (ax)

k-1

k tel que 2 <k < n-1

-1 -1

Sk X Sk X
BT = g B Gy 7))

k-1 S k-1

k
avec Sk = {xk X € R, (xk,x) € a4 Pk—l Uﬁ} ; par conséquent
(h ) _ S;lx
bW = J be1 (B ((x, , =) ) Jax, € u, (dx).
(x, ,x)€P D k Bk-1 k k
k’ k-1"k-1

D'ou, par (1)

(4)
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b, (M) = p (M) (k=2,...,n-1)

et par (4) et (5)
p (BY) < p (M 4)

On a donc obtenu (3), qui implique (2). cqfd

Théoreme 3 : Si E est un Hilbert et si A est un compact disqué on a :

EV(A) =2 - —— 4 1

M(2))

Démonstration : Reprenons la démonstration du théoreme 1, An désignant

toujours l'enveloppe convexe équilibrée des X i = n. Notons mﬁ la me-
sure de Haar sur En telle que n

mE':n[{x s x €B, lxll = 1}] = e,
ou cl est le volume de la boule euclidienne de I#{
Comme E est un Hilbert, on a :
n 2a1_1
1 .
g (An) = WT. i ’
n i=1
' s
d'ou 231_1
1
Log my (An) . Log
n > ¥ ’
n Logn i=1 n Logn
et par conséquent n 2a1 .
£ Log i_
- % + EV(A) = lim sup —
n n Log n

a,
Le deuxieme membre de cette inégalité est égal a —1/h((?%)) d'apres le théo-

reme du 83 de 1'exposé N° 19, D'ou le théoreme.

Si de plus, ailO, alors




L = 1 + 1
&y
M) r(a))
et
EV(A) = - —— _ L1 | ()
r(la.) 2
i
Corollaire : Sous les hypotheses du théoreme 5, on a
1 1
—— > - WV(A) - = .
s 2 - A -3
Démonstration : On a
SR EV(A) 2o —— = - 121,
x(i—l) r(a,) r(A) cqfd

Lemme : Soit A un compact di=gqué de 1'Hilbert E, soit la suite (xn,En)n
définie comme dans le lemme 1. Soit {ei} une famille orthonormée de E telle
que l'espace vectoriel engendré par les e i - n soit identique a En' Soit
H1 le sous espace vectoriel fermé Jd. H engendré par les e, et soit

Al = {x3; x € Hl’ d(xfEn) =a, Vn € N,
Alors

Ay ix3x €H, T [<x,en>]2 <1} .

L

2

n a
n

. . . 2
Si en outre k((an)n) <2, il existe (bn)n ,bnlo, telle que f bn < +o et

2
A S ilxsx €H, T [<x,e >]

Démonstration : Posons <k,en> =X . Par hypothese, si x € A1 on a

Si l'on suppose X((an)n) <2, il existe un ¢ > U, tel que



z a2—e < + @
n
n
Posons
_].‘§ = Z i—g.&.
b i<n at at
n i n
. 2 . 2-¢
Je dis que T bn < +o 3 en effet, puisque z a < +®, on
n n
pour n assez grand (n = m) ; donc pour ces n
n €
1. m 5 42
b2 as =m+1
n 1 J
n
et [ [3 —gf
R 2
T 3 p-- I X ax = 5 .
=m+1 m > -
J 2-¢ |m
2~ -
Donc, si n =z m, JZ = a + B n2—e (avec a et 8 constantes indépendantes de n)
b
et n
bzs———————l =z b2<+°°
2 n n
o+ an-e
11 reste & montrer qu'il existe M < += tel que
x2
‘ <
W g 2<sal, ¥aov oz 2%
izn n b
n
or x2
1 1
z “% = ‘E'( = Y#ou ot - z X, tee ot 7 X
k<n Db a osk<n a. i<k=n
k o i
12 1 2
< -_a +oaeos evos et T a. +t.. voeet
) £ i
a a.
o i
s a?-s
i<n
et
2
<
T -—% < T aﬁ'f, cqfd
k bk k
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4
Corollaire : Si H est un Hilbert séparable et A un compact disque tel

que

EV(A) < -1, alors l'application H, -H est d'Hilbert-Schmidt.

11 en sera ainsi en particulier si o(A,U) < 1.

Si A est en outre de pleine approximation HA - H est d'Hilbert-Schmidt
/

des que p(AU) < 2.

Preuve : En effet, on a vu que

- % + EV(A) = - L et o(A,U) 2 - L .
&y EV(A)
k(f—)
1
Mais
EV(A) < -1 = - —— <-1 % a;io

Donc, par (B)
EV(A) < -1 = K((ai)) <2

et puisque

Acfi{x; x €H; X |<x,en>|2 L. 1}

2
n b
n

avec X2 bi < + @ HA - H est d'Hilbert-Schmidt.
n /

Maintenant, si A est de pleine approximation, on a vu que
o(a,0) = al(a))) -

Remarque : Si A est un disque compact d'un Hilbert, on a :

o(aA,U) <1 = a((a ) ) <2



