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(

Proposition 7 : Soit E un espace vectoriel normé dont la boule unité

est désignée par U et soit AcE. A est contenue dans un sous-espace de

dimension finie si et seulement si il existe né€ N tel que dn(A,U)=:0.

Ve . . . o
Démonstration : la nécessité est immédiate.

Supposons donc que dn(A,U):=O et supposons qu'il existe,dans A,

n+1 é1léments linéairement indépendants (x I1 existe alors

1,X2,...,Xn+1).

18 1 1 ! 1
n+1 éléments X1rXgreeenX) 4 de E' (dual de E) tels que

< ! = & 4, v > 4
Xgaxp > = 8. (. ymbole de Kronecker)

@Our tout i,k==1,2,ooo,n+1)e

Il existe en outre o>0 tel que

e €€, ag lso (k=1,2,000,u+1)" = det {5, -a )40,

Posons donc

o = 6( sup Hxi”)ol .
l<i<n+1

Puisque dn(A,U)==O, il existe un sous-espace F de E de dimension infé-

rieure a n tel que
AcbU+ F
Par conséquent, chaque X, peut se mettre sous la forme
xi=6yi+zi yieU,zieF.

Les éléments zi(i=1,2,...,n+1) étant linéairement dépendants;on a

det {<Zi’xl'{>} =0.
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En outre
& <yi,xl‘{>| s 8llxl| < 0.
Donc :
det {<zi,xl'{>} = det {<xi,xl'{>-6<yi,xl‘(>} £0 .

Ce qui est contradictoire et A ne peut donc contenir plus de n éléments

linéairement indépendants. cqfd.

Proposition 8 : soient E et F deux espaces normés et T: ELF linéaire

continue. Soit U(resp.V) la boule unité de E (resp.F). Pour tout AcE

et tout (m,n) € Nx N, on a :

dm_m(TA,V) < dn(A,U)dm(TU,V) .

Démonstration : c'est immédiat si dn(A,U) =+ et dm(TU,V) £0.

Si dn(A,U) =+ et dm(TU,V) =0, le résultat reste encore vrai (avec la

convention 0, =0) car TU est contenu dans un sous-espace de F de dimen-

sion m, donc aussi TA ; et par conséquent dm+n(TA’V) =0,

Supposons donc dm(A,U)<+eo.
Si p>dn(A,U) et 6>dm(TU,V), il existe un sous-espace E1 de E de dimen-

sion n et un sous-espace F1 de F de dimension m tels que :

AcE, +pU et TUcF1+o'V.

1
Alors

TACTE, + F, + ooV et dim(TE1+F1) <m+n .

D'ou le résultat.
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Proposition 9 : Si E est un espace vectoriel normé de dimension au

moins égale a n+l et si U désigne sa boule unité fermée on a :

dn(U,U) =1.

Démonstratbn : soit E un sous-espace de E de dimension égale a n et

soit xE]E\\En ; on démontre facilement par un raisonnement de compacité

qu'il existe y¢€ En tel que
|x -yl = d(x,En) =a>0,

Posons z==i(x-y). Alors ||z]| =1 et d(z,En)= 1. Donc pour tat sous-espace
En de dimension n, la "déviation" de U relativement a En est égale a un.

cqfd.

Le résultat suivant est nettement plus difficile a démontrer.
Aussi, nous renvoyons le lecteur a 1'ouvrage de Lorentz "Approximation

of functions" p.137-138,

Théoréme 1 (Gokhberg-Krein) : si E est un Banach dont la boule unité
fermée est U, pour tout sous-espace vectoriel En+1 de dimension n+1,

on a :

dn(Un Em_l,U) =1,

iémes .,

Ce théoréme nous permettra de calculer des n €paisseurs

d'ellipsoides. Nous introduisons auparavant une définitinn.,

Définition : Soit E un espace normé et AcC ; A est dite de pleine

approximation s'il existe une suite (én) de réels >0 telle que 6n10 et

une suite croissante (En) de sous-espaces de E de dimension n, telles

que

XEA e d(x,En) < 6n , ¥ ng N,
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Proposition 10 : Si E est un Banach et si AcE est de pleine approxi-

mation (relativement & la suite “én’En)neN’ alors

dn(A,U) =8 , ¥neN,

En outre : 6n = sup d(x,En) .
xcA
Démonstration : il est clair que

dn(A,U) < dn(x,En) <& .

Posons U ,=E . n {x;]|x!l < 6n} .

Si XEUn+1’on a

d(X,Ek) Sé S& si k=0,1,00¢,n

n k ’
et
d(x,Ek) =0 , si k=n+1,n+2,...

Donc, d'aprés le théoréme 1

dn(A,U) > dn(Un+1,U) =6

(car U cA). Donc
n+1
dn(A,U) =8 .
I1 est clair en outre que le sous-espace En est extrémal, c'est-a-dire

6n = sup d(x,En) = dn(A,U). cqfd.
xFA
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. - . .« /7
Remarque : dans la démonstration on a seulement utilisé deux proprié-
tés

. xEAad(x,L‘-n)gén

. U

En+1 N {x; ]x” < bn} cA, ¥ ne N,

n+l -
Donc la proposition est vraie pour tout AcE satisfaisant a ces conditions
relativement a (6 ,E
( n’ n)ueN *

Comme application, qui sera fondamentale dans la suite, en a
la situation suivante

.. 3 . . .

Soit E= lI(lgp<oo) et 0it (bn)n(Nune suite de nombres réels
telle que 6n>0 et 6r10 . Soit lu‘“ le scus-espace de 1Y formé par les suites

1

dont les coordonnées d'indices strictement =upérieurs & n+1 sont nulles,
X P
. P 1) - it . n
Soit A={x;xel1%; ¢ Ig—! < 1 (A est un "p-ellipsolide").
n>0 "n

I1 est clair que A salisfart aux conditious de la remarque

ci-dessus. Donc dn(A,U) =0 pour toud w,
0

PR

iemes

Donnons eufin une propridéte gqui lie les n épalsseurs a

1'e-entropie.
Soit U un disque équilibré absorbant de 1'espace vectoriel E, On écrira
d au lieu de dn(A,U). Si t>0, on pose

m(l) = =up {njn¢ N+’dn—12 t}

(avec la convention sup §=11). On a alors la

Proposition 11 : pour tout £>0

4(d0+£)

H(A,eU) < m(%) Log -

s . . . 3
Démonstration : <c'est trivial si m(g) =+ ,

Supposons donc m(t) <+, Puisque dm(t) <—‘1;- , s1 m(t) <o, il existe un sous-

espace Em de E de dimension m=m(t) tel que

AcE +-1- u .
m t
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1 1 1
En outre Ac(d0+ t)U 3 donc, AcEmn(dO+ 1;)U+ tU .

Or on a 1'inégalité :
N(B+U',U+2U') < N(B,U)

valable pour tout disque absorbant U de E, tout disque U' de E et tout
BcE.

Donc
3 1 1.3
N(A,-,EU) < N(Emn(d0+ t)U+-£U,tU)
1 1
< N(Emn(d0+-£)U;-€U)

(car, en vertu du fait que U est convexe équilibré,%IJ+

0o
(es]
1]
ad [°Y)
S

On a
1y, 1 1., 1
N(Emn(d0+—£)U,€U) = N(Emn(d0+-€U),€UnEm).
Or,
N(E 0 (d.+2)U02U00E ) < M(E A (d +2)Us2UnE )
m 0 t'77t m m 0 t'772t m

(en vertu de la proposition 1 de 1'exposé 18 et de la convexité de U).

En outre, d'aprés la proposition 6 de 1'exposé 18
1,]"
2(d, +<)
1 1 0t
M(Emn(do+t)U,2tUnEm) < Vot | .

o+l

I1 suffit alors de prendre le logarithme et de prendre &=< ., cqfd.
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§ 3. INDICE DE CONVERGENCE D'UNE SUITE

Définition : Soit (bn)DEIJune suite de nombre réels positifs telle que
b { 0. On appelle indice de convergence de cette suite et onnote A((bn)n)

le nombre
inf{a 3 a >0, a < o, Na(bn) < w},
ol Na(bn) a la signification usuelle.

Si bn ia >0, il est commode de définmir A((bn)n) par K((bn)n) = 4@,

Quand aucune confusion ne sera possible, on notera A au lieu de h((bn)n).

Proposition 12 : On a, si bn {10

A((b.) ) = 1lim sup Log n lim sup Log nle
n’n 1 1
n Logg— el0 Log z
n
ou n(e) = sup{nj;n € N, b o= el.
Démonstration
1) A((bn)n) < lim sup —ngjg = 8
n Log .
n

C'est trivial, si s = +®, Sinon, soit a > s ;3 il existe alors €, > 0 tel

que o - Eo > s et alors

a 1
n a

b (si n suffisamment grand) ;

A

donc :
T bY < 4w,
n

2) Démontrons maintenant que s < X((bn)n).

C'est trivial si A((bn)n) = +®, Sinon, soit a € R, tel que a > h((bn)n).

Alors nbz - 0, et par conséquent
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Log n + o Log bn < 0, a partir d'un certain n .

Donc
L
sup :—%ﬁéLg— < a et s <«
n =n n
o
I1 reste donc a démontrer que s = lim sup Lo nle . Or
el0 Log -
€
Logn _ Log n(bn) . Logm
Lo—L Lo—l— _Lo-!—
€% €% €%
n n m
avec m = n(bn). Donc
Log n(bn) Log n(e)
A(b ) = 1lim sup = lim sup
n n Lo L Log 1
S €40 €

Proposition 13 3 1) Seit 0 <a <= et bn { 0. Alors

1 = L + a (avec la convention é =0 et % = )

b
M) ) A((b )

Plus généralement, si bnlO, anlO et si

1
Log a_
lim — existe
Log n ’
alors
1 - 1 . 1
A((ay, b)) r((a))p) A((b )
, 2) Si t bg < +o (a 2 0) et si 1'on pose
v,o= (< bg)l/a, alors
k2n
1 1 1
= + - .

A((b))) A(v)) «
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Démonstration : 1) est trivial si A((hn)w) = +® ou si A((bn)n) = 0.

Dans le cas contraire, il suffit d'utiliser la f{ormule

A((c.).) = 1lim sup _Logn (si c_ { 0).
n’n n
n -Log <

1/a .
Pour démontrer 2), remarquons d'abord que n’ b2n < Ve Done

M) = A6y )) sx((}wg
et

-t .+ 1

M) ) alv)) o

Il reste a démontrer 1'inégulité inverse.

-

Supposons que X((bn)n) < a et soit y tel que

AM(b ) ) <y <.

n n

-1 < . . )
Alors, bn <n /Y a partir d'un certain nooj donc

@ 1-§
v¢ - v ocl/«: < T ——‘;—5~—-1xn Y
n k>n k /Y © 1 /Y
n-1
et
: g —t— % . cqfd.
A((b))) A(v )
Théoreme : On a A((bn)n) - - 1
% Log b
. k
lim sup » Logn
n

Démonstration : Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme : Pour tout entier p
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p+m Logk
z - 1, quand m - = .

k=p+1 (p+m) Log(p+m)

p+m '
En effet, I Log k = Log LEJ;Pl* , et d'autre part, d'apres la formule
k=p+1 )

de Stirling

n! = n% e J2mn (1 e(n)),

+

on a

Log[2n(m+p)] + Log(1l + e(m+p)).

DO§ =

Log(m+p)! = (m+p)Log(m+p) + (m+p) Logé +

Par conséquent,

Log(m+p)! Log é 1 Log[2n(m+p) ] Log(1+ e(m+p))
= 1 + —m—m— + = +
2
(m+p)Log(m+p) Log(m+p) (m+p) (Log(m+p  (m+p)Log(um+p)
tend vers 1, quand m — <. cqfd.
Démontrons maintenant le théoreme : Puisque (bn) est décroissante, il est
clair que
1 Ty Log by
- - < lim sup —— < 0.
A
n n Logn

Donc le résultat est démontré si A = +=, Supposons A < +® et soit a tel
que A < a j; alors & bg < +@ et par conséquent n bz <1, a partir d'un cer-

tain n 3 ou encore

Log b < Log(n—l/a) .

n
s Log b 22 Log bk Zn Log k
. 1 k . 0 . o -1
lim sup ———— = lim sup ——— < - ~ lim sup ————— = —=
n Log n n Log n n Log n

Puisque ceci est vrai pour tout o > A, donc - z > - % , on a le résultat.

Application : Si A €E, ona p(A,U) < A((dn(A,U))n).
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En effet, on a vu (propesition 11) que

3 4(d0 + €)
H(A,eU) < m(E) Log Y
donc . a +¢
Log H(A,eU) Log m(g) Log Log 4 Oe
L —
1 1
Log z Log z Log ¢
Par conséquent
Log H(A,eU) m(g)
p(A,U) = 1lim sup I < lim sup T
- <30 ot
el0 Log : Log e
1,
Or, m(g) = n(eg) + 1 3 donc
3
mCETITRR
lim sup = Alld .
el Log ; non

§ 4. PROPRIETES DES EXPOSANTS DE VOLUME

EV(A,U), ¥ A,p >0
EW(A,U).

1. EV(AA, uU)
et EW(AA, pU)

2. Si E est un espace vectoriel normé et si U désigne sa boule

unité et si A est borné

EV(A,U) <0 .

Proposition 14 : Si E est un e.v. normé, U sa boule unité et si A est

précompact, alors

1 . 1
p(A,0) = - T et p(A,U) = - EW(A,U

Preuve ¢ Soit T : E - E, linéaire continue de rang m

m

M(A,eU) > M(TA,cTU) > —&

w

4
.._m :

(TU) €
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bonce

M(A,eU) =2 v (A,U) x =, ¥ menN".
m m

€

Posons EV(A,U) = a ; si EV(A,U) > -d (d > 0), il existe donc une suite
extraite {mk} telle que :

mk

1
v, (A,0) = (7)), m T
k m
k
et par conséquent
1 "k
M(A,e0)2 (—) .
e m

Posons £ = 73 alors allO ,et, en remplag¢ant,dans la formule ci-dessus,
£ m .
k
. 1
€ par g : Log M(A,ekU) > m Log =
Par suite
Log Log 1
o(A,U) > lim sup ————%g = lim sup -——:ﬁLji = -
k - = Log — k -« Log ¢ mk d
"k
Sid ! -a#£0, onen déduit p(A,U) > - ;
Si d t 0, on en déduit p(A,U) = 0. cqfd

-e

De méme, M(A,eU) > M(ANE , e UNE ), E € &
n n n n

ng (Af\En)
n

. 1 . .
soit M(A,eU) > - et on continue le raisonnement comme

—_— X
mp (UfWEn) >
n

ci-dessus.

Application : Soit B = 19 (1 < g < ») et U sa boule unité. Soit

(bn)erIN telle que b ¢ 0, b > 0 pour tout n. Posons
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X
= = . q _n
A —A (X - (xn)nEN ] (xn)n € 1 ’ Np(bn) < 1}
. o 1
(L <p < ). Si p > q, on supposera que ¥ bn < ®, avec & = a -
Alors
1 1 1
EV(A,U) = - ————7 - =, 1
( ’ ) }\'(bn + q p ( )
1 1 1
EW(A,U) = - = - - = 2
(4,0) T T (2)
En effet, c
v (a,0) = p P
n n c¢
n,q
ou
n 1
2 1 .
Chir (; F(‘l;)) 1) = n - dxl...dx
r z ‘x.l < 1

v

Lo®
“u,p qa P
> Cn d

C
n,q

et on a gagné.

On procede de méme pour 1'estimation (2).

LN 0



