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§ 1. DEFINITION DE LA FONCTION ALEATOIRE DU {OUVEMENT BROWNIEN

C'est une fonction aléatoire f sur Ra valeurs réelles

R~ LO(Q,u; R) = LO(Q,u), ayant les 2 propriétés suivantes

1) Pour t; <ty S tg... <t , les variables aléatoires

f(t2) - £1(t,), £(tg) - f(tz),...,f(tn) - £(¢_ _,), sont indépendantes, et
£(0) = 0.

2) Pour t < t', £(t') - £(t) est une variable aléatoire gaus-

sienne, de parametre ,/t' - t.

Cette définition demande quelques précisions. Des variables aléa-

toires fi : (Q,n) —in, 1 €1 fini o : .:abrable, sont dites indépendantes,
si la loi f(u) de la variable aléatoire f = || f.o: (o) - T X;, est le
1€1 i€l
produit tensoriel des lois des f. : flp) = ® fi(u).
i€l
. (’) . . 14
D'autre part, la loi de Gauss normale 71 est la probabilite
2
e ™ dx sur R; la loi de Gauss 75 de parametre ¢ est son homothétique de
)
‘ . -nx“/62 dx : . .
rapport ¢ = 0, soit e 5 pour o >0, et & pour 0 = 0. Si une varia-

ble aléatoire f suit la loi de gauss de parametre O, la variable aléatoire
kf suit la loi de Gauss de paramétre |k|o. La transformée de Fourier de Ty

3] 3
—nTz —nc“ra. I1 en résulte que, si des variables
est e , celle de Vs est e

aléatoires sont indépendantes et suivent des lois de Gauss de parametres
o, i €I fini, leur somme suit la loi produit de convolution (image, par

1'addition, du produit tensoriel) iél Vi d'image de Fourier TT e—di K )

: 5 i€l
donc la loi de Gauss de parametre = oy .
N el

(%)

Les constantes de normalisation ne sont pas les mémes que celles qui

2
sont normalement utilisées en probabilités, ou y, est —— e x2/2 dx
2T .
De méme, les probabilistes définissent usuellement 3u par I e‘ltxdp(x),
et pour nous ce sera ici f e 217X dap(x).
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Proposition (XV,13 1) : La fopctiop aléatoire du mouvement brownien existe,

et est unique & upe isonomie pres.

Démonstration : Il suffit de montrer que, pour t1<t2<... <tn, la loi
marginale by ¢ t

rbgreeenty 0 (£(t,),2(t5), 0, 1(2)))

{t,,tg,c00,t 1}
(Qu) -~ B 12 R

t, st <ty ., (ou t <t, ou t > tn), la loi marginale

1
{tl,...,ti,t,ti+1,...,tn]

, probabilité sur R ,

n . .
est bien déterminée, et que, pour

“tl,tg,...,t byt gaeeeaty

a pour image ut1’t2""’t par l'application "oubli de t", projection cano-
nique de lét PN N TS TUPRERIN B fur Igtl,...,t vy 1,...,tn}. Cor alors
f sera unique a une isonomie preés, ses lois marginalesvé;:nt connues, et
son existence sera donnée par la modele sulvant : Q=R , u = limite pro-

jective des ™ y M (B est un compactifié de R) et
tl,tz,...,tn tl’t?_"'"tn

£(t) = T (voir prop. (VI,23;1)).

Or la loi marginale By g g sur R® peut se décrire comme
greeeaty

suit. On peut toujours se borner a un systeme cofinal et supposer que
1'une des valeurs du temps, soit i , est nulle. Alors f(tk) = 0, de sorte
que f(tz) - f(tl), f(ts) - f(tz),...,f(tn) - f(tn_l), f(tk) = 0, sont indé-

pendantes et suivent les lois gaussiennes données ; l'image de M £
1,.0., n

par la bijection linéaire de R" sur R" : (ui,...,un) - (v1 =u,-uy,

Vg = Ug=Ug,.en, Vool TV, % qr Yo T uk), est le produit tensoriel

® vy ® ... ®y ® &, y, étant toujours la probabilité

v 2-t1 't3—t2 “tn-tn-l.

de Gauss de paramétre . Rajoutons une valeur t, entre ti et ti+1 par exem-

le. C , - .
ple ette fois, 1'image de ut ,...,t 4, t 1”"’tn par la bijection
n+1 Rm'l

linédaire de R s
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(ul,uz,...,u.,u,u.+1,...,un) )

1 1
(wy = up-ug,eeuwy = w-uy, wo= g ouy W= ug
T i1 Vnat TR W T uk) est
y ® y ®...0 ¢ ® y ®...® y ® &
Vgt Wig-ty t-ty Yt tntn-1

La projection "oubli du temps t" se traduit par l'application

de B.m'1 sur Rr®

(wl,wz,...,wi,w,wi+1,...,wn) _—
(vi = wis Vg = Wor Vig T Wips Vi T WY
Vier = WisrrcoVp < wn).

Par cette application, 1'image de

®...8 y Ry ®...® 7y ® &

Y ® vy
Vig-ty  Wig-t -t Ryt Sty

est Y ® v ®...® (y * y ) ®...® v ® 5 ;
to-ty V&a'tz V&-ti VEi+1't tatn-1
comme Y #* y = v ,
Jotg WA gt Viie1Tt
la compatibilité cherchée est démontrée, c q f d.

Remarque : dans la condition 2, on pourrait remplacer la loi de Gauss

KT

t <t' <t", on ait ut,t' #* ut’,t" = ut,t" .

Y par n'importe quelle probabilité By g1 SUr R, pourvu que, pour

Proposition (XV,1:2) : si k } 0, si f est la fonction aléatoire du mou-

vement brownien, la fonction aléatoire g définie par g(t) = 1 f(kt) est

isonome a f.
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En effet, elle satisfait a la condition 1 de la définition de f, et aussi

JlklitLt;

(f(kt) - £(kt)) la loi de Gauss vy , et il suffit d'appliquer
T_t
l'unicité a une isonomie prés de la proposition précédente.

a la condition 2, parce que f(kt') - f(kt) suit la loi de Gauss y
1

’

donc

§ 2. LA PROBABILITE CYLINDRIQUE DU MOUVEMENT BROWNIEN.

La foanction f : R - Lo(ﬂ,p) du mouvement brownien est continue

de R dans LP(Q,u), pour n'importe quel p fini 2 0 ; elle est méme h8ldé-
£(tr) - £(¢) suit la loi de Gauss
: N R

normale, et que ”71“ < +® pour tout p fini. Ne nous occupons que des

rienne d'ordre V@, puisque, pour t < t',

valeurs p 2 1 ; alors Lp(Q,p) est un Banach. Une fonction continue f de R
dans LP(Q,1) est alors un élément du produit tensoriel C(R) ée LP(q,un)
(voir, par exemple, Schwartz, Fonctions différentiables a valeurs vecto-
rielles, Journal d'Analyse de Jérusalem, 1954/55, 81). En outre, si v est
une mesure de Radon a support compact sur R, c'est-a-dire, un élément du

dual C' de C, f est v-intograble, et définit donc [ £(t) av(t) € LP(a,u)
R

comme une variable aléatoire ; et on sait que
C(B)‘ge LP(q,u) ~ £(Cé ; LP(Q,n)), autrement dit v ~ f f(t)dv(t) est conti-
R

nue de Cé dans Lp(O,u), ou Cé est le dual C' muni de la topologie de la con-
vergence uniforme sur les parties compactes de C. A fortiori cette applica-
tion est continue de C' fort dans Lp(O,u), donc définit une probabilité cy-
lindrique sur 1l'espace C des fonctions réelles continues sur R, et cette
probabilité cylindrique est de type p pour tout p fini 2 0. Mais il est
préférable de tenir compte de ce que f(0) = 0. Appelons C, le sous espace
de C formé des fonctions nulles a l'origine ; son dual est le quotient
C'/R6 de c' par le sous-espace vectoriel de C' engendré par 6. Alors,

bien évidemment, v b f]tf(t)dV(t) est continue de C! dans LP(Q,u) et nulle

sur R &, donc continue de Cé/lté = (C.)é dans LP(Q,u), donc f définit une
probabilité cylindrique AC de type p sur C,.
[ ]

L'image de cette probabilité cylindrique par l'injection C, = '

est une probabilité cylindrique de type p, Ag,, sur l'espace D' des dis-
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tributions ; et celle-ci, par la proposition (XIV,23 2), est une probabi-
lité de Radon d'ordre p sur ®'. Le théoreme (XiV 2: 2) dit plus, 1l'appli-
cation identique de ¥ est p-radonifiante et l'applicuc' 'n identique de T

est p-décomposante : autrement dit, la fonctiou aleatoire ¢ r,f o(t)f(t)dt,
R

linédaire continue d¢ 9 dans LP(Q,u), est décomposée, et la distribution
aléatoire T ainsi définie est p-presque sirement une distribution. On peut
m

donc définir unc application u-mesurable T : w » T(w) de ( dans D', telle

que, pour toute 9 € T, w — <i(w),0> w01t la variable aléatoire f p(t)f(t)at.
R

7 désignera indistinctement les applications T - LP(Q,u) et O - T', on écri-

ra <I',p> et T(w), et par suite <T(w),3>.

8 3. DERIVEE DE LA FONCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN : LE BRUIT BLANC

La fonctior aléatoire f n'e¢st pas dérivable de R dans LP(Q,u),
puisqu'elle est h8ldérienne d'ordre exactement 1,/2. Mais la distribution
associée T admet une dérivée T', définie comme toujours, par <I',9p> =
- <T,p'> ; pour tout w.T'(w) est ia dérivee de la distribution T(w).

Proposition (XV,3: 1) : Pour toute ¢ € T, ~J*' ¢> est une variable aléa-

. . N b
toire gaussienne, de parametre u@” o
L

Démonstration :

i

- lim ¥ ot (2. )f(2.)(t. ~ t.),
1 1 1

Tr,e> = - <LLy'>= - [ gr(n)r(t)at 14

R A 2

limite suivant les decompositions A, suivant la méthode Labituelle dans

1'intégrale de Riemann. Mais |¢‘(ti) (ti+f-ti) - (m(ti+) - Q(ti))l <

%(ti+f-ti)2 MaxIQ"l, et T f(ti)(t - L{)z tend vers 0 lorsque le plus grand
des t, .- t, tend vers 0, Donc on a aussi :
i+l i
1 = - 1i - = 11 f (1. ) -
<T',9> 12m f £(t,) (ot 1) -0(t ) 12“' f ot )(£(t) - £(t, )

Mais les variables aléatoires @(ti)(f(ti) - f(ti—l)) sont indépendantes,

et suivent des lois de Gauss de parametres |¢(ti)|Jti— ti 1 3 donc leur

/
somme est gaussienne, de parametre (I '@(ti)lz (ti--ti 1))1/2 .
; -
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Suivant le filtre des décompositions A, cette somme de Riemann converge,
dans LP(Q,u), vers <I',p> ; donc les lois de probabilités convergent étroi-

tement, et par suite <I',p> est gaussienne, de parametre

vin(E lo(¢) 206, - 6, N2 = (0 o) [Zat)2 = Joll ,, cata .
A i 1 R L

Probabilité cylindrique de Gauss.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie n sur R.

La probabilité qui, dans une base orthonormée, s'écrit

2 2
-mxy ~TX, -nxn
e dx1 ® e dx2 ® ... Qe

toute autre base orthonormée et, par conséquent, ne dépend que de la struc-

dxn s'écrit de la méme maniere dans

ture euclidienne de E ; en effet, elle s'écrit

2
-nlxl dx, ou dx est la mesure de Lebesgue de E. Son image de Fourier est

2 2
-n(§§+ §§+ e + §n) -n|§|
= e sur le dual, muni de la structure eucli-

e

e
dienne duale. On l'appelle la probabilité de Gauss de E. Soit F un sous-
espace vectoriel de E ; en choisissant une base orthonormée de E prolon-
geant une base orthonormée de F, on voit que l'image de la probabilité de
Gauss de E par la projection orthogonale E - F est la probabilité de Gauss

de F (en appelant & la probabilité de Gauss de F si F = {0}).

Soit maintenant E un espace hilbertien sur R. Si G est un sous-
espace vectoriel fermé de codimension finie, on peut identifier E/G a 6" 3
et, si G1 Cer, l'application canonique E/G1 - E/G2 est alors identifiée a
la projection orthogonale de GI sur G;. On peut donc définir une probabi-
lité cylindrique A sur E, en définissant une famille (AFJF‘GG de probabi-
lités sur les sous-espaces F de dimension finie de E, de maniere que, si

F1 > F2, A soit 1'image de AF par la projection orthogonale de F1 sur F2.

F2 1

En particulier, prenons pour AF la probabilité de Gauss de F.
Alors la probabilité cylindrique y ainsi définie s'appelle probabilité cy-

lindrique de Gauss sur E. Son image de Fourier (exposé II, page 5) est
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2
E e-nHEH . Cette fonction est continue sur E', donc y est scalairement
concentrée sur la famille des boules (exposé II, théoreme page 6). En

outre, elle est de type p pour tout p fini > 0 ; en effet, la probabilité

2
g(p)’ d'image de Fourier T - e—nHT§” , est la loi de Gauss yHg“ de parame-
tre “§H, de sorte que 1
+®© 2 -
| -TT P
lyll* = sup lly M= ([ [|5[Pe ar)
P llellse gl P ~e

pour p > 0 fini,

Soit g une fonction aléatoire E' - L°(Q,n) telle que A_ = y.

Alors, pour tout € € E', g(E) est gaussienne de paramétre /€

si §1,§2,,..,§n sont des éléments deux a deux orthogonaux de E' et qu'on

i. En outre,

peut supposer de norme 1, les variables aléatoires g(gl),g(§2),...,g(§n),
sont indépendantes. En effet, l'application (51,52,...,§n) de E dans

R" se factorise par une projection orthogonale E - F, ou F est un sous-
espace de dimension n de E (a savoir l'orthogonal de 1'intersection des
noyaux de §1,§2,...,§n), suivie d'une isométrie de F sur Ifl; alors
(§1,§2,...,§n)(y) est 1l'image de la loi de Gauss de F par cette isométrie,

et c'est donc la loi de Gauss de lfﬁ soit

=}

=Xy n .
e dx. = ® E.(y), d'ou l'indépendance.
i i . i
i=1 i=1
Si E = L2(Il;dx), une fonction aléatoire sur E' = in associée

a_la loi de Gauss de E, s'appelle le bruit blanc (white noise) (défini a

une isonomie prés). En restreignant a ® € L2 cette fonction aléatoire, on
définit le bruit blanc comme distribution aléatoire, de type p = 0 fini
arbitraire, donc comme p-presque sirement une distribution S : ¢ +» <S,9>,
ou w » S(w), d'ou (¢,w) » <S(w),¢> (prop. (XIV,2; 2)). Cette distribution

aléatoire possede de remarquables propriétés. Par exemple :

Proposition (XV,33:2) : Le bruit blanc S est isonome a ses transformés
par les translations de R, et a ¢|kl fois son transformé par une homo-

I

thétie de rapport k # 0 de R; il est tempéré, et son image de Fourier

w - 3(S(w)) lui est isonome.
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Démonstration : Les translations de R définissent des opérateurs uni-

taires de L2, donc conservent sa probabilité cylindrique de Gauss.

Soit maintenant Gk l'homothétie de R, de centre origine, de
rapport k ; alors 1l'image ek(w) de o € L2 est la fonction x & @(E), et
alors ”x - @(E))H = Nﬂkl”@” , de sorte que L 6, est un opérateur uni-

k L2 L2 k

M|k|
. 2 . e,
taire de L, donc il wnserve sa probabilité cylindrique de Gauss.

. 2 .
Enfin, L™ © 8", qui est conucleaire comme ', de sorte que, pour
L-presque tout w € Q, S(w) € $', S est p-presque sirement dans $' pour
tout p fini 2 0. Comme 3 est une 1sométrie de L2, il laisse 1invariante sa

probabilité cylindrique de Gauss, ¢ q f d.
Remarque : Ce sont, semble-t-il, ces propriétés qui justifient le nom de
bruit blanc. L'image de Fourier S est isonome elle aussi a ses translatees.

ce qui signifie que, dans S, le spectre des fréquences est homogene.

Proposition (XV,333) : La dérivée de la fonction aléatoire brownienne

est le bruit blanc (tous deux sont définis & une isonomie prés) ; autre-

ment dit, l'image par D = d/dx de la probabilité brownienne Xg] est 1l'ima-

ge par l'injection L2 - B! de la probabilité cylindrique de Gauss de Lz.

Démonstration : La dérivée f' = T de la fonction brownienne est telle

en effet que, pour ¢ € P, <I',9p> soit gaussienne de parametre ”@H ,» d'apres
Ll—
la prop. (XV,335 1), et le bruit blanc S a la méme propriété. Or deux pro-

babilités cylindriques sur ' cofncident si elles ont méme image par toute

9 €D (exposé V, lemme 1 page 5), cqf d.

Ceci va nous permettre d'avoir une autre représentation de la

probabilité cylindrique du mouvement brownien.

L'opération D = d/dx est injective de C, dans ®' ; 1'image réci-
proque de L2 est 1l'espace (L2)3 des fonctions sur R, a dérivée € L2, et

nulles a l'origine. Donc D est une bijection de (L2)} sur L2 . La bijection
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X
réciproque ! est P D-IQ, (Dvlw(x) = [ o¢(t)dt. Elle permet de trans-

(o] 9 1
porter la structure hilbertienne de 12 sur (L“)l i pour ¢ b, € (L2 o>

12)! = f_w br(t) ep(t)ae.

9

leur produit scalaire sera (¢1|¢2)

Alors p~! transporte la probabilité de Gauss sur (Lz)g. Mais (Lz)i s'in-
jecte continuement dans C, ; d'ou une probabilité c3lindrique de type p,
que nous appellerons encore D—ly, sur C,, et dont 1'image, par D : C, = D',
est aussi 1'image de y par 1l'injection L2 - D', c'est-a-dire la méme que
l'image par D de la probabilité cylindrique brownienne sur C,. Donc kC.’
probabilité cylindrique brownienne sur C,, et D-ly, sont deux probabilités
cylindriques sur C,, de méme image par l'injection D : C, — 2'. Donc elles
coincideront, d'apres la prop. (XI,43; 1), si elles sont toutes deux sca-
lairement concentrées sur les parties faiblement compactes convexes de C,.

Or XC est scalairemeni concentrée sur les compacts de C, (voir 82) ;
L]

-1 . : é .
D "y est scalairement concentrée sur les boules de (Lz)}, faiblement com-

pactes convexes, donc aussi sou image dans Co, d'ou le résultat. Ainsi

Proposition (XV,3 ; 4) : La probabilité cylindrique brownienne AC sur C,
o

est 1'image par l'injection (Lz)% - C, de la probabiliteé cylindrique de

Gauss de l'espace hilbertien (L2 z .

c, inj. , o b - q
T odx
inj. RyL
2.1 D 2 inj.
(L) &= = L
p-1

Diagramme commutatif

Remarque : il est généralement commode d'identifier un objet et son image
par une application injective j; et aussi d'identifier une fonction aléa-

toire E' - LO(Q,u), définie a une isonomie pres, a la probabilité cylin-
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drique qu'elle définit sur E. Aussi appelle-t-on bruit blanc, indifférem-
ment :

la probabilité cylindrique de Gauss sur Lz(li; dx), ou son image (de Radon)
dans 8' ou ® ; ou la fonction aléatoire linéaire qu'elle définit sur L2,
ou la restriction de celle-ci a 8 ou P, c'est-a-dire la distribution tempé-
rée presque siire notée antérieurement S. De méme, le mouvement brownien
sera indifféremment la probabilité cylindrique brownienne D~1y sur (Lz)f

ou AC ou son image (de Radon) dans $' ou ® ; ou la fonction aléatoire

f du % 1, ou la distribution tempérée presque sire, notée antérieurement T,

qu'elle définit. Et on aura T' = S (toutes deux définies & une isonomie

pres).
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"
§ 4. CONTINUITE PRESQUE SURE ET PROPRIETES HOLDERIENNES DU MOUVEMENT
BROWNIEN.

Proposition (XV,4;1) : la probabilité cylindrique brownienne est de

Radon sur l'espace C. Bien plus, pour_ tout B<-12- , et tout p fini, elle

est d'ordre p sur 1'espace Cl3 (voir les espace_sPWB de 1'exposé XIV, §3).

Démonstration : 1l'espace (L2)1, est contenu dans (L?oc)1=w2’1, avec

injection continue. Or l'injection (Lz)i - C‘3

que 1 - _f%>-12-+-11-’- (corollaire de prop. (XIV,4;1)), ou B<%-—% . Soit donc
ot

oc

est p-radonifiante des

B<% ; il existe p_ tel que B<-12--l i pour tout p fini 2p , (L
P,

est p-radonifiante, et comme la probabilité cylindrique brownienne est
de type p pour tout p fini, elle est de Radon d'ordre pro sur CB, et

naturellement a fortiori pour p<po.

Ainsi elle est de Radon sur C ; comme elle est cylindriquement
portée par le sous-espace faiblement fermé C, elle est de Radon sur C,

(voir § 5 de 1'exposé 11).

Corollaire : pour tout p fini, la fonction aléatoire brownienne f est

p-presque siurement une fonction continue localement h8ldérienne de tout

ordre P <% .

Démonstration : comme il a été dit a la prop. (XIV,3;1), & la note (*),

CB est identifiable a un sous-espace fermé de P'x ¢ ;s donc ses parties
compactes sont métrisables. Alors la prop. (XIII,3;1) montre que toute
fonction aléatoire (CB)' -*LO(Q,M) associée a la probabilité brownienne
est décomposée, par une application p-intégrable O-‘CB. Notons encore
f cette application ; désormais, pour p-presque tout w€Q, f(w) sera
un élément de CB, et son image par l'injection CB—"D' est la distribu-
tion brownienne T(w) du § 2 ; les masses ponctuelles §, ,, t€ R, sont
dans (CB)', et, pour tout t €R, wk (f(w))(t) sera un ;'eprésentant de
la variable aléatoire f(t) du § 1.
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B

On sait aussi que toute fonction de C" est localement hdlde-
rienne de tout ordre <p (voir Zygmund, Trigonometrical series, nouvelle

édition, 1955, 9.82, 1i, page 227), ce qui prouve le théoreme.

On peut préciser. Considérons seulement un intervalle borné

[-A, +A] de R. Alors, pour ¢ GCB, la quantité

Sup lo(e!) - n(t")]
t',t"€[-A, +A)] ler - e |F

est une semi-norme continue sur CB, pour tout {3 >p. Comme, pour tout

n 1 . N 5 = 1 . - N
P<3%, 1l existe B avec B<16<?§ . la distinction entre B et [ sera saus

importance. Alors : pour u-presque tout wé€Q,

1E () () - (f(w))(e")] . .
t"lB '

Sup
t',t" €[ -A, +A) |tr -

. Lo . .1 ..
je dirai méme plus, pour tout A fini, tout p<z=, tout p fini

! (i) = (it Py e
t ,t" €[-A, +A] |t'-t"‘ﬁ /

Au § 1, nous avons défini un modéle particulier de T,

v
avec Q=R ", p=1limite projective des p

v v v
£(t) = 7, s pR_Htlag

Pour ce modele (comme pour tout autre), s1 f est la fonction presque
sure du corollaire de la prop. XV, alors, pour tout t€ R, wi (£ (w))(t)

est la méme variable aléatoire que n_. Mais, dans ce modele, m n'est

t‘
pas seulement une variable aléatoire, c-a-d. une p-classe de fonctions

v v{t} . .
C'est une application vraie de (Q dans R = Iét . On peut alors dire plus:
pour u-presque tout w€(QQ, f(w) est exactement la fonction t—'nt(w).

Autrement dit, non seulement : "pour tout t, pour u--presque tout W.
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(£f(w))(t) = Wt(w)'ﬂ mais : "pour u-presque tout w, pour tout t,
(f(w))(t) = nt(w)'ﬂ ce qui est plus fort.
En effet, la premiere affirmation entraine la deuxie. » si on se

borne a t parcourant un cnsemble dénombralle dense de R. Mais la probabilité

brownienne sur C, qui est de Radon;a les mémes lois marginales by £
V 1’ Z)""
que p, donc elle a pour image y dans R~ _autrement dit  est portée par

VIR
C ©C R ; donc, pour u-presyue tout w € Q, w est dans C, t v ﬁt(w) est une

n

application continue de R daus R j; si elle cofncide avec f(w), aussi conti-

nue, sur un ensemble dénombrable dense, elle lui est identique.

Remarque 2 : La prohabilité brownienne ne provient méme pas d'une proba-

bilité cylindrique de type p = 0 survr Cp si 5 > ]/2 ; en effet, pour

1/2 < Bl < B, (6(t*)_ 6(t”))lt'— t !pl tend vers 0 dans (Cp)' quand t'-t"

tend vers 0, avec t',t" € [-A, +A] ; donc, si la probabilité était de type
p sur CB, la fonction aléatoire brownienne f vérif.crait, pour t',t" € [-A,+A],
f(t") - f(t'),

o
,t" - tll 1 'j

lim H = {, c¢e qui nu'est pas.

|[t"-t']| -0
LP(a,u)
Par aillcurs, on remarquera que, en tant que fonction aléatoire R - Lp(Q,p),

3 . / .
f est holdérienne d'ordre exactement 1/2 ; mais on peul montrer que, presque

sirement, f n'est pas holddricnne d'ordre 1 2.

P2
Remarque 3 : Le passage par l'intermédiaire de L™ et du bruit blanc est

important pour bien d'autres raisons. Mais il n'était pas nécessaire pour

donner la prop. (XV,4: 1) ou son corollaire.

En effet, directement, f : R~ LP(Q,u), p = 1 fini, est h8ldé-

rienne d'ordre 1/2 5 cela suffit a prouver qu'elle définit un élément de

<

c” 8% Lp(Q,u), pour tout « < 1/2 j; donc une fonction aléatoire

(Ca)é - LP(Q,u), et par suite une probabilité cylindrique de type p sur c”.

Or, si B < a < 1/2, il existe P, tel que a-8 > ;}-; pour tout p = P,
8 0

@ est p-radonifiante, et comme la probabilité cylindrique est de type

c" -C
p sur Ca, elle est de Radon d'ordre p sur CB, c q f d.
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Remarque 4 : Nous avons utilisé le fait que (L%oc)1 - CB était p-radoni-

fiante, toujours pour des p > 2 (car B < % - %). On peut voir que

2
(Lloc 5.1
en raisonnant sur le tore W = R/Z, on voit que (L°)" - C serait 2-radoni-

)1 -+ C (B =0) n'est pas 2-radonifiante. Si en effet il en était ainsi,

fiante § mais C - L2 est 2-radonifiante ; et un théoreme de Pietsch dit que

le produit de 2 applications 2-sommantes est nucléaire j or (L2)1 ~12 ntest

2.1+¢ 2
)

pas nucléaire (alors que (L - L° est nucléaire).

§ 5. LES LOIS STABLES D'EXPOSANT s,0 < s < 2, ET LES FONCTIONS ALEATOIRES
+SSOCIEES.,

s

Nous admettrons que la fonction T - e-!TI , 0 <s <2, est de

type positif sur R. Elle est donc l'image de Fourier d'une probabilité,
appelée probabilité stable d'indice s. On sait aussi que celle-ci est de

; constante

la forme es(x)dx, et que es(x), pour x infini, est comparable a | |s+1 3
X

donc f lep Ss(x)dx < +@® pour tout p < s, ce qui distingue nettement le

cas s < 2 du cas gaussien s = 2 ou l'intégrale est finie pour tout p fini.
La probabilité stable d'indice s et de parametre ¢ est alors 6 pour ¢ = 0,
et pour c¢ # 0, l'image par l'homothétie de rapport ¢ sur B ; son image de

~fet]®

Fourier est 7 » L . Si n variables aléatoires sont indépendantes et

suivent des lois d'indice s, de parametres ¢,,C.,...,C leur somme suit
H 1, 2) b n)

)1/5.(’)

n

la loi d'indice s et de parametre ( I |ci|s
i=o

On appelle alors fonction aléatoire s-brownienne une fonction

aléatoire £ : B— L°(Q,un), vérifiant les 2 propriétés

< < ... < i Satoi -
1) Pour b, <ty <. t » les variables aléatoires f(tz) f(tl),

f(t3) - f(tz),...,f(tn) - f(tn_l), sont indépendantes, et f(0) = 0

-e

2) Pour t < t', f(t') - £(t) suit la loi stable d'indice s, et de para-
métre (t' - t)l/s.

.
( )On pourra consulter Paul Lévy, Processus stochastiques et mouvement
brownien, chap. V.
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On démontre, comme au §1, l'existence d'une telle fonction, et

son unicité a une isonomie pres.

On a ensuite des résultats analogues a ceux du §2, pourvu que s >1;

on doit en effet prendre p =2 1 pour que Lp(Q,u) soit un Banach, or p < s j

[si s <1, onap <1, et je ne sais plus si £ : R~ LP(Q,n), continue et
f(t') - £(t)
)
't' _ tll/S

stable d'indice s et de parametre 1, est de quasi-norme fixe dans Lp(Q,u)),

méme holdérienne d'ordre 1/s exactement ( suivant la loi

définit encore une distribution aléatoire].

Passons aux propriétés du §3. La proposition (XIV,3; 1) s'étend
sans modification : la dérivée T' est telle que, pour 9 € D, <I',9p> ait

pour probabilité la loi stable d'indice s, de parametre “m“ "
L

Ceci permet d'introduire un s-bruit blanc, 1 < s < 2, dont l'existence ré-
sulte de l'existence de f = T et du calcul de sa dérivée T'. En effet,
P = <T',p>, D ~ LP(O,u), nécessairement s'étend en une fonction aléatoire

linéaire continue L°® - Lp(Q,p), puisque H<T',¢>H = Hex(x)dx” Hw“ s
LP(q,u) PL

Le s-bruit blanc est une fonction aléatoire g : Ls(ll;dx) - Lp(Q,u),
1 <g§g<2, 0 <p <s, linéaire continue, telle que, pour ¢ € Ls, son image

g(m) suive la loi stable d'indice s, de parametre “@H ; sa probabilité
LS

cylindrique associée est l'unique probabilité cylindrique y (de type p‘<s)

]
sur L° (g + g = 1), telle que, pour toute ¢ € L®, ¢(y) soit la probabi-

1ité stable d'indice s et de paramétre |gl s
L

L'image de Fourier ¢y de y est donc, sur LS, la fonction ¢ —e
Alors la dérivée de la fonction s-brownienne, prise dans ', est le s-bruit

1
blanc. L'espace (Lz)} du 83 peut donc étre remplacé par (LS )}.

Mais ici, une différence essentielle apparait. On démontre que f
est presque sirement une fonction (au sens de ®', c'est-a-dire une fonction

localement Lebesgue-intégrable sur R), mais que presque siirement elle n'est

pas une fonction continue. Nous voyons en tout cas immédiatement que la

S

1
méthode du cas s = 2 échouerait : 1l'application (L:OC)1 - C" ne serait
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p-radonifiante par application du orollaire de la prop. (XIV,4; 1), que
, ou B < é - %, qui est < 0 pour p < s. Mais :

T

wir
Tk

pour 1 - @ >

Proposition (XV,5 3 1) : La probabilité cylindrique du mouvement s-brownien

foc)ﬁ, pour tout

est de Radon d'ordre p, pour tout p < s, sur l'espace (L

B < l/s.

2
Q

' =
Démonstration : Il suffit de montrer que l'injection (Liqoc)1 - (Lioc)[

est p-radonifiante pour p assez grand < s, puisque la probabilité cylindri-

' 1 1 1 1
)" 5 or elle 1l'est pour 1 - B > T (ﬁ - ;)

s
<
que est de type p < s sur (LIOC'

S+ (3-8

< =
S

ou pour 11

S p
Remarque : On peut aussi trouver que la probabilité est de Radon d'ordre
p < s sur des (L?OC)B, avec des b £ s mais ce n'est pas plus avautageux,

5
c'est avec b = s qu'on a le meilleur résultat.

En effet, prenons d'abord b < s. De toute fag¢on on a p < s, et

1 1 1.+ 1 1 1.+ 1 ,
alors 1 - B8 > it (5 - E) donc B < : " (5 - E) donc < 5 et le résultat
est moins bon qu'avec b = s. Prenons maintenant b fini > s. Alors effecti-

vement on obtient une probabilité de Radon d'ordre p dans (L?oc)y’ avec

1 1 1 1 1 1 1 . . .
- - - - = < (= - = - g < = .
1 y > ot 5 poou vy (S p) * % donc y . arbitraire pulsque p
peut €tre pris arbitrairement proche de s. Mais c'est une conséquence du
résultat relatif & s, puisque 1'injection (L° )B - (Lb )Y a lieu des
1 loc loc

1

- > - - =,
que B Y s 5
Corollaire : La fonction s-brownienne, 1 < s < 2, est p-presque siirement

i 1 N

dans SL:OC)B pour tout p < s et tout <A;7(donc p-presque surement dans
b
loc

(L2 )7, s sb <o,y <),

En effet (Lfoc)B est isomorphe a un sous-espace fermé de Liocx.g'
(note (‘) page (XIV,Q)), donc a ses parties compactes métrisables, et il

suffit d'appliquer la prop. (XIII,3; 1).
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Remarque 0 : L'appartenance a (L?OC)Y donne des conditions de H8lder
locales de tout ordre < y dans Lb. bone : poc- tout b ='s fini, pour tout

p < s, pour tout y < =, pour tout A fini :

oo

b
/ b
o ) - (we)])
A In| j
. /

) A}

dt du(w) ~ += .

Sup
o |n|<a

’

Remarque 1 : Daus la définition inicviale de la fonction aléatoire

s-brownienne f, f(t) était défini pour tour t < R, mais seulement comme

4
9

(/]

une p-classe de fonctions réelles .-mesurables sur Q. Maintenant, cle

f(w) qui est défini pour tout w ou u-pre:zque tout w € {0 ; mais c'est scu-

) b . . .
lement un élément de Llo L finl, Jonc une du-¢lasse de foncrions dt-mesu-
C
rables sur R. La jonction est facile a faire entre les deux : la premiere

est dans C(R ; Lp(Q,p)), la deuxieme dans Lp{ﬁ,p; L?oc(l{;dl))’ donc¢ toutes
les deux dans L?OC(Q x R, 4 ® at) (rsomorphe a LP(a.. L?OC(P,dl))COmmeh

LEOC(IL dt : Lp(Q,p))), el elles sonw aloes dgales (parce que,pour toute
0 €9, leur intégrales en 9(t)dt coinc dent pour .-presque tout w € Q). Un

peut donc en fait trouver f : (w,t) — t{w (), fonction réelle sur O x R,

p
loc

pour tout t € B, w = f(w,t) soit dans la classe de £(t) € LP(q,u), et que,

(b ® dt)-mesurable et miéme dans L7 (O x ¥, o dat), p <s, telle que,

. b .
pour u-presque tout w € Q, t = f(w,t) soit dans la classe de t(w) € Lloélhdll

Par contre, une chose qui se produisalt pour s = 2 n'est plus
valable pour s < 2. Dans le¢ modele canonique de la fonction aléatoire

v
s-brownienne, Q est I?i, » est la limite projective des .. o N
1’72277 "'n

v v v .
f(t) est la projection LI ﬁB-ﬂiﬂ{t} = R. Ici, pour s <2, il n'y a plus
aucune raison d'imaginer que, pour .-presque tout w € Q, f(w) soit la classe
(de Lebesgue)g&a fonction t - nt(w). En d'autres termes, sl nous reprenons

la fonction ci-dessus f € Lp(Q,R ; u®dt), rien ne dit qu'elle puisse eire

prise égale a m : (w,t) + nt(m) ; la fonction n_ainsi définie n'est sans

doute pas (u ® dt)-mesurable.

Remarque 2 : En utilisant les martingales, on montre que f est presque

sirement une fonction réglée (n'ayant que des discontinuités de lere espece),
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N . . S ,
el continue a droite, donc appartenant a Lloc' On ne peut pas le démontrer
[ee}
par les méthodes précédentes, qui ne distinguent jamais L10 de C, puisque
<
presque sirement f n'est pas continue } Par contre, bien sir, il n'y a au-

w©
cune propriété hovldérienne dans Lloc’ sans quol 1} y aurait continuité.

Remarque 3 : Comme pour s = 2, le bruit blanc n'est pas nécessaire pour
trouver les propriétés hbldériennes. Du seul fait que la fonction aléatoire
f « R~- Lp(O,u), p < s, est hdldérienne d'ordre l/s, on déduit qu'elle est
dans €7 é; LP(Q,M), donc définit une probabilité cylindrique de type p sur
r pour iout y < 1/s. Alors elle sera p-presque siirement dans(Lfoc) ,
G (Lioc)B est p-radonifiante pour p assez grand < s, ce qui est vrail
i =B > (1/p - 1/s) pour p assez grand < s, donc si y-pf > 0, donc

=1 3 < 1/s.

6. LFS BRULT® BIANCs FET_LES IMMERSIONS DES ESPACES LP.

red

Proposition (XV,6 : 1) : Soient X un espace topologique, v une mesure de

lRadon = 0 sur X. Pour tout s, 1 < s < 2, il existe une probabilité cylin-

. . s’ , . s
drique * = A sur L” (X,v), dont 1'image de Fourier est. sur L (X,v), la
. . . ol s . _
fonction de type positif o v e /L%, cetre probabilité cylindrique est de
tvpe p, pour tout p fihi_s1 s = 2, pour tout p < s si s < 2.

Sy ¢ B> g(e) est une fonction aléatoire g = gt LS(X,y) £ LO(Q‘u). qui

cv 4 . s o o
la réalise, g est un morphisme strict de L (X,v) dans L (Q,M)l ei méme

use isométrie & un facteur pres. de L°(X,v) dans LP(Q,.), pour tout p

fini > 0 si s =2, pour 0 <p <s s1 s <2. Les mémes résultats subsistent
§
pour = < 1, en remplagant L° (X,v) par L (X,v) muni de la topologie

G(Lﬁ.LlleI's = 1, et par le dual algébrique (LS(XLv))* muni_de la topolo-

) s s . _ . } . ,
gie 5((L)*.L°) si s <1 5 le type est toujours relatif au dual normé

LT(X.,v).

C'est le s-bruit blanc généralisé, ou (R dt) est rempiacé par

(x. ).

Démonsniration +« Montrons d'abord que ' : 9 — e est une fonction de

type positif sur LS(X,V). Il faut montrer que, s1 ml,Q2,...,¢n sont des
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, ]
éléments de L (X,v), et z <2 des nombres complexes, on a :

12Zg0
~llo,-9.1I°
P.-9.
n i "j' s
z e L Z.
i,j=1

N
\%
(=

Comme I' est continue sur LS(X,V), il suffit de le montrer pour des P d'un
sous-ensemble dense, on peut donc supposer les ?; étagées. Mais alors cela
rerient a montrer la propriété lorsque u est combinaison d'un nombre fini

de masses ponctuelles, ou encure pour X = R, p = dx, les Py étant étagées ;
cela résulte alogs des résultats du $5, donc du résultat admis antérieure-
ment : T ke ! est de type positif sur R (ceci est d'ailleurs valable

pour 0 < s < 2).

Alors cette fonction continue de type positif est bien 1'image
!
de Fourier d'une probabilité cylindrique As sur L° (X,v). Elle est de typep
dans les conditions indiquées, car, pour ¢ € LS(X,V), m(ks) est la loi sta-

ble d'indice s et de parametre “QH s’ puisque son image de Fourier est
L

lleoll%
e

T b , et qu'alors Hq?(hs“p = ||9S,(X)dxl|p HNILS, donc I!XSH; = HGS(X)GXIL-

Si g est une fonction aléatoire : L°(X,v) - L°(Q,u), réalisant Ags elle est
continue et en outre, si g(p) converge vers g(0) = 0 dans L°(Q,u), la loi de

g(Q), qui est la loi stable d'indice s et de parametre H@H g» tend vers )
L

dans P(]l% donc ¢ converge vers 0 dans L® g est un morphisme strict. En

outre, pour 0 < p <+ gi s = 2, pour 0 <p < s si s <2, Hg(w)“ p =
LY (Q,p
“w(K )H = “QH HG (x)dx“ , donc g est une isométrie, au facteur ’
s’ ''p LS 8 P

Hes(x)dpr pres.

Corollaire : Tout espace hilbertien est plongeable dans un espace L°

(avec la topologie induite)l et plongeable isométriquement dans un espace

LP, pour tout p fini > 0 ; tout espace L%(X,v), 0 <8 <2, est plongeable

dans un espace L° (avec la topologie induite), et plongeable isométrique-

ment dans un espace Lp, des que 0 < p < s.
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On trouvera des compléments sur les immersions des espaces LP

dans les travaux de Bretagnolles et Dacunha -Castelle.

Proposition : Si L PYERRNLN sont n éléments de LS(X,v), portées par
des
g(@l), g(@z),...,g(wn), sont 1ndépendantes.

parties 2 & 2 disjointes de X, alors les variables aléatoires

Nous devons pour cela montrer que l'image de u par (g(ml,...,g(un,

est le produit tensoriel de ses 1mages par les g(mi), ou encore que

n
. _ 5 s N “
(04,99,00-29 )(2,) = 2 o, (x), 9, €L (X,v). Or (915995020 ) (3 ) est

une probabilité sur H', dont 1'image de Fourier est (Tl’TO""’Tn) e

' s
v gt T o |l
171 L® s
nn , et ® QI(AS) est une probabilite sur lfﬁ dont
i=1 I s
n _“Tin“LS
1'image de Fourier est (TI,T2,...,T ) - TT e ; et ces 2 fonctions
i=1

sont bien égales s1 les ¢ ~sont portées par des ensembles disjoints.
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(Suite et fin de 1'exposé 15).

§ 7. _LE MOUVEMENT BROWNIEN A PLUSIEURS PARAMETRES.

Définition : on appelle fonction aléatoire du mouvement brownien a n
. , . n 0
parametres de temps, un fonction aléatoire : R ~-L (Q,u), ayant les

propriétés suivantes :

1) Quels que soient tl,t2,...,tk€fRng et quelles que solent les cons-
tantes Cl’ 02,...,Ck réelles, le(tl) + ‘¢.+»ka(tk) est une variable

aléatoire gaussienne ; et f(0)=0 ;

2) Quels que soient t, 1' € R”, £(t') - f(t) est gaussienne de paramétre

|t -t|’/2 =(§ (t! _t,.)2jv4.
=1 1 1

1=

L. . . n .
Proposition (XV,7LI) ¢ la fonction aleatoire brownienne sur R~ existe,

et est unique a une isonomie pres ; elle cofncide pour n=1, avec celle

du § 1,

Démonstration :

1) Soit K un noyau réel de type positif sur R" c-a-d. une fonction
n n n

R xR —~ R, telle que, pour tl,tz,.“,tkER ’Cl’ Cz,...,CkGR, on ait
1'égalité z C Ch(t ,t )=20. K est alors symétrigque,

. 1) 1773

i,j=1, ..,k
K(t,t')=K(t',t). La théorie des noyaux reproduisants d'Aronszajn-Bergman
(voir L. Schwartz, sous-espaces hilbertiens d'espaces vectoriels topolo-
giques et noyaux associés, Journal d'Analyse de Jérusalem, 1964, p.%?S) dit
qu'on peut associer a K un sous-espace hilbertien X de l'espace R ,
a injection continue ; pour tout t € R", K(,,t) est dans X, et
(K(.,t)IK(‘.,T))}c = K(t,7). Si alors g est une fonction aléatoire

K - LO(Q,u) associéde a la probabilité de Gauss sur Kk, et si on pose

£ : R® —X> ¥ —£5 1°(q,u), ott B®~ K est la fonction t~K(,,t), on
voit que f est une fonction aléatoire sur ﬂf]; pour tl,t2,~..,tk€ZBn,

C.€R, le(t1)+ cel Ckf(tk) = g(ClK(o,tl)+...+CkK(.,tk))

C1’C2"“’ K
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n ‘
est gaussienne, de paramétre H z CiK(.,t)” =" z C.C K(t.,t.)
i=1 TP SR T B A A
Pour K donné, la fonction aléatoire £ : R -L°(Q,n) est la seule, 2
une isonomie prés, pour laquelle on ait cette propriété ; car alors
n
T Cif(ti) a une loi de probabilité connue, donc la variable aléatoire
i=1
(f(t1),f(t2),...,f(tk)) :(2*.Rk a une loi scalairement connue, donc
connue par son image de Fourier (lemme p. (V,5)), et f a ses lois mar-

ginales connues.

2) Prenons K(t,r)= |t|+ rr|—|t'—1!, ou l l est la longueur euclidienne
sur BP; et montrons que K est de type positif. Si c'est vrai, cela en-

traine que, pour tl,tz,...,tkéﬁﬂnen;01,02,...,Ck€.B. avec C1+C2+".+Ck=0,
on ait - ¥ CiC.lti— t.| 20. Inversement, supposons cette propriété

i,j J
démontrée, et soient 01,02,...,Ck:€]1 avec Cl+C2+"'+Ck = s quelonque ;
alors on peut rajouter un tl supplémentaire, avec C1 = -5, la somme des
coefficients est maintenant nulle, et on aura donc
- C.C.lt.,-t.|+2s T C.|t.-t, |20 ; en faisant tendre t, vers 0, on
.. 1ot J A T 1 1
1, J

- C.|t. -t.]|= (e ]+t -t -t 1) =0.
aura 2s ? letj| izjcchitl tJ] 0 , ou iZJCiCJ(|t1I+| J| |+, JA)
) ’

Nous devons donc montrer que, pour tout tl,t2,...,tk€.Rn

de somme nulle, - ¥ Cicjlti-tj' 20, Il suffit pour cela que, quel que
i,
soit €>0, Tt que}s que soient les Ci’ de somme nulle ou non, on ait
-elt. -1,
injcicj e o 20, comme on le voit en développant suivant les puis-
? -
sances de €., Autrement dit, il faut montrer que la fonction t—e e[tl

est de type positif au sens de Bochner, ou que son image de Fourier est

=9, 0r, si nous reprenons les fonctions Ha du § 3 de %'exposé X1V, 1la

fonction de Kelvin K_yé(u) est proportionnelle a ;T—] , done
_ n! R
1 R -
8(11'+|TI2) = (a=n+l) est proportionnelle a e 2n|t|’ qui est donc

de type positif comme cherché.
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3) 11 existe donc une fonction aléatoire, unique a une isonomie pres,

n n k
sur B, telle que, pour t;,ty,..., ¢, €R", C;,Cy ..., C €R 0 £:8(¢;)

soit gausienne, de paramétre (% i?jCiCj(lti|+]tJI-Iti—tjD)VQ. Alors
£(0)=0, et £f(t')-f(t) est gaussienne de paramétre (ici c¢'+c=0) égal
a It'—tl . Et il suffit, pour caractériser f, d'écrire que toutes les
le(tl)i-...-+Ckf(tk) sont gaussiennes (sans préciser leurs paramétres),
que ¥{0)=0,et que £(t') - f(t) est gaussienne de parametre lt'-t] H

car alors f(t) est de paramétre |t| et

2 N _
Esp. |Z Cif(ti)l = izjciuj Esp. (f(ti)f(tj)) =

- %fjcici pop (1£(t;) 1%+ 1006 )] - |1(8;) - £(2,)1%), done

1

k :
L C.f(t,) est forcément de parametre (% T C.C.(|t.‘+|t.!—|t.-t.|))yé.
—1 i R A 3 i

Proposition (XV,?;al : la foyction aléatoire brownienne est p-presque

glirement une fonction continue, h8ldérienne d'ordre f, pour tout p fini

et tout B<%— .

£(t!) - £(¢) est gaussienne normale, donc
|t -t]

Démonstration : la variable

sa norme dans LP(Q,u) est fixe ; la remarque 3 de la page (XV.13) est

encore valable, en remplag¢ant a-{3>—i— par Qiﬁ > 5—, et donne la
o 0

méme conclusion. Des généralisations ont été obtenues par Dacunha-

Castelle.



