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XIII.1

§ 1. LIMITES PROJECTIVES DE VARIABLES ALEATOIRES : POSITION DU PROBLEME

objets analogues à ceux du ~3 de l’exposé I, définissant une application
continue p de X dans la limite projective X des Xi.

Soit 0 un espace topologique muni d’une probabilité de Radon ,
et soit (f. ) un système de variables aléatoires, f . -classe d’appli-i iE ’ ’ 1 

’

cations j-mesurables de n dans X , vérifiant la relation de cohérence
i

f = 1t 1.,J 0 . 0 f , i i,j j

On se pose la question SU1vante : existe-t-il une variable aléa-

toire f, y-classe d’applications g-mesurables dans X telle que, our

tout i E I, f 0 = pi o f ?
i 1

Propositïon XIII 1 · 1) :

1) Si les Pi séparent les de .X, la variable aléatoire f si elle
i - ... -...

existe, e st unique.

2) Une condition nécessaire d’existence de f estr le système des pro-

babilités de 9 sur les X. , admette une limite projective
1. l --- - --. -.. -- .-- -- --- .- 

-

sur X , c’ e st-à-di re une probabilité v sur X , te 1 le que pour tout î E I,

autrement dit, c’ est la condition de :
-1 1 .. -.. 

- -

quel que soit e&#x3E;0y il existe un compact K de X tel que-,- pour tout i E I,

f . K ? 1 - p- -i i --

Démonstration :

1) Soient f, g, deux applications (et non classes d’applications) solu-

tions du problème. Elles sont mesurables ; donc, pour tout e &#x3E; 0, il

existe un compact A CO, tel que 1 - E, et que les restrictions de f

et g à A soient continues. On peut toujours supposer que A est dans le

support de g, faute de quoi on peut le remplacer par son intersection avec

le support. Pour tout i, et sont alors continues sur A contenu
i i

dans le support, et j-presque partout égales, donc partout égales.

Alors, puisque les p. l séparent les points de X, f et g coincident sur A ;
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comme c&#x3E;0 est arbitraire, f et g sont -presque partout égales sur Q,
donc définissent la même variable aléatoire.

2) est évident, car, si f existe, alors v = f(g) répond à la question.

§ 2. LE THEOREME FONDAMENTAL

Théorème (XIII,2;1) ~

La condition de Prokhorov 2) de la prop. (XIII,1;1) est suffisante pour

l’existence de f, dans chacun des deux cas suivants :

1) Il existe un ensemble denombrable JCI tel que les . i EJ, séparent- . - 

1

les points de X ;

2) Les parties compactes de X sont métrisables.

Démonstration s

0) Supposons d’abord I dénombrable, les p. i séparant les points de X.

La limite projective X est une partie de ITX soit f l’applica-00 

iEl 1 
00

tion TT f i de 0 dans TTx., g-mesurable puisque 1 est dénombrable. Alors
i El 1 i El l

la probabilité image f.(g) est la limite projective des (qui d’ail-00 1

leurs existe toujours dans le cas dénombrable, la condition de Prokhorov

est automatiquement réalisée), donc portée par X, donc foo est une variable
aléatoire à valeurs dans X~. Mais f.(g) est l’image par p de la probabilité
v dont l’existence sur X est supposée  alors la prop. (1,2;1), p étant

injective, montre que p-l, application de p(X) dans X, est définie

partout et f.(g)-mesurable ; et f = p- f co répond à la

question.

1) Il existe une partie dénombrable J CI telle que les p., i E J, séparent
1

les points de X. On peut toujours supposer que la structure d’ordre

de 1 induit sur J une structure isomorphe à celle de N (ou exceptionnel-
lement d’un segment [0,n] de N).

effet, soit (j ) une surjection de Nsur J ; par récurrence, on peut1 

n n Eti
construire une application croissante Ndans I, telle que pour

tout (I est filtrant) ; alors J = 
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a la même propriét,é que J, mais sa atructure d’ordre est isomorphe à celle

de E ou d’un segment de N]., ,) Bornons-nous alors au système projectif des

i i, ~ , p , 1 avec lesX. 1 et X pour i, j EJ ; il vérifiée toujours la con-

dit ion de Prokhorov, avec la même probabilité v sur X, mais J est dénom-

brable et sépare les points de X ; le cas 0) affirme qu’il exîste 

unique, &#x3E;,-mesurable telle que fi - fj pour tout ï EJ.

Soit J’ un autre ensemble ayant les mêmes propriétés que J, mais

J au sens suivant : tout élément de J admet un majorant dans J’ .

Alors fJ et, 8ont deux variables aléatoires n - X, vérifiant fi 
pour i E J ; donc elles coïncident par l’unicité. Sî maintenant J1

et J2 sont deux parties dénombrables quelconques de 1 séparant les points
de X, il en existe une autre J qui majore chacune d’elles au sens ci-dessus,

donc fsr - f J - f12. Finalement, il existe une variable aléatoire unique
1 t 2 

f : tel Ie que. pour tout J CI dénombrable séparant les points de X,
f = f.1’ m Mais Lout i E I est élément d’une telle partie J, et alors

c q f ci .

2) Supposons les parties compactes de X métrisables. La probabîlité v
sur X est, portée par X’, réunion dénombrable de tels compacts, donc

souslihien. On peut alors supprimer X et raisonner sur X’ , en restreignant
les p, , p p à X’ .

1

Alors p esi une surjection continue du souslinien X’ sur p(X’ ) CX L’es-
pace est souslinien ; ses points sont séparés (comme ceux de par

les donc, d’après une propriété des sousliniens, il existe une partie
dénombrable J CI telle que les x , , 1 E ,J , séparent les points de p(X’) ;

1

donc, d’après le cas 1), il existe une variable aléatoire p(X’ ),
telle que f . = Tt. .1 of 00 pour tout i E I . D’ après un théorème de von Neumann

sur les sousliniens (voir Dixmier, ’Algèbres d’opérateurs dans les espaces
hilbert.iens’’, Paris, Gauthiers-Villars, 1957, Appendice V, dernière page),
il exi ste une universellement mesurable

i denti té sur p(X’ ~ ~ , Alors f = Co f répond à la question, c q f d.
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§ 3. APPLICATIONS RADONIFIANTES ET DECOMPOSANTES

Soit E un espace vectoriel localement convexe, et soit

(p : (Q,p) -E une variable aléatoire à valeurs dans E. Elle définit une
probabilité de Radon ~(~.~ sur E, donc, a fortiori, une probabilité cylin-

drique. Une fonction aléatoire associée linéaire sur E’ , est E’ -~ L°(~1, ~,~ ,
~ H ~ , ~&#x3E; _ ~ o (p ; nous l’appellerons f 

cp 
ou 

Inversement, soit f : une fonction aléatoire li-

néaire sur E’ ; nous dirons qu’elle est décomposée, s’il existe q&#x3E;: 0 E,-

mesurable, telle que ç* = f , = pour tout §EE’. Notons que

nous nous plaçons d’emblée dans une situation "duale". Pour une application
f d’un Banach U dans un espace il serait naturel de dire qu’elle
est décomposée, s’il existe (p, variable aléatoire n - Ul , telle que

~ 0 ~ = f(§) pour tout § E U.

Alors, pour U = E’ , U’ est E", et nous serions amenés à admettre tp à valeurs

dans E" . Pour ne pas introduire de telles complications, nous garderons

toujours ces situations duales : nous ne parlerons ue de fonctions aléa-

toires linéaires sur des duals E’ et nous les décomposerons par des a -

plications 0 ~ E .

Proprosition (XIII,3;11 :
Pour qu’une fonction aléatoire f : soit décomposée, il est

nécessaire que la probabilité E soit de Radon, et c’est.... --- - 

suffisant si E a ses parties compactes métrisables. Si f est décomposée,

la variable aléatoire (p qui la décompose est unique.

Démonstration :

Cela résulte trivialement de la prop. (XIII,1;1), et du cas 2) du théo-
rème (XI I I , 2;1 ~ _

Ici X = E, X. 1 est un espace Rn, p. i une application linéaire continue de E

dans Rdéfinie par un système En, x. , , une matrice défi-
1 2 n 

m 
1,J 

nissant une application linéaire continue d’un R dans un est la

variable aléatoire (f ( ~ ) , f(g2),...,f(gn» : 0 - Rn. La variable aléa-
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on a aussi

Ici les ~E E’ séparent les points de E, donc il y a unicité, prop.(XIII,1;1).
Le théorème (XIII,2;1) donnent deux critères possibles ; mais le 1er est

un cas particulier du 2ème ; car, si E’ admet une partie dénombrable D’

séparant les points de E, ~ tout compact de E est plongeable dans donc

métri sable , c q f d.

Exemples : s 1) E souslinien ;

2) E Banach ou Fréchet.

~ 

Malheureusement, la théorie des applications radonifiantes intro-

duit souvent d(G",G’) ; ses parties compactes ne sont pas métrisables,

sauf dans le cas bien rare où G’ est séparable ! 1

Soit u une application linéaire continue d’un Banach E dans un

Banach G. On dit que tu : G’ -~E’ est P -décom P osante (situation duale
si, pour toute application linéaire continue f : E’ -~ la composée

f o tu est décomposée par une aplication (p : : appartenant à 

c’est-à-dire g-mesurable, avec (Sup. 
. 

ess.) pour p = +ce,

Proposition (XIII,3;2), :
Soient E,G, des Banach, u une application linéaire continue de E dans G.

Alors u est si et seulement si u est p-décom-
osante.

Démonstration :

Soit X une probabilité cylindrique de type p sur E ; on sait qu’on peut
lui associer des fonctions aléatoires linéaires continues f : E’ -~ LP(n,4)
(prop. VI,1;1), et qu’inversement à toute fonction aléatoire telle que f

est associée une probabilité cylindrique X de type p. Alors la composée

f tu est associée à la probabilité cylindrique u(~,) ; et la prop.(XIII,3;1)
dit justement que est de Radon si et seulement si f o tu est décomposée ;
si fo tu est décomposée par (p : 0 - G, ~ il est enfin équivalent de dire que

ou que u (~,) = est d’ ordre p, c q f d.
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§ 4. APPLICATIONS NIKODYMISANTES

U 
Soit 0 un-espace localement compact, g une mesure de Radon z OsurQ.

Une mesure vec or1e le v

/sur 0, à valeurs dans un Banach E, est une application linéaire continue

de C 
comp 

(0) dans E. On dit que v est scalairement de base g, si, pour

tout §EE’, &#x3E; la mesure scalaire v,~&#x3E; = ~o v : C est de

base g, c’est-à-dire produit de é par une fonction localement p-intégrable.
On dit que v est de base g si elle est produit de par une fonction

g : 0 ~ E, localement é-intégrable ; cette fonction g est nécessairement

unique, à un ensemble é-négligeable prés ; en effet, si g, et g2 définis-
sent la même mesure v = g14 

= 

91 et g2 sont scalairement ~-presque
partout égales, mais toutes deux p-mesurables donc ce-presque partout éga-
les (comme pour l’unicité, point 1 de la prop. XIII,1;1).

Considérons la transformée tv application linéaire continue
E’ ~ M(O), où M(n) est l’espace des mesures de Radon sur 0 ; dire que v

est scalairement de base g, équivaut à dire que tv . envoie E’ dans l’espace

des mesures de base 4, et elle est forcément continue
ioc 

t 
ioc

puisque v est continue de E’ dans M(n). Et dire que v est de base , c’est

dire que tv : est décomposée par une fonction ioc C P P ioc (&#x3E;&#x3E;

Soient E, G, des Banach, u une application linéaire continue de

E dans G. On dit ue u est nikodymisante, si pour toute mesure de Radon

v : E sur un es ace localement compact 0, scalairement de base une

mesure 4 ;?: 0 sur E, la mesure image u v : ~ -~ G est de base .

Proposition 

Si l’application u : E -~ G est 1-radonifiante, elle est nikodymisante ;

si u est nikod isante, elle est 1-gommante donc 1-radonifiante si G est

réflexif ou dual séparable de Banach ou si E est réflexif ou de dual sé a-
rable.

Démonstration :

1) Supposons u 1-radonifiante. Soient d’abord 0 un espace localement

compact et g une mesure ~ 0 finie on pourra sans inconvénient
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la supposer de masse 1. Soit v une mesure vectorielle C 
comp 

(Q) - E,
scalairement de base ~, et telle en outre que, pour tout § E E’ , soit

produit de j par une fonction, non seulement localement 4-intégrable
mais même globalement -intégrable. Alors tv : E’ - M(n) envoie E’ non
seulement dans mais même dans L1(0,i) continue de E’ dans

1 ioc 1Lil oc’ elle est forcément continue de E’ dans L par le théorème du graphe
fermé. Alors f est une fonction aléatoire linéaire de type 1. Puisque

u est 1-radonifiante, tu est 1-décomposante, donc f 0 tu est décomposée par
une fonction les mesures de Radon et Uo Bt : 0 --. G sont

scalairement égales, donc égales. Cela prouve non seulement que est

de base ~, mais qu’elle est produit de L par une fonction intégrable.

Soit maintenant ,, : n - E une mesure vectorielle, de base z,

mesure 0 arbitraire sur O. Soit 0. un ouvert relativement compact de Q
1

La mesure induite est finie. Il résulte de ce qui précède que Uo va
1 1

est produit de a par une fonction g ;n -intégrable. Considérons alors
l 1

le recouvrement de 0 par ses ouverts relativement compacts ; pour

chaque i, on a une fonction g. : * Q -*G, j -intégrable ; dans g
et g. sont o -presque partout égales. On sait qu’alor-s il existe

J i Ji j
une application g : 0 G, qui sur tout -presque partout égale

à . 1 
() 

, donc localement -intégrable, et répond à la question puisque
(g4) = 

g °
i 1

2) Inversement supposons u nikodymisante, montrons qu’elle est 1-sommante.

Soit a = une suite de points de E, scalairement 11 ; on sait

que clest.une application linéaire continue e == c a. PP C = 

n n

(série eommable dans E, non absolument sommable) de c dans E, de norme

;.a!).. Considérons la mesure de R-adon ,, sur N (N # N d compact)
c a 8(n) ; elle est définie par l’application linéaire continue

dans E, avec

(t) Voir Bourbaki, démonstration de Lebesgue -Nikodym, Intégration,
cliap. V, p. 52.
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Elle est scalairement de base é, si g est n’importe quelle mesure ~ 0

(finie puisque Ñ est compact) sur N contenant des masses en tous les en-
.... oU-

tiers, car

Prenons, par exemple, Puisque u est nikody-

misante, la mesure image doit être de base ~ donc produit

de g par une fonction intégrable (:R compact !). Donc

Ainsi la suite convergente après multiplication par

n’importe q uelle suite z 0 tendant vers 0, donc elle est convergente, et

u est bien 1-sommante.

Ensuite, si E ou G vérifie les conditions indiquées dans l’énoncé,

on sait que u, 1-sommante st 1-radonifiante (exposé XII, ~3, cas 3).


