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Résumé : On présente lfanalyse de la variante à l'aide du modèle de régression li

néaire* On étudie de manière formelle le système générateur des indicatrices des 

modalités engendrant le sous espace W sous lequel s 'effectue la projection. On en 

étudie en particulier le rang et on en extrait une base. Lorsque le plan est 

orthogonal, on examine les propriétés géométriques de W rendant très simple l'opé

rateur de projection sur W, On montre enfin une propriété d'optimalité globale 

des plans orthogonaux, 

Abstract : We are presenting the variance analysis in the frame of the linear régres

sion model, We study in a formai way the generating System of the indicator variables 

of the modalities. Thèse indicator variables generate a subspace W on witch we are 

projecting, We study the rank of W and we construct a basis. If the expérimental 

design is orthogonal we examine the geometrical properties of W in order to simplify 

the projection operator on W, Finaly we show a global optimality property for ortho

gonal designs. 

Mots clés : Analyse de la variance, système générateur, projecteur orthogonal, 

0 - INTRODUCTION 

Cet article contient une formalisation de l'analyse de la variance prenant 

délibérément appuis sur le modèle de régression linéaire. On cherche à en tirer le 

maximum d'idées pouvant donner au praticien une possibilité de mieux comprendre 

son modèle. Certes, dès les premiers modèles, l'aspect régression linéaire avait été 

vu, mais il restait un peu marginal» Une évolution importante a eu lieu lorsqu'on a 

commencé à utiliser des plans non orthogonaux quelconques, où la notion de projecteur 

a pris un sens opérationnel. 

Mais il semble qu'on se satisfait souvent de l'exhibition d'une matrice, sans 

trop s'inquiéter de l'opérateur sous-jacent :. Ce type de méthode, à mon sens, ne 

favorise pas la compréhension des problèmes. C'est pourquoi je m'intéresserai par-
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ticulièrement au système générateur associé aux matrices des opérateurs utilisés. 

Il ne sera donc question ici ni d'étudier des procédures de test raffinées ni de 

chercher des plans d'expérience particulièrement adaptés à telle ou telle expé

rience. Il s'agira essentiellement d'utiliser le formalisme de l'algèbre linéaire 

et de la géométrie euclidienne pour regarder certains problèmes d'un oeil un peu 

neuf. On donnera cependant en dernière partie une propriété d'optimalité des plans 

orthogonaux. Elle semble être plus ou moins sous-jacente dans de nombreux arti

cles. L'auteur pense néanmoins qu'il était bon de la démontrer et de l'exposer 

dans toute sa généralité. 

Remarque 1 : Pour des raisons de pure commodité, on notera avec un tilda les va

riables aléatoires définies sur la population de référence (appelées par la suite 

v.a. théoriques). Ainsi les n-échantillons correspondant (appelés par la suite 

v.a. empiriques) pourront être différenciés par la simple suppression du tilda, 

sans nécessiter, comme c'est l'usage, le passage à la lettre minuscule. On pourra 

ainsi utiliser les symboles : g (variable aléatoire théorique), g (variable 

aléatoire empirique), G (ensemble de v.a. théoriques), G (ensemble de v.a. empi

riques) . 

Remarque 2 : Nous dirons qu'un estimateur T d'un paramètre g est de matrice de 

covariance minimale dans un ensemble T d'estimateurs sans biais de 3 si T 

est élément de T et si : VT' € T, cov(T')-cov(T) est une matrice définie posi

tive . 

1 - NOTATIONS 

Le modèle de régression 

L'analyse de la variance, comme la régression, est un problème d'estimation 

des paramètres R19...9$ dans l'expression d'une espérance conditionnelle : 

EA(Y) = Z 3.g-(X) 
i=î X X 

où X = (X ,...,X ) et Y sont des v.a. définies sur (fl,£C,P), les composantes 

de X étant quantitatives ou qualitatives, g1(X),...,g (X) étant des fonctions 

connues de X. 
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Pour estimer ces paramètres, on échantillonne conditionnellement à X - x ,, 

..,X = x fixés. L'ensemble {x19...vx } est appelé plan d'expérience. On note 

Y. la v.a. associée au i - tirage de l'échantillon et on note X la matrice 

(n,m) : X(i,j) = g.(x ). On peut alors modéliser les résultats de l'expérience 

par : 

n 

= [Y] = + 

e i 
* 
• 

e 
n m 

avec • = XB = 

E(Y/X - x1) 

* 

E(Y/X * xn) 

Nous supposerons par la suite que £J9...,£ ont des lois normales de moyen

ne nulle, d'écart type a et sont indépendantes. 

Variables empiriques 
.n Considérons R en tant qu'espace vectoriel. Notons I • {i ,...,i } sa ba-

"* 1 n 

se canonique, et munissons-là de la mesure de probabilité : P(i.) = — . 
Soit u £ R . Ses coordonnées dans I seront notées : 

[u]I = [u(ix),...,u(in)] 

Ainsi nous assimilerons u à une v.a. empirique définie sur I. 

Réciproquement toute fonction réelle définie sur I sera assimilée à un élé

ment de 1R par le processus inverse. Nous munirons R du produit scalaire : 

1 "* "*" 
<u,v> = — E u(i, )v(L ) 

n , x k' k' 

Base et système générateur 

En particulier nous pouvons définir les variables empiriques associées aux 

colonnes de la matrice X : 

%i : telle que [g.^ est la ie-e colonne de X 

y : telle que [y]_ = Xg 

Notons W le sous espace de IRn engendré par G = {gx»...»£ }. 

On a : 

[y] • Xg *> y = Z g.g. « y £ W. 
i- a i l 
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3 est donc une représentation de y dans G. Notons donc que tout élément 

de W possède deux représentations intéressantes : 

- ses coordonnées dans la base I, notées [u]_ 

- ses coordonnées dans le système générateur G, notées [u] liées par : 

[u]T = X[u]. On a en particulier : B = [y]. 

On remarque tout de suite la différence entre ces deux systèmes de représen

tation : 

- les coordonnées dans la base I sont uniques et sont vraiment pertinentes 

vis à vis de l'expérience puisque chaque composante représente une moyenne condi

tionnelle. 

- les coordonnées dans le système générateur G offrent en général un "résu

mé" de l'expérience, permettent d'en extrapoller les résultats et de comprendre 

comment s'exerce l'influence des X. sur Y. Il est cependant évident que la dif

férence entre deux coordonnées dans G du même vecteur (dans le cas où G n'est 

pas une base) n'a aucune signification physique. Il ne s'agirait en effet que de 

deux manières différentes d'écrire le même ensemble de moyennes conditionnelles. 

Résumons-nous : la différence entre deux vecteurs de W est réellement signifi

cative, mais le choix entre plusieurs représentations dans G du même vecteur 

de W relève de conventions. 

Variable aléatoire à valeurs dans W 

Nous noterons Y* la variable d'échantillonnage à valeur dans R en tant 

qu'espace vectoriel (donc non liée à une base) définie par : 

[Y*]T = [Y] = 

Y 
n 

v • - .eme ̂ . 
, Y. étant associée au i - tirage. 

On peut alors présenter les techniques du calcul de régression à l'aide de 

calculs géométriques dans R . Par exemple considérons : 

P„ : projecteur orthogonal de Rn sur W. 

||*|| : l'application norme dans Rn 

<g.,»> : l'application u £ R -> <g.,u> 

On pourra alors définir par composition : 

<g.,Y*> = <g.,.>0Y* 

VY*> - VY* 
HPW(Y*)||

2 = ||-|2oPwoY* 



2 - ESTIMATION ET FONCTIONS ESTIMABLES 

2.1 - Est ima t i on d ê _g 

En analyse de la variance G n'est pas une base, de sorte que la relation 

y = E B^g^ admet une infinité de solution. Chaque solution sera appelée une ver-
i 

sion de 3. Pour retrouver l'unicité, il suffit d'imposer à 3 un système de con

traintes linéaires du type A B = [0] où A est une matrice de rang égal à 

m-dim W et telle que : quel que soit u € W, il existe une version [u ] de la 

représentation de u dans G telle que A[u ] = [0]. 

Soit Q la "métrique" de W associée à G, c'est-à-dire que Q est la ma

trice (m,m) telle que Q(i,j) = <g.,g.>. D'où Q = - XÙX. On montre alors que 
n -L j n 

Vu 6 R : 

1) Toute version des coordonnées de PM(u) dans G s'écrit : 

[Pw(u)] = Q"Yu 

où Q est un inverse généralisé de Q 

Yu est la matrice des coordonnées covariantes de Pu(u) : 

Yu = [<gi>u>.---<gm>u>] = ^ ( X ^ u ] ^ = (QtP^u)])11 

2) Le choix d'une contrainte Ag = [0] est équivalent au choix d'un inverse 

généralisé Q Q de Q tel que AQ~Q = [0]. Nous dirons alors que la version B 

de B telle que ABQ = [0], qui peut s'écrire : g = Q~QB quelle que soit la 

version B» est associée à 0 . 
^o 

L'estimation de 6 passe par l'intermédiaire de l'estimation des coordonnées 

covariantes de y. Définissons : 

1 
h= < g i ' Y + > = <gi>V Y *>> = ïï[8i¥?]t 

* = f*!-..,̂ ] - ̂  [Y]CX 

On peut alors écrire le théorème de Gauss-Markov ainsi 

Théorème I : Soit BQ la version de B associée à Q (telle que AB = toJ) 
Alors : 



,70. 

1)8 = oTè est un estimateur de B non biaisé, au sens du maximum de 
o oY o 

vraisemblance, et de matrice de covariance minimum dans la classe des estimateurs 

T dp R non biaises et tels que AT = [0]. 
o 

2) Cov B = — QIQQI* ' o n o o 
m 

3) y = PTT(Y*) = £ B-g- est un estimateur de y non biaisé, au sens du 
w 1 = 1 1 1 

maximum de vraisemblance, indépendant du choix de la contrainte AB - [0]. 

On constate en particulier que B n'est autre que la représentation dans G 

de y = PTT(Y*) vérifiant les mêmes conditions que B . W ° 

2.2 - Hypothèses sur B 

Examinons des hypothèses sur B du type KB = k où K est une matrice 

(il,m). Puisque B n'est pas unique, on peut donner trois sens à une telle hypo

thèse : 

a) il existe au moins une version de B telle que KB = k 

b) la version de B associée à Q (connue) vérifie KB = k 

c) nous avons peut-être choisi K telle que Vu G W, alors K[u] ne dépend 

pas du choix de la version [u ] de la représentation de u dans G. De sorte que 

K[u] est effectivement fonction uniquement de u. 

Définition : Soit K une matrice (il,m) telle que Vu 6 W, alors K[u] ne dé

pende pas du choix de la version [u] de la représentation de u dans G. Nous 

dirons alors que : 
o 

1) la fonction \̂ (K,«) : u -> K[u] de W dans R est une fonction estima

ble. 

2) KB est estimable. 

Propriétés des fonctions estimables 

a) Soit Z une matrice (m,m-dim W) dont les colonnes sont des représenta

tions dans G, linéairement indépendantes, du vecteur nul. Alors les quatre affir

mations suivantes sont équivalentes : 

1) KB est estimable. 

2) K est de la forme aQ, a étant une matrice (£,m) 

3) K est de la forme bX, b étant une matrice (£,n) 

4) KZ = [0],[0] étant une matrice nulle. 
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En effet, dire que *KK»#) est une fonction (évidemment linéaire) de W 

dans R^ est équivalent à dire qu'il existe une matrice b(£,n) telle que 

,U(v iO = hFu*L. 0*- tu h = X u , De olus, puisaue Q = - X X, on peut montrer que 

quel que soit l'inverse généralisé Q~ de Q on a : X = XQ Q. La quatrième équi

valence vient du fait que la différence entre deux représentations dans G du mê

me vecteur est nécessairement de la forme Zx puisque c'est une représentation 

du vecteur nul. Et on a : ̂ (K,0) = loi. 

On retrouve donc bien la notion habituelle de fonction estimable. On pourra 

voir une définition donnée en terme assez semblable dans [4]. On y verra d'ail

leurs une démonstration plus directe de l'équivalence entre 1 et 3 ainsi que l'in

troduction de géométrie (non euclidienne) dans l'estimation non paramétrique dans 

le modèle linéaire. L'équivalence de ces quatre affirmations permet de montrer 

que 

b) Chaque version B de B peut se mettre sous forme de fonction estima-
o 

ble : B = Q"Q3. 
o x o x 

c) L'ensemble des fonctions estimables ^(K,*) où K n'a qu'une ligne est 

le dual de W. Le fait de prendre des fonctions estimables ne limite donc pas no

tre choix parmi les fonctions linéaires du vecteur de R , y, formé des moyennes 

conditionnelles. 

d) Si KB est estimable, et quels que soient les inverses généralisés Qx 

et Q2 de Q on a : 

D KQ7Q = K et KQ7QQ7Kfc = KQ'K* 

2) cov(KB) = — K Q ^ qui est inversible si K est de rang plein. 

e) Soient K19...,K des matrices (l,m) telles que K ^ soit estimable. 
A/ 

Alors pour que ^(Kx ,•),...,^(K-,•) soient linéairement indépendantes, il faut et 

il suffit que K1V...,K. le soient. 

f) Si KB est estimable, si B est un estimateur de B de Gaus-Markov, 

alors KB est un estimateur de KB non biaisé, au sens du maximum de vraisemblan

ce et de matrice de covariance minimale parmi les estimateurs sans biais de KB-

Relations entre les trois types d'hypothèses 
Soit KB non estimable, Q~ un inverse généralisé de Q. Considérons les 

o 
deux hypothèses : 

H : la version de Q9 notée B » associée à Q vérifie KB = k 

H : il existe au moins une version de B telle que KB = k. 
2 
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On peut alors montrer qu'il existe K', K" et k" tels que : 

1) K'B et KnB sont estimables 

2) H. <* K'8 = k (avec K' = KQ~Q) 

3) H 2 « K"B = k" 

Par la suite nous caractérisons une hypothèse sur B par un sous espace af

fine de W en nous servant du résultat bien connu : 

1) Soit ^(K, •) une fonction estimable. Alors il existe un sous 

espace affine % de W tel que îJ;(K,u) = k ** u € % . 

2) Soit *ê un sous espace affine de W. Alors il existe une fonc

tion estimable ^(K,#) et une matrice k telles que : u £ ^ *» I|J(K,U) = k. 

Test d'hypothèse 

Soit C le sous espace affine de W formé des éléments u de W tels que 

K[u ] = k où : o 
KB n'est pas nécessairement estimable 

[u ] est la représentation de u dans G associée à Q 

Soit s - dim *£ , q = dim W 

Soit H Q l'hypothèse : y G % 

Soit U1 l'alternative : y i % 

~ n-q »VY*)-P£(Y*)II2 

Soit F = — . On rappelle que : 
q"S ||Y*-PW(Y*)||

2 

1) Le test de H contre Hx obtenu par la méthode du rapport de 

vraisemblance correspond à la procédure : 

On accepte H si F < C 

On rejette H si F > C a 

2) IIPT.(Y*)-P£(Y*)||
2 = (K§ "k)t(KQ'QQ"tKt)"(KB -k) 

w & o o o o 

= llPw(Y*)||
2-BP^(Y*)||2 si % est un sous 

espace vectoriel, donc si k = [0]-
llY*-P (Y*)ll2 = llY*ll2-ÏPn(Y*)ll

2 

«Y*ll2 = i [Y]ttY] 
IIPW(Y*)I1

2 = B^Q6Q = ?Q~ ¢, pour $ définie Th. 1. 

3) Sous H , F suit un F centré. 
o q-s,n-q 

4) Sous une alternative KB = k', alors F suit un F dé-
° q-s,n-q 

centré de paramètre : 
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Ô2 = |JJ d 2 ^ , <£') = ̂ 2 (k-k»)t(KQoQQV)~(k-k*) où : 

*£,' est le sous espace affine parallèle à (S défini par 

u fc; ci ** K[u ] - kf 
o J 

d( <£,£') est la distance entre o et 6'. 

3 - LE MODELE D'ANALYSE DE LA VARIANCE 

Pour ne pas compliquer davantage les notations, nous n'allons pas parler du 

modèle d'analyse de la covariance. Nous allons donc supposer que toutes les Varia
is />* 

bles explicatives XX,...,X sont qualitatives. Nous pouvons toujours supposer 

que X. est codée l,...,m.. Notons : 

Q. = *X. (j), appelée j - modalité de X. 

M*? l'indicatrice de Q2. 
i i 

il. . = n £2. appelé noeud d'ordre p 
i .. .i 
i 

p £=i H 

M. . = II M. l'indicatrice du noeud précédent, 
i P S^\ % 

Q sera appelé noeud d'ordre zéro, et son indicatrice notée J . 

GF sera l'ensemble des indicatrices des noeuds d'ordre inférieur ou égal à p 

Wp sera l'espace vectoriel engendré par les éléments de *G . 

Définition 2 : Nous dirons que nous avons un modèle d'analyse de la variance avec 

interactions d'ordre p si ce modèle est : 

EX(Y) est élément de W5. 

Ce modèle peut aussi s'écrire des deux manières suivantes : 

EA(Y) = g J +E E &3. M^ + ...+ Z E B. -PM. 
0 0 . . ^ 1 1 . . . . 1,...1 i., 

i j i1<:i2...<ip Jj...J i P * 

E S / ^ = £ ,...,X - £ ) , 3 +l g i+...+ E B iJ , 1 

r ° i X i!<i2...<i
 ll-'-1P 
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Remarquons que l'on peut toujours utiliser le modèle avec interactions d'or

dre r (il faut cependant vérifier les hypothèses sur la loi des e*. ) • 

Bien entendu, à chacune des indicatrices de G , est associée par le plan 

d'expérience une variable empirique notée sans tilda. Par exemple à M. est as-

sociée la variable empirique M. telle que pour tout î^ 6 I on ait : 

. _̂  M si le % - individu du plan d'expérience est dans *fi. 

^0 sinon 

M. pourra donc être considérée comme l'indicatrice d'un sous-ensemble de I 

noté fi., qui est en fait la trace de fi. sur I. De plus, si j varie de 1 à 
1 1 m i 

m., on construit ainsi une partition de I : {fi:,...,fi. }, partition que l'on 

peut associer à une variable qualitative empirique notée X. et telle que : 

X.(ifl) = j si in £ fi., donc si le £ - individu est dans fi.. 

On constatera encore que les variables empiriques associées aux indicatrices 

des noeuds d'ordre k entre X- , ...,X,- sont justement les indicatrices des 1 k 

mêmes noeuds entre les variables empiriques X^ , ...,X.j, . C'est-à-dire que : 

M. = n M. , indicatrice du noeud fi. = n fi. 
1i --* 1k £=! XSL ^-î-'^k £=1 XJl 

Ainsi le modèle avec interactions d'ordre p se traduit dans l'espace des 

variables empiriques par la relation : 

M = 8 J + E l 6 ^ + ...+ E Z 3. -PM. .P 

° ° . . 1 1 . . . . i ...i i ...i 
1 J 1i <-'- < 1p Ji---Jp i P i P 

Nous noterons : 

J l'indicatrice de I, considéré comme noeud empirique d'ordre zéro 

G p l'ensemble des indicatrices des noeuds empiriques d'ordre inférieur ou 

égal à p. 

W p le sous espace de IR engendré par les éléments de GP 

Nous remarquerons que la métrique Q de W p associée à Gp se calcule aisé-

J i- * *Jk j 1.. .j, 
ment, puisque si n. . désigne l'effectif du noeud fi. . dans le plan 

1 r - - 1 k 1 r - - 1 k 
d'expérience alors : 

J i - - O k J l — J o , J i - . - j k j 1-. . j j J i - . - J u J l - . - J j 
<Mi i ' M i ' n' = ^ n - • •• •. = p W - - ™-i -Y) 

i x . . . i k i j . . - ^ n V . . i k i r . . i J x i - ~ \ X l - - - L i 
D'autre part les coordonnées covariantes de PW(Y*) sont aisées â calculer 

puisque : 
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<M, /,Y*> = - Z 
1i*" 1k 

j r . .j & 
inEQ. . 

Nous pouvons donc utiliser tous les résultats du § 3 pour l'estimation des 

paramètres et pour les tests d'hypothèses, et ceci quel que soit le plan d'expé

rience. On se trouve cependant en présence de deux problèmes importants : 

a) les éléments de GP (et de G p) ont de nombreuses liaisons linéaires. 

Ainsi : 

Ji-
M. = E 

Ji 
M. 

'k+1 

,Jk Jk+1 

•£k *k+l 

Ceci pose le problème de trouver les dimensions des sous espaces associés 

aux hypothèses à tester, dimensions qui sont les degrés de liberté des F. Il nous 

faut aussi savoir comment caractériser les fonctions estimables. 

b) Dès que r dépasse 3 et que p atteint 2, GP contient de très nombreux 

éléments (171 pour r = 4,p = 2 , m = n = m = m = 5 ) de sorte qu'il devient 

difficile de trouver numériquement un inverse généralisé de Q, d'autant que cette 

matrice est de rang bien inférieur à sa dimension (113 au maximum dans l'exemple 

précédent). 

Plusieurs voies de recherche s'offrent alors. Par exemple : 

- pour simplifier le calcul de Q , la méthode la plus utilisée dans la lit

térature consiste à inverser la matrice Q par morceaux. Ce qui revient à utiliser 

la méthode suivante : 

soit G = {g1,...,g^,gJl+],...,gm}, W x engendré par gj,...,g 

gendre par g0 .,...,g . Pour tout u £ R notons : u = PTT (u) et u = U~¥X1 (
U) 

'£+1»' Jm W, 
Alors 

et W2 en-

Pw 2 

<u,gi> = <gi,u > = <gi,u>-<Pw (gi),u> 

Qll Ql2 
Supposons que Q s'écrive Q = 

Q21 Î22 J 

et que 

(O 

W. 
(u) = 

u: 

u m 
Supposons, pour simplifier, que Q 2 ? soit inversible. Alors 

. - 1 , 
< 8 i , g j > = Q f ( i , j ) avec Q' = Qx r Q 2 j Q ^ Q ^ . 

De (1) on o b t i e n t a l o r s : 

Q' 

u , < u , g r 

< U ' V -• 
-Q21Q2I 

< U , g £ + , > 

L <u,gm> 
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Cette méthode s'utilise surtout dans les modèles sans interactions et quand 

la matrice Q22 s'inverse facilement, c'est-à-dire dans le cas où r = 2 (on 

-̂r-̂-n/i o ^iscrnrjgle) et dans le cas où le plan est partiellement orthogonal. 

- construire le projecteur par un algorithme itératif comme dans [2]. On n'ob

tient pas la matrice de covariance de l'estimateur, mais on peut cependant effec

tuer les tests usuels en utilisant l'algorithme pour rechercher les normes des 

projections de Y sur les différents sous espaces vectoriels associés aux dif

férentes hypothèses. 

- rechercher une base de W P, ce qui permet d'utiliser une métrique plus pe

tite et inversible. 

- trouver des plans d'expérience où Wp se décompose en sous espaces orthogo

naux dont les projecteurs s'expriment simplement. C'est le cas des plans orthogo

naux. On pourra aussi chercher (cas r = 2) des plans où W1 se décompose en deux 

sous espaces simples dont les deux projecteurs associés P2 et P2 sont tels que 

PaoP2 et P2oP1 n'ont qu'une seule valeur propre non nulle, ce qui est le cas 

des plans équilibrés, notion que l'on pourra étendre pour r > 2, mais dont nous 

ne parlerons pas ici. 

4 - BASE ET DIMENSIONS 

Puisque 3 et 6 sont les représentations dans Gp d'éléments de W (y 

et y) les problèmes liés à leurs multiples versions sont ceux que pose toute 

étude des représentations dans GP d'un élément quelconque de W . 

4.1 - Plans sans biais 

Reprenons les notations du second paragraphe : 

G = {^(£),...,^(¾} et G = {gï9...9gj 

EX(Y) = Z B-g.(X) (1) et y = Z B.g. (2) 
• « 1 1 . • .L JL 

1=1 „ 1 

Dans notre modèle ni G ni G ne sont des bases. Les équations (1) et (2) 

ont donc plusieurs solutions. Le problème est de s'assurer que toute solution d'une 

équation est également solution de l'autre. De par la construction de y il est 

aisé de voir que toute solution de (1) est aussi solution de (2). Mais la récipro

que n'est pas nécessairement vraie. En effet, prenons un exemple où : 
E (Y) = gfj+gg, gfj et g;2 étant linéairement indépendantes. Si l'on choisit un 
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plan d'expérience où ga = g2 on a alors : y = 61g1+B2g2 dès que ¢^$2 " 2-

Il est aisé de voir que pour que toute solution de (2) soit aussi solution de 

(1) il faut et il suffit nue G et G soient de même rang. C'est d'ailleurs aus

si la condition nécessaire et suffisante pour pouvoir se servir de l'estimation 

de g pour faire de la prévision sur Y ainsi que pour pouvoir tester toutes les 

hypothèses sur g ayant un sens (ce qui est en rapport avec la notion de plan 

sans biais). 

Nous allons faire d'autre part l'hypothèse que X^-.-.X ont leurs noeuds 

d'ordre r tous non vides. Puisque les éléments de G sont engendrés par les 

indicatrices des noeuds d'ordre r, indicatrices qui seront alors linéairement in-

dépendantes, notre hypothèse implique donc que : rang(G ) = m1.m2...mr>. Les élé

ments de G^ sont aussi des combinaisons linéaires des indicatrices des noeuds 

d'ordre r. On pourra donc aussi calculer le rang de G^ en tenant compte unique-

ment des liaisons formelles entre les éléments de G . C'est pourquoi dans la sui

te de cet article nous n'allons utiliser que des plans "sans biais", notion usuel

le que nous allons employer ici dans le sens suivant : 

Définition 3 : Un plan d'expérience est sans biais pour le modèle avec interac

tions d'ordre p si le rang de GP est celui que l'on obtiendrait avec un plan 

dont tous les noeuds d'ordre r sont non vides. 

On remarque alors qu'un plan est sans biais pour le modèle d'ordre p si et 

seulement si G? et GP sont de même rang. D'autre part, pour qu'un plan soit 

sans biais pour le modèle d'ordre p : 

- il est nécessaire que tous les noeuds d'ordre p soient non vides 

- il est suffisant que tous les noeuds d'ordre r soient non vides. 

4.2 - Base de WP 

Notons B p l'ensemble des éléments de Gp formés de J et de toutes les 
o 

indicatrices des noeuds d'ordre inférieur ou égal à p, exceptées celles où inter

viennent Q1
9Çl1

9 . . . .fl
1. Ainsi BP est formé des éléments de GP dans lesquels 

l'indice de modalité "1" n'intervient pas. Par exemple : 

B1 = {Jo,Mj,...,M1 .M^,...,M2 , . . . ^ , . . . ^ } 

Notons TT(k) l'ensemble des k-uplets d'entiers : e = (i ̂ . . .,^) tels que 
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0 < i < ... < i, ̂  r. Pour tout e = (1,,...,^) € Tr(k) notons 

k k 
m(e) = II m. et m'(e) = H (m. - 1 ) . 

Proposition 4 : 

1) Pour qu'un plan soit sans biais pour le modèle d'ordre p il faut et il 

suffit que B p soit une base de W p. 

2) Dans ce cas : 

P 
dim W p = 1+ E 2 m1(e) 

k=l e£ir(k) 

- M> P£! ,+ ? (-O^C:!!. ï »(e) si p < r 
r~* k=l r k * e€7r(k) 

r 
= II m. si p = r. 

i - i x 

Ainsi dim W3 = -<r-0(r-2)(r-3) + (r-2)(r-3) ^ (r_3) s + j m m -
6 2 x i<j x J i<j<k L J R 

La démonstration se fait en deux étapes : 

a) On montre que B p est toujours un système générateur de W , en construi

sant les éléments de GP à partir de ceux de B p. Ainsi par exemple : 

mi . 

Mî = J - E M? 
1 ° j-2 ' 

m , . 
M12 = M 2 ~ E ^ 2 P O U r J + ' 

k=2 

M 1 1 = J - Z ^ 
12 ° (k,£)+(l,l) 12 

b) On montre que B r est une base de W si le plan est sans biais et ceci 

en montrant que Card(Br) = dim W r. Puisque B P <=• B , on en déduit que les éléments 

de B p sont linéairement indépendants et forment donc une base de W . Ce qui 

donne directement la dimension de W P. La réciproque est immédiate. 

D'un point de vue pratique, la métrique de W P associée à la base B s'ob

tient à partir de la métrique de W P associée à G p en enlevant les lignes et 

les colonnes correspondant aux noeuds comportant au moins un indice de modalité 

égal à 1. 

On remarquera que les coordonnées d'un vecteur u de W dans la base B 

sont en fait la représentation de u dans GP associée à la contrainte : la 
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J i* • -½ 
composante de u relative au noeud fi. . est nulle dès que l'un des indi-

1i"- 1k 

ces jj, ...,j, est égal à 1. Il s'agit donc d'une contrainte se mettant sous la 

forme A[u] - [0] dont nous avons déjà parlé. Nous avons vu d'autre part que tou

te version de g, donc en particulier celle liée à la base Bp pouvait s'écrire 

sous forme de fonction estimable. On peut donc obtenir la représentation dans Bp 

d'un élément u de W , notée g, connaissant une représentation quelconque fi 

de u dans G . Nous allons donner la formule pour les noeuds d'ordre p seule

ment. Utilisons quelques notations : 

1) Soit e = (ia,...,L) 6 7i"(k). Nous noterons K(c) l'ensemble des 

^ = (J i » • • • » Ji,̂  te^-s Ç u e Mc existe. Nous pourrons donc écrire pour tout u £ Wp 

et pour toute représentation [u] de u dans Gp : 

u = u J + E E E uV 1 

° ° k=l e€7T(k) neK(e) e e 

2) Notons H (k) l'ensemble des p-uplets formés de k indices égaux à 1 et 

de p-k indices égaux à zéro. Soit h = (h19...,h ), élément de H (k), et soit 

^ = Ci ! - • • j )• Nous noterons h(rj) le p-uplet (jj-*.jf) défini par : j! - j . 

si h. = 0 ; j! = 1 si h. = 1. 
i * Ji i 

Proposition 5 : Compte tenu des notations précédentes, quel que soit u € WP, 

quelle que soit sa représentation 6 dans GP, sa représentation g dans la base 

Bp est telle que : Ve G TT(p) on a : 

6n = ôn+ l M ) k z 6h(n) 
e e k=l hGH (k) e 

P 

Ainsi pour p = 3 on a : 

fi£mn _ .Jlmn .lmn Jiln /ml .1 In .lml ~S,11 xîll P-r;i, 0..,-0..,-0..,-0...+0..+0..,+0..,-6.., 
îjk îjk îjk îjk îjk îjk îjk îjk îjk 

Cette proposition pourra en particulier s'appliquer à y et y. 

La démonstration se fait en deux parties : en notant g1"1 le nombre défini par 
E 

le deuxième membre de l'égalité dans la proposition, 

a) on montre que g est nul dès que r\ contient un indice égal à 1 . 

b) on montre que u' = u- E E g V } est un élément de W ^ 1 , pouvant 

eeTT(p) nEK(e) 

donc s'écrire à l'aide de Bp~ . 
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Remarques : 

1) g1"1 s'exprime uniquement à l'aide des termes sur les interactions d'ordre 

p pour e £ TT(P) . 

2) 'Pour r = 4, p = 2, mx = m 2 = m 3 = m 1 + = 3 alors : 

G2 contient 67 éléments 

B2 contient 40 éléments. 

On voit donc l'intérêt de cette base pour écrire le projecteur au lieu de 

garder G : on passe du calcul d'une inverse généralisée d'une matrice (67,67) 

de rang 40 au calcul de l'inverse d'une matrice (40,40) de rang 40. De plus on 

peut écrire très simplement toutes les hypothèses habituelles en fonction des 

coordonnées dans cette base. 

3) Si toutes les variables Xj,...,X ont une modalité "sans traitement" 

(qui sera codée "1") la représentation de y (et de y) dans la base Br qui est 

une version particulière de g, (et de g) a un sens plus physique que toute au

tre version de g (et de g) . 

4) D'après le théorème 1, l'estimateur de Gauss-Markov de la représentation 

de y dans BF est la représentation de y = P p(Y*) dans cette même base. 

4.3 - Codages centrés 

Nous allons maintenant étudier un autre type de contraintes sur g. Comme 

dans le paragraphe précédent, dans le cadre d'un modèle avec interactions d'ordre 

p, nous allons étudier des contraintes portant uniquement sur les coordonnées re

latives aux noeuds d'ordre p. Pour ceci, nous allons décomposer : y = y +y , 

avec : 

a) y est combinaison linéaire des indicatrices des noeuds d'ordre p dont 
P 

les coefficients vérifient les contraintes recherchées. 

b) y . est élément de Wp 

P7 
Une récurrence utilisant y , permettrait d'écrire g et g avec un vaste 

choix de contraintes. 

Fixons e = (i1,...,i ) £ ir(p) et choisissons un système de poids d = {d^ ; 

r) £ K(e)} tel que : 

(1) dn > 0 
e 

(2) E d^ = ] 
n€K(e) e 

On peut alors montrer que tout vecteur u de W possède une représentation 
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[u] dans G P telle que 

E d.1 l .V u. .* .p - 0, V j , . . . j n , V A - lf...fp 

La démonstration se fait en utilisant le projecteur sur le sous-espace en

tré par les noeuds d'ordre p-1 entre X^ ,...,X£ 

trique associée à des probabilités sur I telles que 

gendre par les noeuds d'ordre p-1 entre X £ ,...,Xi , en mettant sur R une m é -

P(S2n) « ô11 pour tout n £ K(e) . 
e e 

Cependant ces contraintes sont peu maniables, sauf si le système de poids v é 

rifie certaines contraintes "d'orthogonalité", c'est-à-dire si : 
mi m-

(3) il existe un système de poids d = {d ,...,d1 ,d 2,...,d r }tq : 
d^ > 0 
i 
Ji---JD

 p U 
d. .p = n d. 

1 I " - 1 P £=i x i 

j i---Jp J i — Jp _ H Ji-- *Jp 
On remarauera au'alors ; E d. . u . . = 0 ** ̂  d_. u. . = 0 remarquera qu alors ; E d. . u. . = 0 «* E d • i 

Jr t
 l P P J o 

^o i . . . i 

m i l r r l 

e t que E d"? = 1 Vi = l , . . . , r . D'où l a d é f i n i t i o n : 

j - i L 

mr 
Définition 6 : Si le système de poids d = {dj,...,d } vérifie : d i > 0 et 

E d"? = 1 pour i - 1,... ,r ; si Y est une représentation de u dans G telle 
j x 

3 o J i • ••J p•••J_ 
E d. Y. . -P = 0 VA = l,...,p 
j £

 XA 1i*-- 1£--- 1p 

nous dirons que Y est un codage centré de u associé à d. 

Pour étudier les propriétés des codages centrés, nous avons besoin des nota

tions suivantes : 

1) Pour e = (ea,...,e, ) et e' = (ej,...,e' ) on note : ee' = (e a.*-e k » 

e » • • • 9 z, ) -
2 k 2 ji 

2) Pour e' = (e!...ei ) et n
f = (j ! > • • • .JÙ ) o n n o t e : d n

t = H d 7 et 
. 2

 D
 2 e A=l e A 

pour toute représentation 6 de u dans G p : 

ee' " d r ' 6pr' 
n ,£K(e') £ ee 
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3) Notons toujours H (k) l'ensemble des p-uplets formés de k indices 

égaux à 1 et de p-k indices égaux à zéro. Pour h = (h ,...,h ) £ H (k) et 

e = (i, i ) notons : 
P 
h (e) = (i. ,...,ij ) si h- = 1 pour i = 1,... ,k 

J Jk J î 

h (e) = (i0 ,...,i ) si h0 = 0 pour i = l,...,p-k 
*i V k i 

On décompose ainsi e en un k-uplet et en un (p-k) uplet. 

Proposition 7 : Soit u € W . Si le plan est sans biais : 

1) u possède un et un seul codage centré pour chaque système de poids d 

(unicité uniquement 'des coordonnées relatives aux noeuds d'ordre p). 

2) Soit Y un codage centré de u, et soit 6 une représentation quelconque 

de u dans G . Alors : 

YÎ - S (-O1''*' £ 6h
+
(n) 1 Ve £ ir(p) et Vn £ K(e) 

A=0 h£H (A) h (e)h (e) 
P 

Ainsi : 

.Amn x^mn x«mn ^A.n Âm. , ̂ - -n. x>.m. , rA.. r.... Y*-i, = 0..-0..,-0..,-0...+0...+0...+0...-0... 
îjk ijk ijk îjk îjk ijk ijk îjk îjk 

La démonstration de la proposition peut se faire d'après l'étude des plans 

orthogonaux que nous verrons plus loin. 

On remarquera en particulier que Y£, pour e £ TT(p) , est ainsi mis sous forme 

de fonction estimable ne dépendant que des coordonnées relatives aux seuls noeuds 

d'ordre p. De plus, le théorème 1 nous indique que l'estimateur de Gauss-Markov 

d'un codage centré de y est le codage centré analogue de y = P p(Y*). 

4.4 - Fonctions estimables 

Soit K une matrice (l,m) où m = Card(GP). Nous allons chercher à quelles 

conditions Kg est estimable. Notons q = dim W . 

Nous allons utiliser une propriété des fonctions estimables énoncée au para

graphe 3 : Kg est estimable si et seulement si KZ = [0] où Z est une matrice 

dont les colonnes engendrent toutes les représentations du vecteur nul dans GP. 

Ici on remarque que l'on parcourt toutes les écritures possibles du vecteur nul en 

écrivant l'ensemble des relations : 
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M. . . . - E M. . .• • ° 
1r,,x«ri 1e,+r" k j 1 r " 1 £ - " 1 k 

Supposons que les éléments ae la matrice ^ soient numéroLes ae Leiic sorte 

P 
que : Kg = K g + E E E K^g7". Alors : 

k=l en 

Proposition 8 : Si le plan d'expérience est sans biais, Kg est estimable si et 

seulement si : 

1) Vi2 < i 2 < ... < i , VA < k ^ p, Vj 1,.-.»Jk : 

i i — J j t - i J j t + i — ^ k = E ^ r ' ^ A " " ^ 
i i * - - i A - i i e + r # , 1 k j 0

 1 i - " 1 A * " 1 k 
^ i . J £ 

2) Vi = l,...,r : K = E K^ 
' ' o . . i 

Dans le modèle avec interactions d'ordre p, toute fonction estimable non 

identiquement nulle contient donc des coefficients non nuls relativement aux noeuds 

d'ordre p. Et il existe des fonctions estimables portant uniquement sur les coor

données relatives aux noeuds d'ordre p. 

4.5 - Non existence d'interactions 

Considérons toujours le modèle avec interactions d'ordre p. Etant données 

les liaisons linéaires entre les éléments de G , tout élément de W , même le vec

teur nul, possède une infinité de représentations pour lesquelles les composantes 

i 2• - -i 
g. . sont non nulles. C'est pourquoi nous avons besoin de la définition sui-
i ... i 

\ P 
vante : 

Définition 9 : 

1) Nous dirons qu'il n'y a pas d ' interactions d'ordre p s'il existe une ver

sion de g telle que : 

.J i — J , 

l'-^p 
6/ ,P = 0 Vi ...i et Vj,...j 

2) Nous dirons qu'il n'y a pas d'interactions d'ordre p entre X- ,...,X.r 

s'il existe une version de g telle que : 
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B. .p = 0 vj....j 
1 p 

Hes propositions 5 et 7 on tire, en supposant le pian sans biais : 

Proposition 10 : 

1) Les trois affirmations suivantes sont équivalentes : 

a) il n'y a pas d'interactions d'ordre p entre X. ,...,X^ 
xi p 

b) la représentation g de y dans la base Bp vérifie : 

3. .p = 0 vj....j 
1,...1 J1 Jp 
1 p 

c) un codage c e n t r é quelconque y de ]i v é r i f i e : 

Y. - p = 0 V j j . - . j 
1 , . . . 1 J1 Jp 

1 P 

2) Les deux affirmations suivantes sont équivalentes : 

a) il n'y a pas d'interactions d'ordre p 

b) quel que soient ix < i 2 < ... < i <$ r, il n'y a pas d'interactions 
d'ordre p entre X- ,...,XJ 

P 

J i • • • ! J i • • o D 

En effet, dans les propositions 5 et 7, g. . et y. . sont expri-
x. . .A i p 1 p 

mées en fonction d'éléments du type 6. .p uniquement. 
ii .. «i 
. P 

De cette proposition on déduit facilement les degrés de liberté associés à ces 

hypothèses, puisqu'on les a exprimées en fonction des coordonnées de y dans la 

base B p. Ainsi notons : q = dim W P. 
p 

m'(e) = n (m. -1) pour e = (i19...,i ) , qui est le 
A=î XA P_ 

nombre d'éléments de B P relatifs aux noeuds d'ordre p entre X- ,...,3(,- . 
xi P 

Alors le nombre de degrés de liberté associés à l'hypothèse "il n'y a pas d'inter

actions d'ordre p entre X- , . . .,X• " est égal à q-m'(e) , et celui associé à 
1 P 

l'hypothèse "il n'y a pas d'interactions d'ordre p" est égal à q - Z m'(e). 
ee7T(p) 

Il est possible de généraliser ces résultats à des réunions d'hypothèses du 
type "il n'y a pas d'interactions d'ordre supérieur à k entre X- ,...,X• " 

i xk 
pour un certain k ̂  p. 
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5 - PLANS ORTHOGONAUX 

On sait que pour certains plans d'expérience particulièrement bien conçus, ap

pelés "orthogonaux", on peut obtenir un estimateur de g et les statistiques des 

tests usuels sans inverser une seule matrice, même pour p et r grands. Il ne 

nous semble pas qu'il y ait d'exposé général des propriétés géométriques de W 

expliquant ce phénomène. Seuls les plans sans interactions nous semblent avoir été 

abordés. 

Notons W. . le sous espace de WP engendré par les indicatrices des 

noeuds d'ordre k entre X. 9... 9Xi, . Notons P„ . le projecteur orthogonal 
n
 xi k ^1---¾ 

de R sur W. 
i a...i k 

J i-'-Jv v ^ J i " - J k J i — J 

Notons P(Q. . ) la probabilité (empirique) de ï^ i e t ni i 
11*'" xk i "# " k i*# ' 

l'effectif de ce noeud. 

Notons E^/fl. 1 . ) - ^ -. <Y*,M . > = 

k 
i, 

1,...1,/ Ji---Jk
 1i'""1k J l — Jk t J l #*" Jk 

j. . ) n. in£fl' 
ij...ik

 1 i " # , 1 k 1 i " - k 

Alors : 

1) les indicatrices des noeuds d'ordre k entre Xi ,--.»X^ forment une 

base orthogonale de W. . . 
1 i * - , 1 k 

2) ||M^P = P ( ^ ) . 

On en d é d u i t donc que : 

P„ (Y*) = Z E(Y*/r î
n)Mri 

e n€K(e) e e 

qui est un projecteur facile à mettre en oeuvre. Nous allons alors décomposer W 

en sous espaces orthogonaux dont le projecteur s'exprime simplement en fonction des 

projecteurs du type précédent. Mais pour cela nous devrons faire certaines hypothè

ses sur le plan d'expérience. 

Nous en déduirons une version particulière de g et de g que nous appelle

rons "codage centré adapté" qui sera facile à calculer et dont la matrice de cova-

riance est simple. C'est la version de g qui est habituellement utilisée. 

5.1 - Décomposition de Wp 

Définition 11 : Un plan d'expérience est orthogonal pour le modèle avec interac-
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tions d'ordre p, si pour t = inf(2p,r), pour tout ix < i2 < ... < ifc ̂  r et 

j i — Jt t j £ 

pour tout j,...j,. on a : P(Œ. . ) = II P(fl.- ) • 

Ainsi : 

Un plan orthogonal possède tous ses noeuds d'ordre t non vides 

Un plan orthogonal pour le modèle d'ordre p l'est aussi pour le modèle 

d'ordre p-1. 

Les plans complets ayant même effectif dans chaque noeud d'ordre r sont or

thogonaux quel que soit p ^ r. 

Les plans obtenus par la méthode des carrés latins et des carrés latins or

thogonaux (pour mi = m2 = .. . = m ) sont orthogonaux pour le modèle sans inter

actions. 

Il existe d'autres types assez simples de plans orthogonaux. Les plans incom

plets équilibrés ne sont pas orthogonaux. 

Notons : 
G- - l'ensemble des indicatrices des noeuds d'ordre k entre X- »..»X-
11 • • • \ x i -"-k 

W. . le sous espace engendré par les éléments de G. 
1 - a . . 1 , 1 , . . . i-f 
i k 1 k 

^ = + W 
e€7r(k) G 

Jc-1 k-1 k 
WT l'orthogonal de W dans W 

k—1 W. =/ + ^ W. , qui est le sous espace engendre par 

les indicatrices des noeuds d'ordre 
±l"-\ J j x<- - -<iu_j [ Ji",Jk-i 

j 0 € { i , . . . , i }J k-1 en t r e X. , . . . , X . . I l e s t donc 
Jv A K. ] 1 1 l i , 

dans W. 
i .. .i. 
i k 

V. . l'orthogonal de WV . dans W. 
1 _ . . . 1, 1 _ a . . 1. 1 . . . If 
l k i k i k 

V. . la trace dans W. . de l'orthogonal de w 
i k i k 

J l'axe des variables constantes sur I. V. et V. désignerons l'orthogo

nal de J dans W.. 
i 

Proposition 12 : Si le plan est orthogonal pour le modèle d'ordre p : 

1) le plan est sans biais pour ce modèle 

2) v = v! . vk < p 
1 k l k 

3) les sous espaces de type V. . pour k ^ p sont orthogonaux 
1i-" 1k 
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4) Wk_1 © V. pour k ^ p 
-1 i ^ i a - . ^ L l l " " 1 k 

p 

s) w* - J \& K \& 7 . . ) t s c Uiic ue^oiuposiLicxi de T.. eri scuc cepe -
k=l ii<,..<i. i*"* k . 

1 k ces orthogonaux. 
En particulier on déduit de cette proposition que pour e # e1 et si on no

te : H = W nw t 
e e' 

Hj : l'orthogonal de H dans W 

H2 : l'orthogonal de H dans W , 

alors Hj et H2 sont orthogonaux si le plan est orthogonal, 

La démonstration peut se faire selon les étapes 2-3-4-5-1. 
eme 

Dans ce cas la difficulté essentielle est de montrer que le 2 - membre de la 
k-1 

relation indiquée en 4 contient effectivement W . Démontrons par exemple la 
ème 
2 - affirmation, c'est-à-dire que V = V pour e = (el9...,£,). 

1) par construction V' c V 

2) pour montrer la réciproque, il suffit de montrer que tout élément u £ V 
• • t-

J1 *• -Jfc-1 n-l 
e s t orthogonal aux ind ica tr i ce s du type M. . qui engendrent W 

ll""1kH 
a) Supposons que i ,...,L soient éléments de {^,...,^:,}. Dans ce 

Jl"""Jk-l 
cas tout élément de V sera par définition orthogonal à M. 

Gi"' ek 1i" # 1k-l 

b) Supposons que pour q # k-1 on ait : i ,...,i sont éléments de 

{£,»•••»£!_}» e t pour plus de simplicité supposons i_ = e,;...;i = e • j- K i i q q 

i +.,...,L ne sont pas éléments de {e e,}. 

Soit u £ V . On peut écrire u = Z u M . Donc : 

<u,M. . > = Z u <M ,M. . '> 
1i'"1k-l V'*£k V--*k e 1i,,,1k-l 

E u . . p(n. ,00, _ ) 
£q+i**,£k 1" i V i " ' ! 1i*--1k-i eq+r 

ek 

et les indices ix,...,i , £ , . . . , ç , en nombre inférieur à 2p sont tous diffé

rents. Si la plan est orthogonal on aura donc : 
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J i — J q 

Or par hypothèse u est orthogonal à Mi /1 puisque cette indicatrice 

-1 * ' " q 

est élément de w£ . Après un calcul semblable au précédent on obtient : 

3a- - -3a Ji---Ja „ B , A + 1 " V 
0 = <u,M. .q> = P(îî. -q) S u . . . oP<V % ) 

i x . . . i q
 l r > < i V i - \ q q + 1 " k Vr**k 

• • 

Et en se reportant dans (1) on en déduit que <u,M . > = 0 puisque 
1i*•* k-1 

P(fi. . ) est non nul. 

Pour démontrer la 3 e- e partie, on utilise le même type de raisonnement. On 

choisit u £ V , v € Ve, . On développe le produit <u,v> à l'aide des indicatri

ces du type M1*1 et Mn!. On utilise enfin le fait que Vo - V' donc que u est 

orthogonal au sous espace engendré par les indicatrices des noeuds d'ordre k-1 

si e = (GJ» • • • JGJ^) • 

Pour démontrer la 4 e- e partie, on utilise le lemme : 

Lemme : 

Soit H un espace de Hilbert 

Soient HlfJ...,li des sous espace fermés engendrant H 

Soient Ej,...,Ek des sous espaces fermés de H^...,1^ engendrant un sous 

espace de H noté E. 

Soient E"J", . . . , E £ les orthogonaux de Ea,...,Ek dans H^...,!^ respective

ment. 
Soient E\±

9 .. . ^ 1 les traces dans H ̂ . . . , 1 ^ de l'orthogonal de E dans 

H. 

Soit E 1 l'orthogonal de E dans H k 

Alors, si ET* = E. pour i = 1,. . . ,k, on a E = + E. . 
1 1 i=l 

On en déduit facilement la 5e-6 partie. Quant à la première partie elle s'ob

tient en calculant la dimension de V et en remarquant qu'alors la dimension de 
e 

W p est bien celle indiquée dans la proposition 4. 

De cette proposition on déduit facilement l'expression des projecteurs recher

ches. Notons : 
ir(k) l'ensemble des k-uplets z = {i1,...,ifc} avec 0 < ix < ... < ifc ̂  r. 

TT(0) = {0} e t J = VQ = w 
7r(£,e) l'ensemble des J£-uplets formés d ' indices de e, placés en ordre crois

sant 
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Pour tout espace vectoriel E de lRn, P„ désignera le projecteur orthogo

nal de R n sur E. 

Proposition 13 : Si le plan est orthogonal pour le modèle d'ordre p : 

1) pour tout k < p et tout e G ^(k) : 

P„ - P„ - E Z Pv = Z (-DR * f £ Pw 

2) pour tout k < p et tout k < r : 

Wk 
= Z (-l)k'J( Z P = Z Z P 
j=0 W-j-1 e'eTTCj) V j=0 e'eir(j) e' 

La première forme de Pv et la deuxième forme de P , sont des conséquen-

ces directes de la proposition précédente. La deuxième forme de Pv se démontre 

par récurrence en partant de la première forme : on utilise la formule de récur-

rence, on regroupe les termes en Py f et on remarque que : Z (-1) Ck-n + j = 

(-l)k~J. Enfin la première forme de P , s'obtient en utisant la première forme 

de Pv dans la seconde forme de P , et en regroupant les termes semblables. 
e w 

Pour p = r, P ne pose aucun problème, puisque les indicatrices des noeuds 
yP r 

d'ordre r sont une base orthogonale de W . Comme applications, on obtient : 

r 

KJ 1J 1 1 

P - y P _rr_*x y P + (r-2)(r-3) p _ (r-1 ) (r-2) (r-3) 
PW3 " . ? /«., ( r 3 ) A V 2 ?PW. 6 PJ 

Kj<k ijk K J XJ 1 1 

5.2 - Codages centrés adaptés 

Nous avons déjà défini la notion de codage centré. Nous allons ici choisir un 

système de poids adapté au plan d'expérience. 

Définition 14 : Soit u £ WP et soit y une représentation de u dans G . Nous 

dirons que y est un codage centré adapté de u si : 

Vk = l,...,p, Viif,...,ik, Vj ̂ ..., j k, V£ = l,...,k alors : 
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Jp J i • • • J p • • • Ji, 
E P(fi. )Y- . • - 0 
j £

 x £ 1i*-' : L£--- 1k 

On peut alors facilement montrer que le codage centré adapté Y de u est 

lié à la décomposition de W p en sous espaces orthogonaux. Plus exactement : 

Pv (u) = Z Y > ^ 

Des deux écritures de Pv dans la proposition 13 on déduit que : 
e 

Proposition 15 : Si le plan est orthogonal pour le modèle d'ordre p : 

1) Tout élément u de W possède un et un seul codage centré adapté, 

2) Ce codage centré adapté s'obtient par : 

a) Y = E(u/I) - <u,J > (y = coefficient de J ) 
o o o o 

b) pour e £ TT(k) et n £ K(e) : 

Y!] = E(u/nVkzVl)k'£ S E(u/^l£h 
e £ AH hoy*) h (e) 

= ECu/^)-^1 Z y$™ 
£=o boy*) h (e) 

Nous avons employé les notations suivantes : 

2) H, et h sont définis à la proposition 7. 

De plus, si 6 est une représentation quelconque de u dans G , alors le 

codage centré adapté de u s'obtient facilement. Utilisons toujours les notations 

de la proposition 7, en notant de plus : ir (£,e) l'ensemble des £-uplets formés 

d'indices 0 < ix... < i« < r non inclus dans e. Alors : 

Proposition 16 : Vk < p, V£ £ Tr(k) et Vn € K(e) : 

Y^ = Z (-l)k-* Z P ? E « £ ™ - ' 
£=0 he\(l) V=0 e"€TTc(r,e) n ^e'n (e)e 

Pour obtenir cette écriture, on utilise la première forme de Y donnée dans 

la proposition 15. On écrit ensuite que : 

E(UAA') U - <u,M̂ > 
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et on développe le produit scalaire en utilisant les coordonnées ô-

En application des deux dernières propositions on a : 

- quel que soit p > 2 : 

Y " = E(u/n")-E(u/n^)-E(u/n^)+E(u/i) « E ( U / ^ ) - Y ^ - Y ^ - Y 0 

- pour p = 3 : 

£m „ ,<.$m, ~,m. *Zm • .p... • v. pilm ~.m £&•_.£•• Y. . = Z (o. ., -6. ., -o. -, +o. ., )+ô. .-o. .-ô. -+o- . rij k + i . ijk ijk ijk îjk' IJ ij ij IJ 

De plus, c'est à partir des propositions 15 et 16 que l'on peut démontrer la 

proposition 7. On utilise pour cela un plan hypothétique, orthogonal, ayant juste

ment comme probabilités marginales les poids utilisés dans la définition du codage 

centré. 

Nous allons bien entendu appliquer les propositions 15 et 16 à y et y : 

y a un codage centré adapté, qui est donc une version de g que nous noterons 

Y- Nous savons que son estimateur Y àe Gauss-Markov sera le codage centré adapté 

de y= P (Y*). Pour z = (i.,...,L) € ir(k) notons : 
WP K 

i , , m* • • .m-,* 

Ye LYC •••••Te J 

Q la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les probabilités 

1 l mi * ' #mi 
empiriques de Jî "" , ...,JÎ l k. Q est donc la métrique de W associée e e e z 
à G . z 

Proposition 17 : Vk ̂  p, Ve £ 7r(k) et Vn £ K(e) : 

O 92 - ï (-Ok"£ Z E(Y*/Jîh^(n)) = E ( Y * / ^ ) - ^ _ ^ _ \ \ ^ 
1=0 h£Hk(£) h (e) ^ £=0 hZY^U) h (e) 

2) Y^ est une variable aléatoire normale, Y e t Y I s o n t indépendantes dès 

que z * z'. k 

3) COV(YJ,YC ) = — 2 ( - 1 ) , E 

On 

n*=0 (hŒ^A) p ^ C T D ) 

|_h+(n)=h+(nf) h+(e) 

note ici ^(0) = {hQ} et h*(e) = 0, ft° = I. 

4) Q est un inverse généralisé de —2- COV(Y ) 
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Ainsi, si 6,. , est le symbole de Kroneker : 

,-k* ~k'A\ O2 ^ 6kk' 5U' 6 U ' 6kk' A 

"-r XJ n vp(nj:> P(ÎT) p(fi'p ' 

La démonstration se fait en remarquant que : 

a) E(Y*/^) = — î = - <Y*,M^> = — L - <P (Y*),M^> 

b) Par définition P y (Y*) = E 9 ¾ ) (18). Un résultat général permet alors 

de montrer que : 

C O V ( Y ^ : ) = 4 V 0ir
 <p

v < * . * * , < • £ > > 
e e n P(^)P(^,) Ve V 

qu'il suffit alors de développer (uniquement dans le cas où e = e'). 

5.3 - Quelques tests 

On retrouve bien entendu les expressions habituelles pour les calculs du F 

de Snédécor. Calculons en effet JY*-P (Y*)||2 et ||P (Y*)-Pg (Y*)|2 pour les 

espaces <5 associés aux hypothèses les plus simples : 

1) Compte tenu de la relation (18) précédente : 

||PV (Y*) 1 = S P(^)(YV 
ve neK(e) 

2) Puisque les sous espaces V sont orthogonaux : 

||Y*-P (Y*)| 2 = |Y*|2- l Z |PV (Y*)fl2 
w P k=0 e£TT(k) ve 

3) L'hypothèse "il n'y a pas d'interactions d'ordre p entre X. ,...,X£ 

est équivalente à : "y est orthogonal à V ", puisque Y £ sera nul d'après la 

proposition 10, Le sous espace affine o associé à cette hypothèse sera donc 

l'orthogonal de V dans W . D'où : 
z 

iPwP(Y*)-p^(Y*)ir = | P V (Y*)ir si z = ( i l f . . . , i p ) 

4) L'hypothèse "il n'y a pas d'interactions d'ordre p" est associée au sous 

espace vectoriel o = wP .On aura donc : 
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1P T T P(Y^-P^(Y*)|^ = Z ||PV (Y*)||2 
H w * e£7r(p) V e 

5) Pour les tests d'hypotnëses plus générales Kj3 - k, nous poûbèJu^ I*. ^ 

trice de covariance de Y et un inverse généralisé de celle-ci, ce qui simplifie 

les calculs si K est diagonale. En effet si on exprime l'hypothèse en fonction 

du codage centré Y et sous forme non nécessairement estimable, nous avons vu 

au § 3 que : 

||PW(Y*)-P^(Y*)||
2 = (KY-k)t(K.cov(Y)Kt) (K^-k) 

6 - MAXIMISATION DE LA PUISSANCE DE CERTAINS TESTS 

Nous allons chercher des plans d'expérience maximisant la puissance des tests 

construits au paragraphe 3. En général, un plan d'expérience maximisant, pour n 

fixé, la puissance du test de : "K3=kQ" contre "Kg = kx" ne donne pas entière 

satisfaction, car les plans obtenus : 

î) sont fonction de l'alternative si K a plus d'une ligne. 

2) sont en général liés à un seul test, de sorte qu'il est généralement impos

sible de satisfaire aux contraintes de plusieurs tests. 

3) sont parfois trop particuliers. Ainsi pour maximiser la puissance du test 

de "gj = g2" pour un modèle sans interactions, il faudrait répartir tous les in

dividus du plan dans les deux premières modalités de Xx. 

C'est pourquoi, comme c'est le cas dans la littérature angolsaxonne et ail

leurs [3], nous allons nous intéresser à un problème de maximisation sous con

traintes. Nous allons fixer certains effectifs marginaux du plan, et nous allons 

chercher des plans maximisant la puissance de certaines classes de tests, indé

pendamment de l'alternative. Nous allons donner quelques résultats généraux, que 

nous appliquerons ensuite pour montrer que les plans orthogonaux ont de bonnes 

propriétés dans le sens. 

6.1 - Notations 

Reprenons les notations générales : y est par hypothèse élément d'un sous 

espace W de R n engendré par G = g j y - s g • 6 est la dénomination des diffé

rentes représentations de y dans G. 
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Qi 

1) Soit ^(K,#) une fonction estimable. Nous noterons : 

H(K,k) l'hypothèse : Kg = k 

C/V.i^»k^ J-fe b U U b e&puL^e: a c n U«£A..LH~. peu.*. . - <*- ^\-- s—/ u -.• 

x(K,k) la projection du vecteur nul sur ^(K,k) 

2) Nous noterons #*(£) l'ensemble des hypothèses H(K,k) où : 

Kg est estimable 

seules les % premières colonnes de K peuvent être non nulles. Nous no

terons alors K2 les il premières colonnes de K. 

3) Fixons £ et notons : 

Wi le sous espace engendré par Gj = {g ,...»g«} 

W2 le sous espace engendré par G2 = {gn + j»•••>g } 

Qi la métrique de Wj associée à Gx 

Q2 la métrique de V72 associée à G2 

4) Pour toute hypothèse H(K,k) £ K(l) notons : 

^(K,k) le sous espace affine de W2 : ^(K.k) = £(K,k)nwa 

x2(K,k) la projection de l'origine sur ^2(K,k). 

5) Fixons n. Soit Ql une métrique possible de Wx. Nous noterons \f Q 

l'ensemble des plans d'expérience tels que : 

a) tout plan de \Pn est sans biais. 

b) pour tout plan de *7*n , la métrique de Wx associée à Gj est 

Qi-

Notre objectif va être de rechercher dans S des plans maximisant la 

puissance des tests de H(K,k ) contre H(K,kj), pour tout H(K,k ) et lUKjkj) 

éléments de H (il) . 

6.2 - Résultats généraux 

Proposition 19 : 

3) La puissance du test de H(K,k ) contre HCK,^) ne dépend que de n,a, 

dim W, dim C(K,k ) et de flxCKjkj-k )|| . De plus c'est une fonction croissante 

de lx(K>ki-ko)|. 

2) XjOC.kj-k ) et flx^K.kj-k ) | 2 - (kx-k )
t(K1Q1Ki)~(k1-ko) ne dépendent 

pas du plan de / . 

3) KOC.kj-k^l ^IxCK^i-k^I 

4) [x (K,k -k )H = lx(K,ka-k )| si et seulement si x1(K,k1~k ) est ortho

gonal à W2. On a alors : x(K,k2-k ) = x1(K,k1-k ). 
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La démonstration de la première partie tient au fait que le F de Snédëcor 

utilisé pour le test est non centré de paramètre : 

ô* = £y d2(<6(K,ko), fctXki» = ~ Ix(K,kfk0)r 

Le reste découle du fait que 22(K,k) est inclu dans €(K,k) et que pro

jeter orthogonalement revient à minimiser une norme. 

Si la matrice K n'a qu'une ligne, on remarque que : 

Var(Kg) = ?- KQ^K* - 5- ]—— et le rapport : 
n «x(K,l)||2 

p(K) = liL^JiL. entre le minimum possible de Var(Kg) 

et la variance de Kg pour un certain plan est appelée "efficacité" de ce plan 

relativement à Kg. On trouve une très abondante littérature utilisant différents 

critères pour définir une efficacité relativement à g^ . .. ,g , et ceci pour des 

plans d'expérience ayant des contraintes structurelles sur les facteurs auxquels 

g0 ,,-••,g sont associés. Ces contraintes empêchent généralement x(K,k) d'être 

égal à x,(K,k) pour tout H(K,k) £ # U ) . Les auteurs utilisent souvent un cer-
t 

tain nombre de fonctions estimables de glfJ... ,&., notées (ip1,... ,^s) = ^ et 

cherchent par exemple à minimiser soit le déterminant de cov(5j)) soit sa trace, 

soit sa plus grande valeur propre. Voir par exemple [3] et [5]. 

Dans cette recherche, on impose souvent une recherche d'équilibre du plan. 

Par exemple on fera en sorte que les variances de î » • • • >Tjis soient égales, ou 

encore que l'efficacité du plan soit la même pour ^,...,4^. Les résultats obte

nus dans ces directions sont assez techniques et souvent très spécialisés : chaque 

contrainte structurelle doit être abordée avec ses méthodes particulières. Voir 

par exemple [1] ou encore [6]. 

Nous allons ici nous intéresser à un problème plus simple. Puisque 

Ix^Kjkj-k )||2 correspond au décentrage maximum parmi tous les plans de \PQ , 

nous allons nous intéresser au cas où ce maximum est atteint, et nous allons re

chercher des plans où ce maximum est atteint simultanément pour tout H(K,kQ) 

et H(K,k!) dans #"(£). Nous verrons que cela revient à rendre Cov(Kg) mini

mum (au sens de A-B définie négative) quel que soit H(K,k) £ j£(9,) et donc à 

minimiser Detfcov #],Tr[cov $] , ainsi que la plus grande valeur propre de cov ip 9 

et ceci quel que soit ^ fonction estimable de gx,.--»gp- Nous sommes donc ame

nés à introduire les définitions suivantes : 
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Définition 20 : 

1) Notons E = Wj nW 2 

E :* orthogonal de E dans U1 

MÇ = trace dans Wj ' de l'orthogonal de Wg 

2) On dit que P est un plan optimum dans *7\ si : 

a) P est dans J 
xi 

b) Quel que soit H(K,k ) et H(K,k1) dans #(«,), alors P maxi

mise dans *7^ la puissance du test de H(K,k ) contre 

H(K,k2), c'est-à-dire si pour ce plan : x(K,k) = xx(K,k) 

VH(K,k) € # ( £ ) . 

Voici le résultat essentiel 

1) Pour qu'un plan soit optimum dans 7 1 , il faut et il suffit que pour ce 

Proposition 21 : 

1) Pour qu' 

plan : E 1 = W ^ W ^ . 

2) Si P est optimum dans /_ 

Si K, de dimension (s,m) est de rang s 

Si H(K,0) est dans <X(£). Alors : 

a) KQ QQ K = K1Q1KJ quel que soient les inverses généralisés Q 

et Q2 de Q et de Qx respectivement. 

b) Cov(Kg) = 2 - KiQiKi e s t inversible. 

c) Si P' est un autre plan de v' , si Kg' est l'estimateur de 
~ xi 

Kg pour ce plan P' et si Kg est l'estimateur de Kg pour 

le plan P, alors 

Cov(Kgf)-cov(Kg) est définie positive. 

La démonstration repose sur deux résultats : 

a) on montre que l'ensemble x = {x £ W2 ; x est la projection du vecteur 

nul sur £j(K,k) pour H(K,k) € fé(l)} est égal à E . On en déduit la première 

partie de la proposition. 

b) L'expression de cov(Kg) est simple à montrer. Pour montrer que cette ma

trice est minimum on se sert du résultat : si A et B sont deux matrices symé

triques et définies positives telles que : A -B est définie positive, alors 

B-A est aussi définie positive. 
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6.3 - Application à la régression quantitative 

Dans les modèles les plus courants on s'arrange pour que g^, 

linéairement indépendants. Dans ce cas, quel que soit Z on a : 

>g-, soient 

E = w2 n w2 = o 

E1 = Wx 

La proposition précédente nous indique alors qu'un plan de / Q est optimum 

si et seulement si W et W2 sont orthogonaux, c'est-à-dire si : 

n 

Qi 

o 2 J 

où Q est quelconque. 

D'autre part le résultat b) énoncé pour la démonstration de la proposition 

précédente nous indique que si l'on se fixe comme contrainte une certaine diago-

nale pour X X , alors il n'existe pas de plan rendant cov(g) minimum. En effet 

si A et B sont les matrices de covariances de g pour deux plans différents, 

alors Diag(A-1) = Diag(B-1) = D i a g t - X ^ ) . Donc T r ^ ^ - A " 1 ) = 0 ce qui impli-
-1 -1 n -1 -1 

que, si A et B ne sont pas égales, que B -A a des valeurs propres po

sitives et d'autres négatives. Ainsi B -A ne sera ni définie positive ni dé

finie négative. Le résultat énoncé en b) nous indique qu'il en sera de même de 

B-A. Cependant, si on se fixe comme critère d'efficacité de rendre minimum 

Detfcov g], l'optimum est atteint pour X X diagonale, voir [3]. 

6.4 - Application à l'analyse de la variance : modèle sans interactions 

Notre modèle s'écrit : 

m. 
v r i . . 
E (Y) = BJ + E E P 

r a. 
E(Y/Xj = a1 ;...; xr - £r) = eo+ z Bj

1 

i=l 

y = B j + E E 3½} 
o o . , . i i 

i=1 j 

m,-
On notera : 

1) G. = {M.,...,M. }, W. le sous espace engendré par G. et Q. la métri

que de W- associée à G- : 
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Q- -i 
i n 

i 
n. 

X mi 
n. étant l'effectif du noeud Œ. 
i i 

2) W = + W. et J l'axe des constantes. On remarquera que J est dans 
i=l X 

W. pour tout i. 

3) %i. l'ensemble des hypothèses sur des fonctions estimables ne portant que 

i m i i 

sur g.,...,g. . On rappelle que EK.g. est estimable si et seulement si : 
E K. = 0. J 

j J <o 
4) / n désignera l'ensemble des plans d'expérience sans biais pour les-

i 
quelles la métrique de W. associée à G. est égale à une certaine matrice Q. . 

Nous allons caractériser les plans optimaux dans VI , qui maximisent donc 
mi "i 

la puissance des tests de ?£. pour nî,...,n. fixés. 

Proposition 22 : 

1) Pour qu'un plan d'expérience soit optimum dans \P il faut et il suffit 

que : 

p(fijnnjf) = P(nJ)p(nJf) v i ' * i , vj et v j ' . 

2) Pour qu'un plan d'expérience soit optimum dans ^P 9Jn ,...,^7^ il 

faut et il suffit que : 

a) ce plan soit dans Sn ,.. ., / 

b) il soit orthogonal. 

La démonstration repose sur les faits suivants : 

Notons W? = + W. , ; E. = W. n W? ; E^ l'orthogonal de E. dans W. et 

Wi la trace dans W,̂  de l'orthogonal de W*T. La proposition 21 nous fait recher

cher les conditions sous lesquelles E. = W. flW?. Or si le plan est sans biais 
1 1 x x 

Ei = Vi (voir définition prop. 12). Il est évident que V. contient toujours 
W^flW^. Pour étudier dans quelles conditions la réciproque est vraie, il suffit de 

remarquer que V.̂  est engendré par les éléments du type M"?-P.(M"?) et que pour 
. . . j i 

i * i : 

<Mj-Pj(M̂ ),Mj!> = P W ^ V P ^ P O ^ ! ) 

Bien entendu, si on se pose Q2,...,Q arbitrairement, on n'est pas certain 

de pouvoir construire un plan orthogonal. 
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6.5 - Application au modèle avec interactions d'ordre 2 

EX(Y) = B J + E E 6 ¾ + E Z 3^M^. 
i k i < j k,x- J J 

Z. 
£ ( ¾ = Z ; . . . ; x - JL) - 0+ E fc1* E 3 ^ 

i r r ° i 1 i<j XJ 

y = B J + S E &£+ E E £ 4 £ f 
0 0 i k : x i<j k , i XJ 1J 

i^. 

On notera : 
m.m. 

1) G.. - {M1.1.,... ,M. . J } , W. . le sous espace engendré par G., et Q. . la 
ij ij 13 ij 13 13 

métrique de W.. associée à G.. : 
H 13 13 

Q.. -J-
13 n 

^ n. . 
13 
X 0 

'n 
mi mj 
"ij J 

2) W - + W. .. On remarquera que W. est inclu dans W. . 
i<j XJ x XJ 

3) 2é. . l'ensemble des hypothèses sur des fonctions estimables ne portant 

mjnu ĵo 
que sur g.-,.-.,g-. . On rappelle que Z K, g., est estimable si et seulement 
si : ' 

l \z= lK*z = 0 

7&. . contient en particulier l'hypothèse de non existence d'interactions 

entre X. et X.. 1 3 

4) Jn désignera l'ensemble des plans d'expérience sans biais tels que 
XJ 

Q.. soit la métrique de W.. associée à G... 
13 13 13 

5) Q. . sera dite adaptable à un plan orthogonal si les éléments diagonaux 

de cette matrice vérifient : 

p<nf.) = P«ÎJ)P«I*.) 

6) Si Q est adaptable à un plan orthogonal, on notera ^p. l'ensemble 
xi3 
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des plans de S qui sont orthogonaux pour l e modèle avec interact ions d 'or-
Q i j 

d r e deux. 

7) S^ dcicignsrz 1 'snsors.b3 e de** nl-pns nnt-îniany He *Z- • 

Proposition 23 : 

1) Pour que quel que soit (i < j) un plan soit optimum dans *7L il 
"ij 

faut qu'il soit orthogonal pour le modèle sans interactions, donc que Q. . soit 

adaptable à un plan orthogonal pour tout (i < j). 

2) Si Q.. est adaptable à un plan orthogonal : 

t7> , _ r?> (or thogonal i t é => o p t i m a l i t ê ) 
JQ. . C JQf. 

13 13 

3) Si pour tout (i < j) Q. . est adaptable à un plan orthogonal : 

fl CP = D *P (orthogonalitê «=> optimalitê) 
i<3 Q7. i<j Q?. 

3-3 3-3 

La démonstration utilise les mêmes principes que ceux de la proposition 22, 

cependant ici les calculs sont plus longs. 

On remarquera en particulier que : 

a) E. . = W. . fl( + W..) = W.+W. et donc que E*f. = V... 
3-3 3.3 /*i ' i x . r *\ 3.3 1 3 3.3 3.3 

(l ,3 )*(l,3) J J 

b) s i Q.- e s t adap t ab l e à un p lan or thogonal : 

M ^ - p u *u <M^> = M ^ - P ( ^ ) M ^ - P ( n ^ ) M ^ + P ( ^ ) J 
13 vT+w. i j ' i j 3 1 1 3 13 o 

D'une manière générale, grâce à la décomposition de Wp énoncée à la propo

sition 12, on peut montrer qu'un plan orthogonal pour le modèle d'ordre p est 

optimum pour l'ensemble des hypothèses portant sur des fonctions estimables des 

coefficients g£, r\ £ K(e) , e = (ia,...,i ), en supposant fixés les effectifs des 

noeuds d'ordre p-1 entre X. ,...,X. . 
ij iP 

7 - CONCLUSION 

Pour tous les problèmes étudiés ici, l'introduction des noeuds et des nota

tions géométriques aura, je l'espère, semblé utile, même si les démonstrations des 

différentes propositions à l'aide de ces techniques n'ont été qu'esquissées. 
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