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ReEND. SEM. Mar. UNiv. Papova, Vol. 60 (1978)

Un modello riducibile per somma diretta

d’un dato #-modulo localmente libero, con AcP.E.

SANTUZZA BALDASSARRI GHEZZO (*)

R1assuNTo - In [3] ho dimostrato che per ogni modulo proiettivo M di rango
r>1, sopra un dominio noetheriano 4 con «proprietd di estensione »,
(4 € P.E.), generato con trascendenza >1 sopra un corpo algebricamente
chiuso, il fascio associato M ammette un sottofascio A’ (qui in I1.11)
ad esso localmente isomorfo ed isomorfo fuori d’un certo chiuso H di
cdm > 1 in X = Spec (4), il quale (sottofascio)ha una sezione globale
che, in ogni punto = di X, compare fra i generatori liberi dei suoi elementi
definiti in quel punto. Siffatto sottofascio non risulta rappresentabile in 4,
come lo & M, non essendo Ar abbastanza fine per questo scopo, proprio perché
A4 eP.E, (il che comporta che se D(H) indica l’aperto complementare
di H in X, per ogni aperto U di X & I'(U, 4) =~ I'(U n D(H), A) in modo
naturale, ed inoltre anche I'(U, M) e I'(U n D(H), M) sono I'(U, A)-mo-
duli isomorﬁ). Ma per la stessa relazione, A € P.E., A’ fornisce, nel senso
detto in (IIL.12 e 18), un fascio isomorfo ad M su tutto X. Nel presente
lavoro, come interpretazione dei risultati ([3] e [4]) ricordati qui sopra, si
da una possibile costruzione (III.12), e la rappresentazione (III.13, (i)),
d’un (pre)-fascio M.* di moduli isomorfo allo #A,-modulo A, delle sezioni
del fibrato naturale di rango 2 sulla varieta algebrica V = GL,/GL,, ([8]), e
siffatto da risultare riducibile per somma diretta (III.15-17) con un som-
mando libero (IIL.16, (i')). M*, che & incluso in M3, viene costruito come
un funtore che, in virtu della P.E., é naturalmente isomorfo al prefascio
canonico delle sezioni di AG,. Il passaggio ai limiti induttivi fornisce alle
fibre di M* su certi punti # di X, germi costituiti da elementi che su questi
punti non sono «definiti » (II1.18).

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica Applicata - Via Belzoni 7 -
35100 Padova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca Matematica del C.N.R.
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L

1). Siano A un anello commutativo con unita, ed f un elemento
di A, S, linsieme moltiplicativo degli f* per n>0, ed 4,= 8,4
l’insieme delle frazioni di A con denominatori in 8.

Se p ¢ un ideale primo di 4 ed ¢ 8§ = A4 — p, A, e I'anello locale
delle frazioni 8—'A4 ed m,= pA4, 'ideale massimale di A4,.

Sia X = Spec (4) lo spettro primo di A4, per ogni fe A ed ogni
elemento # € X (cioé ogni ideale primo di 4, che indicheremo anche
con p o con p,, in luogo di ), f(x) indica la classe di f mod p in A/p,
e si dice che f(x) & il «wvalore» di f sul punto x € Spec (4), percio le
relazioni f(x) = 0 ed fe p, sono equivalenti ([7], pag. 194).

Piu generalmente sia K il corpo delle frazioni di 4 ed f un elemento
di K, si dice che f & definito in un punto p di X se fe 4, ed in tal
caso si chiama «wvalore» di f in p I'immegine di f nel corpo K(p) =
= A,/pA,. Si associa cosi a ciascun f € K una funzione f nell’insieme
dei punti p dove f & definito, a valori nei corpi variabili K(p).

Ricordiamo che gli elementi f € K dovunque definiti su X sono gli
elementi di 4, che & I'intersezione degli anelli locali 4,; e che se a ¢ un
ideale diverso da 4, l'intersezione degliideali primi contenenti a & forma-
ta degli f tali che si abbia f» € a per un intero » almeno ([6], Es. 2.1.3).

2). Per un insieme E c A, V(E) indica I'insieme degli ideali primi
di*A che contengono E, cio¢ I'insieme deégli # € X tali che sia f(x) = 0
per ogni fe E. Se E = {f}, si scrive V(f) in luogo di V({f}).
~ Si definisce la topologia spettrale su X = Spec (A) prendendo come
chiusi gli insiemi V(a) per tutti gli ideali a di 4; e si definisce inoltre
un fascio d’anelli £ su X ponendo, per ogni aperto non vucto U = X —
—V(a) di X, A(U)=()A4,, e per U>V, prendendo come applica-

peU

zione di restrizione #A(U) — A(V) Papplicazione identica (A(U)c A(V)),
(6], Es. 2.1.3); si ha cosi uno spazio localmente anellato (Spec (4), #)

([7], pag. 92).

3). Sia f un elemento di A, e D(f) l'insieme aperto X — V(f)
degli ideali primi di 4 che non contengono f, cioé¢ degli v € X tali
che sia f(x) s~ 0. Per ogni f, D(f) c X s’identifica canonicamente con
lo spettro primo Spec (4,), e si verifica che i D(f) per fe A formano
una base B di aperti della topologia spettrale di X ([7], pag. 194).
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Si usa percid anche definire il fascio strutturale s dello spettro
primo X = Spec (4) come il fascio d’anelli 4 associato ([7], pag. 198)
al seguente prefascio sulla base % della topologia spettrale su X ([7],
pag. 74).

D(f) — 4,

essendo cio¢ A(D(f)) =(14,= ()4, = A4,, con i morfismi di restri-
peD(f) pEV(S)
zione g} definiti dalle applicazioni canoniche 4, — 4,, se V= D(g)C
c U = D(f). _
11 fascio A = A si ottiene dunque prendendo per ogni aperto U
di X
A(U) = lim 4,

<—

cioé il limite proiettivo degli A, (con le applicazioni canoniche o}
con VcWcUeV,WedB), tali che i D(f) ai quali essi corrispon-
dono, percorrono l’insieme ordinato (dall’inclusione c) degli insiemi
DifycU.

Si noti che, poiche ¢ U = X — V(a) per qualche ideale a di 4,
la relazione D(f)c U cioc X —V(f)c X — V(a), equivalente alla V(a)cC
c V(f), porge la f* € a per qualche intero n> 0, percio ¢ A(U) == lim 4,
per tutti gli ferada o per tutti gli fe[)p. )

»oa

4). Inoltre, poich¢ per ogni z € X gli intorni di # appartenent.
a B formano un insieme cofinale (per I’>) nell’insieme filtrante decre-
scente ®(x) degli intorni aperti di z, la fibra #, = lim A(U) ¢ uguale
Ued(x)

a ll_l')n A; secondo l'insieme dei D(f) di & contenenti x, e 'omomor-

()
fismo canonico del limite induttivo s’indichera, in luogo di 2, con
oh. A, —> #&, (s —s, per s€ A, ed x e D(f)).

Si ha cosi 'applicazione canonica

dy: A, = #(D(f)) > I'(D(f), A)

che ad ogni s € 4, associa la sezione su D(f) rappresentata dalla fun-
zione §: D(f) — A, definita da « — pl(s); cio¢ Pelemento se A,, per
ogni © € D(f) individua, mediante la sua immagine canonica in #,, il
«germe» (D4(s)), di una sezione di A su .

Infine ogni fibra #, s’identifica con l’anello A4,, diciamola 1’anello
puntuale su z, ed & evidentemente il sottoanello di K riunione dei
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diversi #A(U) per U 5p, e quindi I’anello locale A4, ([6], pag. 125; [7],
pag. 198).

5). Notiamo qui che se ’anello A verifica la proprieta di estensione
(A € P.E.), cioé ([2], pag. 233), se per ogni ideale a di altezza > 1
in A, nel corpo totale K delle frazioni di A risulta

A,= A
Q4

Pintersezione essendo presa sopra tutti gli ideali primi p di A che
non contengono a, allora é anche

N4, =N4,=4.

fea pa

Infatti p » a implica che p non contiene qualche f di a, e allora da
fé¢p segue A,C A,, percid per ogni p p a esistono degli 4,c 4, con
fea, e cid implica
N4,cN4,=4c) 4.
fea

fea ppa

Se ne deduce che se AeP.E., ed ¢ h(a) >1 in A, allora l(igl A, e

fea
canonicamente isomorfo ad 4; percido, posto X — V(a) = U, poiche
¢ acrad a, & anche A(U) = A.

Inoltre si verifica che se A € P.E., anche A, € P.E. per ogni fe 4,
diciamo percid anche che 4 € P.E.; e comporta che per ogni coppia
di aperti U'cU, tali che sia U'=UnN (X — V(a)) con h(a)>1 (nel
qual caso diciamo che U’ & un aperto ammissibile in U), ’applicazione
di restrizione I'(U, A) — I'(U’, A) & non solo iniettiva ma anche suriet-
tiva.

6). Sia ora M un modulo su 4, ed I 1l fascio associato ad M,
cio¢ lo 4-modulo [(6], pag. 127) associato al prefascio

D(fy+> M,= S;*M .
Lo A, modulo M, s’identifica canonicamente col limite induttivo

lim M,— M, relativamente alla famiglia d’omomorfismi M, — M, se
D(g) c D(f); e s’indicherd con gl: M, — M, Pomomorfismo canonico
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per fe A — p, (o, il che & lo stesso, # € D(f)). Infine il fascio I, asso-
ciato allo A,-modulo M, g’identifica canonicamente con la restrizione
M|D(f) ([7], pag. 198).

Si dimostra che per ogni A-modulo M ed ogni f € A, ’omomorfismo

d,: M, I'(D(f), M)

¢ biiettivo (cioé il prefascio D(f) — M, & un fascio), ed & un isomor-
fismo di moduli, potendo identificare, tramite o, ~(n. 2), 4; con
I'(D(f), A). In particolare M s’identifica con I'(X, M).

IL.

7). Consideriamo ora 1’anello

A = K[, Ty T3y Y1y Y2y Y21/ (#2Y1 + DY, + 05Yys—1)

il quale & un dominio d’integritd noetheriano, e percid commutativo
e con unita, ed inoltre soddisfa alla proprieta di estensione.
Sia M il sottomodulo di A2 generato sopra 4 da

My = (— Ty — &3) my = (21, 0), ms= (0, @) ,

e siano #& = 4 il fascio strutturale dello spettro primo X= Spec (4),
ed M = M il fascio associato ad M (I, n. 6)).

3
Poiché & > x,m, =0, e {D(,), D(x,), D(x;)} & un ricoprimento di X,
i=1

M & un A-modulo localmente libero, e percid, poiché M = M, M e
€ P.E. ([1], pag. 53), cioé per ogni coppia di aperti U'c U con U’
ammissibile in U, Papplicazione di restrizione I'(U, M) — I'(T’, M)
¢ biiettiva.

Indichiamo con H = V(¥) il chiuso, nello spazio X, dell’ideale
T = (@, 23y di A4, di altezza > 1 in A4, diremo che H ha c¢cdm >1
in X; e consideriamo il modulo M; sopra ’anello puntuale A.. Sia
M il sottomodulo di M, generato sopra A; da m, = (2, 0) ed 7, =
= (#,/2,)(0, @), e sull'intorno D(z,) di Z sia Mg, il sotto-(A|D(z))-
modulo di J6|D(z,) associato ad M, cosicché Mg; = M, ed esiste
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un isomorfismo di #£|D(«,)-moduli
& E@) — JK)|D(£I71)

definito da m, > m,, 7, > ms.
Poiché H c D(»,), {D(H) = X — V(Z), D(x,)} ¢ un ricoprimento di X,
ed i fasci M|D(H) ed I(;.), con l’isomorfismo di transizione

? = 2| D(H) N D(zy): Mo|D(H) N D(w,) — Mo\ D(H) N D(ay)
individuano, per incollamento, un fascio A('.

8). Qui e nel seg. n. 9). diamo la costruzione d’un isomorfismo
P Moz M.
Per M’ si pud prendere il fascio che si ottiene per completamento
([10], pag. 325) dal prefascio F costruito come segue:

U —»FU) =I'(U, M) se Uc D(H),
U —FU)=IU, M) se U ¢ DH) e U cD(x),
U" + F(U") = {aym,} con a,e I'(U", &) se U"¢ D(H) e U" ¢ D(x,);

con le restrizioni ¢Y definite per le coppie U, U’ con Uc DH)N
N D(x,) ed Uc U', da m, — m, ed m, —> m,, e per tutte le altre coppie
di aperti, U c U’, dalle iniezioni canoniche.

Poiché anche ogni aperto del tipo U” pud ottenersi come U’ =
= (U"Nn DH))V (U"N D(x,)), cioé come UU U’', le restrizioni p,
sopra definite per F, forniscono condizioni di compatibilita per le
famiglie di elementi di F sugli aperti di X, in accordo con la funzione
di transizione ©# che definisce ', e che lo rende percid un fascio di
famiglie compatibili per F.

11 completamento F di F ¢ dunque un fascio di sezioni isomorfo
ad A,

9). Inoltre F & isomorfo ad 4G per il seguente isomorfismo fun-
toriale:

yp=id.: F(U) — (U, M), per Uc D(H),
Yot F(U,)—’F(Uly M),



Un modello riducibile per somma diretta ecc. 105.

costruito tramite l'isomorfismo F(U') = I'(U', Moz) — I'(U', M) defi-
nito da m, > m,, M, > m,, insieme con I’omomorfismo canonico del
limite induttivo F(U') -2 F(U’), che qui & biiettivo, per U’'¢ D(H) e
U'c D(z,),

yo: F(U") —>T(U", M),
definito da & > yy-(€), dove yy(&) € I'immagine nell’isomorfismo
I'(U" N DH), M) = T(T", M)

del rappresentante di & in F(U" N D(H)).

Si verifica subito che questi omomorfismi v sono permutabili con
le restrizioni di F ed (.

In definitiva & M =~ M.

10). Esiste inoltre un’inclusione locale di M' in M. Infatti osser-
viamo che per ogni intorno aperto V di z ¢ V¢ D(H) ed F(V)cC
c I'(V, M); inoltre gli intorni V' di Z che sono contenuti in D(x,) for-
mano un insieme cofinale nell’insieme degli intorni V di z, e per essi
& POV~ F(V')cT(V', M).

Percio

lim (F(V), o)) =lim (F(V"), e})) a<lim (F(V"), §7)) =
Vak V'sx Vs
=~1lim (F(V), §7,) = M -

Vo
Allora poiché le iniezioni canoniche j,.: F(V') - I'(V', &) formano
un sistema induttivo d’applicazioni, M'; risulta isomorfo (j; = lim j v)
V'az

ad un sottomodulo di AC;; precisamente esso risulta identificato con
il sottomodulo di M generato su #A; da m, ed Mm,;. Di conseguenza
per ogni # di H si ha l’iniezione canonica

Jo=17:® 14, ML — Mo,
Inoltre per ogni « € D(H), poiché l'insieme J degli aperti U,c D(H)
che contengono # & cofinale nell’insieme degli aperti U di X che con-

tengono w», e poiché per ogni U;c D(H) ¢ F(U;) ~ F(U,), risulta

Moy =lim (F(0), §%) =lim (F(U)), §7)) =<lim (F(T), o7’

vy
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ed anche

Mo, = Lim (M(D), F) = Lim (M(T), 0F) 5

avendo seritto Mo(U) per I'(U, M). Ma & F(U;) = M(U;) per ogni U, eJ,
ed eguali sono le restrizioni di # ed A, per ogni coppia U,c U, di aperti
dell’insieme J, quindi A(, & canonicamente isomorfo ad A, per ogni
xe D(H),i,: Mo, — M, ass0cia cioé sulle due fibre i germi che ammettono
lo stesso rappresentante sugli intorni U; di . Perd gli elementi di A,
s’identificano con quelli di M, (I, n. 6)) nel senso che ogni germe di A,
ammette un solo rappresentante nella sua classe d’equivalenza, il quale
é un elemento di M,, mentre ci sono germi di M., se € D(H) ND(x,),
che contengono piut elementi equivalenti.

Con j, per v € H ed i, per » € D(H) resta individuata un’iniezione
d’insiems

fr Uty — U A,

reX reX

la quale, pur essendo permutabile con le proiezioni 7 ,, e z , di M’
ed M su X (m, -f=my,), non induce un omomorfismo fra i fasei

M’ ed A perché non & aperta (non & un morfismo per gli spazi étalés
in X attaccati ai fasei).

11). Consideriamo la parte S8 = f( U .M,;) di |J M, ed il sottofa-
zeX reX
scio A’ di M definito dall’insieme delle sezioni di AG con valori in 8

([61, pag. 116), ciod lo spazio di M’ & costituito dall’insieme dei germi
delle sezioni di A6 su X che sono contenuti in S, con la topologia rela-
tiva di A, in modo che con la restrizione ad S della proiezione m n

di M su X, M’ & un fascio su X incluso canonicamente in JG.

Con le notazioni del n. 7, M’ pud anche essere definito da:
UwI(U, M), se UNH=¢; Ur> (il sottomodulo di I'(U, M) gene-
rato da m, e m,), se UNH *¢; e (U c U)r(liniezione canonica
dei moduli associati).

Una sezione di A’ & (restrizione di una) sezione di A, e in AC’
-essa & definita su un punto  di X, se come sezione di A ha il germe
su o contenuto in 8.

Osserviamo che A’ ed A sono localmente isomorfi ed isomorfi
sopra l’aperto D(H), con edm(H)>1 in X. Inoltre in A’ ci sono
sezioni con il dominio del tipo U N D(H) con U = D(f) per qualche
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fe A, diremo che siffatte sezioni di A’ sono quasi ovunque ma non
ovunque definite su U, o che sono ammissibili in U.

Ricordiamo inoltre che ¢’¢ un isomorfismo I'(U, M) ~ ) M, (I,
peU

n. 4)-6)), e che qui identifichiamo le sezioni di 4G’ con il loro gra-
fico in AG, cioé con l'insieme dei loro germi sui punti dove sono defi-
nite, perme I' (U M') C I'(U, M) si scriverd anche m(U).

III.

12). Costruiamo ora il seguente prefascio AG* su X isomorfoad AC.
Sia B la base della topologia di X, costituita degli aperti affini D(f)
per fe A.
Per ogni aperto U e B poniamoU; = UN D(z,)e B, i =1, 2, 3, sara
allora U = | U;; associamo a ciascun U, il I'(U,, +#)-modulo libero
1=1,2,3
I'u,, M), e formiamo con gli elementi di questi moduli le famiglie

compatibili, per le restrizioni di ', almeno su U, |J U; = U N D(H).
Precisamente: se U c D(H), I'(U;, &) = I'(U,, M) per i =1,2,3, e
quindi poiché I'(U,, M) N I'(Uy M) = T'(U, M) C I'(U,, M), formiamo
le famiglie di coppie compatibili (o, g;), con le componenti o, = o}, (o)
in I'(U,, M) e 6;= gg,(0). ['(Us, M) con o €I'(U, A). Se U interseca H,
formiamo invece le famiglie costituite dal massimo numero >2 ((a,, 0s)
0 (01, 05,03)) di elementi compatibili appartenenti ai suddetti moduli
cioé con o, e o3 come sopra e, se o € I'(U, M), 6, = o7 (0). Per ogni U
sia M*(U) l’insieme delle famiglie definite come sopra; allora per U'cU
un’iniezione oY.: M*(U) — M*(U’) & fornita dalle restrizioni naturali
dei o. Inoltre M*(U) ammette una biiezione j sull’insieme delle sezioni
di 4G’ che sono definite quasi ovunque su U, e precisamente definite
almeno su UND(H).

Allora & I'(U, &) Cj(M*(U)), linclusione essendo stretta se U
interseca H. Esiste infine una biiezione

a: MHU) %> I(UN DH), M')=T'(UNDH), &) LI'(U, M) ;
possiamo percid definire sull’insieme A*(U) le operazioni seguenti:
m + m' = oY a(m) + a(m’)),
s-m = oc“((s|D(H))-oc(m)) R
per m, m'e M*(U) ed s e I'(U, A£).
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Allora « diventa un isomorfismo compatibile con la restrizione
canonica I'(U, #) — I'(U N D(H), #) che & identica; e gli elementi
di A*(U) sono tutti del tipo a*(ay-a(my) + ay-o(my) + a5-a(ms)) con
a,e (U N DH), £).

Con queste definizioni si ottiene dunque su M*(U), e quindi per
trasporto anche su j(AM*(U)), una struttura di I'(U, #)-modulo iso-
morfo a I'(U, M) nell’isomorfismo p-«, e di conseguenza il prefascio
M* su X generato da U +— M*(U) per ogni U € B, con le restrizioni
oy per U, U e ed U'cU, ¢ un fascio funtorialmente isomorfo
ad JC.

13). Diamo wuna rappresentazione di AG*.

Osserviamo intanto che, (II, n. 7) e 11)), se U interseca H, i
I'U,, A)-moduli I'(U;, A'), per i = 1, 3, sono generati, sui rispettivi
anelli, dagli stessi due elementi m, = (— x,, — ;) ed m, = (2,, 0) di A2,
mentre I'(U,, M) & generato su I'(U,, #) da m, ed my; = (0, ;). Inoltre
per ¢ =2,3 "(U;, M) = I'(U,, &) perché¢ U, ed U, non intersecano H.
Infine I'(U,; L U;, £) = I'(U, £) e I'(U,V U;, M) = T'(U, M) per ogni
coppia 4,j =1, 2,3 perch¢ £AeP.E.; ed M €P.E.

Consideriamo ora gli elementi che costituiscono AG*(U).

Supponiamo dapprima che U intersechi H. Allora & I'(U, M')C
cj(M*(T)), (111, n. 12)), e fra gli elementi di M*(U), quelli di
J(I'(U, &')) sono tutte le famiglie compatibili su U = |J U,, perché

i=1,2,3
le famiglie compatibili, poste in M*(U), con una componente in
I'(U,, M), sono compatibili su U, cioé hanno componenti in ogni
I'(U;, /'), e quindi appartengono a j-I'(U, A')). Esse possono
scriversi nella forma

I
(1) m == (04, 0y 05) = (aymy + aymy, aym, + aymy, a,m, 4 a,m,) ,

con a,, a,el'(U, #£), ed a;,a,eI'(U,, #£).

D’altra parte, tutte le famiglie compatibili almeno su U,V U,
possono rappresentarsi con le restrizioni ad U, e U; degli elementi di
Jj(M*(T)), e quindi degli elementi di M definiti su U, U U,; siano
questi m = am, + bm, + em; |UN D(H) con a, b, cel'(U, £).

3
Allora, tenuto conto della relazione » x;m;=0, gli elementi di

i=1

M*(U) compatibili almeno su U, U U;, hanno le componenti ¢, in
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I'(U,, M), e oy in I'(U,, M) rispettivamente della forma

(2) o0x(U)= ((awz— b“‘l)/wz)ml + ((c-%z_ wa)/w2)m3 ’
(3) o03(Us) = ((a’wa“" c'wl)/ws)’”h -+ ((b/wa— clwz)/ws)me y

con a, b, e, a',b',¢' el'(U, #£).

La relazione di compatibilita fra le componenti (2) e (3) & espressa
daa=2a,b=>"ec=_c,einoltre per ¢ = ha; con h e I'(U, #£), si ha
03 = (@— hxy)m, + (b— hax,)m,, quindi dalle (2) e (3) si ottengono,
con ¢, = 03, le rappresentazioni (oy, o, g;) degli elementi U-compa-
tibili di M*(U), scritti sopra in (1).

Se Uc D(H), cioé¢ U=UN DH) =U,UU,, allora & j(M*(U)) =
= I'(U, M) = I'(U, M), percid Vinsieme degli elementi m = (0,, 03),
U, U U;-compatibili di A*(U) coincide con M*(U).

Comunque AM*(U), tramite la biiezione j, puo identificarsi con la
unione, fatta in I'(U N D(H), '), di I'(U, A0') con I'(U N D(H), }').

(Osserviamo che in effetti pero, le coppie (o,, g;) delle componenti
degli elementi di A*(U) possono rappresentarsi con gli elementi della
diagonale di I'(U, M,)?%, e viceversa; e che se comunque per ¢~ hx,
8i pone (o3, 05) = (0, 03, 03), © per ¢ = hxy, (03, 03) = (01, 0z, 03) CON
o, = 03, si ha, con le operazioni definite in M*(U), (III, n. 12)),
un’iniezione di AC*(U) in I'(U, M)?).

14). Osservazioni. Le operazioni introdotte al n. 12) in M*(TU) de-
finiscono in ciascuna fibra AG, di A operazioni fraigermi degli elementi
m € j(M*(U)) definiti su p; questi germi vengono cosi a formare un
I'(U, #)-modulo M*(U, p) eguale a o, (I'(U, A)), (I, n.4)), se p € D(H),
ed a oJ(I'(U, ') se pe H. Ed & M*(U, p) ® £, ~ AC,, per ogni
peU. ru,A)

Inoltre poiché qui I'iniezione canonica I'(U, &) — I'(U N D(H), #)
¢ suriettiva, (I, n. 5)), ogni I'(U, #)-modulo & anche I'(U N D(H), #)-
modulo, e quindi, per ogni p e U, #£, & un I'(UN D(H), #)-modulo.
Si puo allora costruire lo s£,-modulo

rN(UNnDH), MN) & &,
I'(Un D(H),A)

che ¢ isomorfo al modulo A, di tutte le frazioni di I'(U, M) definite
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su p, ed inoltre ammette un isomorfismo j-a*® 14, sullo #,-modulo
IMXT) ® &,
u,4)

che & costituito dalle frazioni di j(M-*(U)) con denominatore fuori
di p, delle quali solo quelle provenienti dagli elementi di M*(U) defi-
niti su p sono definite su p.

Comunque per ogni p € U, tutte le frazioni di A(*(U) definite su p,

costituiscono uno #,-modulo isomorfo ad A*(U, p) ® jzt,, =~ £, il quale
ru,

per ogni pe U,V U,, & generato da m, ed m,, men;;re per pe U, &

generato da m; ed ms.

Quindi per ogni punto p € U, esiste un intorno aperto U CU
di p tale che tutte le componenti degli elementi di M*(U) che
sono definite su p, gemeramo wun I'(U', #&)-modulo libero isomorfo a
M*(T, p)Q(T', £), il quale ammette I'(U', A)m, come sommando
diretto. T,

15). Definiamo ora, per ogni U, una relazione d’equivalenza R(U)
in A*(U) ponendo, per o, ¢'€ M*(TU),

oR(U)o’ <:>{ a(o)—a(c’) e I'(U N D(H), £) -a(ml)} y

cioé tramite la relazione d’equivalenza R'(UND(H))in I'(UND(H), ')
definita alla destra dell’implicazione.
R(U) individua un I'(U, #)-modulo quoziente

M*(U)/R(U) = I'(U N D(H), &')/R"(U N D(H) ;

ed il nucleo dell’epimorfismo canonico M*(U) -2 M*(U)/R(U) contiene
i moduli

3
I, £)m,, I'(U, A)(@ym,+ x3ms) oltre a (U, £) Dam,=0;
i=1
esso & percid il modulo libero ker (¢) = I'(U, £)m,.

16). Costruiamo un’immagine isomorfa di M*(U)/R(U).
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Osserviamo percid che ogni classe

[m]e'(U N DH), &')/R'(UN DH)) =
= I'(Un DH), &')/(I(U N DH), #))ms

contiene tutti gli elementi di I'(U N D(H), ') del tipo
m = (aml + (b + kx)m, + (¢ + kwa)ms)IU N D(H)

con b e ¢ fissati ed a e k variabili in I'(U, #).
Le controimmagini in «~* di questi elementi hanno tutte, in A*(U),
le componenti, (III, n. 13), (i)),

[ 0= (& — ko, — bwl/wz)ml + (¢ — bay/x,) ms
(ii)

03 = (& — koy,— e fas)my + (b— cxyf/a5)m,

e, se ¢ = h¥;, 0, = 03.

Allora, per la definizione dell’equivalenza R(U) in M*(U), ogni
elemento di M*(U)/R(U) individua un suo rappresentante m, di com-
ponenti

[ 0y = (— bay /@) my + (¢ — basfw,) mys
(i)

03 = (— o®,[B5)my + (b— ox,[/5) M,

il quale & zero se bx; — cx, = 0; ed inoltre se ¢ = hw;, risultando o; =
= — haym, + (b— ha,)m, definito su U, my,= (0,, 05, 05) 8i rappresen-
terd, qualunque sia b, con oy = 03 e 0y = — (b/;)Tm; + (b — b/T,) T3mM;5.

17). Ogni elemento di AC*(U) puod allora ottenersi in modo unico:
nella forma o *((a— k2,)a(m,))@m, e quindi &

MH(U) = I'(U, £)D N*(U)/R(U) .
Sia ora MF(TU) il sottoinsieme di M*(U) costituito dai rappresentanti
m, degli elementi di M*(U)/R(TU).
Per ogni punto p di U esiste un intorno aperto U'c U di p tale
che le componenti degli elementi di A¥(U) che sono definite su p,
tenuto conto ove occorra dell’equivalenza R'(U N D(H)), generano su
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I'(U', #) un modulo libero, cioé M*(U)/R(U) =~ MF(U) & localmente
libero.

Dunque il fascio M-*, isomorfo ad M (111, n. 12)), si presenta decom-
ponibile in una somma diretta di due fasci localmente liberi.

18). Considerazioni. Le sezioni ¢ di A’ che sono quasi ovunque
ma non ovunque definite sugli aperti U di X, (II, n. 11)), sono definite
su UN D(H), e d’altra parte, qualunque sia il punto » di X, ogni
intorno aperto U di x interseca ’aperto D(H). Ne segue che se x € H
per ogni intorno aperto U di x#, M*(U) contiene sempre le controim-
magini in j (III, n. 12)) delle suddette sezioni o, e precisamente queste
controimmagini costituiscono in A*(U) P'insieme degli elementi (o, 03)
che sono U, U U,-compatibili ma non U-compatibili. Questo comporta
che passando ai limiti induttivi nel fascio M*, (per la definizione stessa
di limite induttivo), sui punti « di H le fibre di M* possiedono « germi »
generati da elementi che su quei punti non somo «definiti » (II n. 11)).
Questi « germi », visto U'isomorfismo j, prolungano Visomorfismo

H'/D(H) ~ M/D(H) , (11, n. 11)).

Inoltre essendo M*(U), per ogni U, isomorfo ad una somma diretta
di moduli, lo ¢ anche j(AM*(U)). Allora poiché il limite induttivo delle
somme dirette dei moduli (associati allo stesso indice) di due sistemi
induttivi pud identificarsi con la somma diretta dei limiti induttivi
dei due sistemi di moduli, si pud concludere che il fascio M' ~ M*
fornisce un A-modulo immagine isomorfa di A, nel quale esiste una
sezione globale che é in ogni punto di X fra i generatori liberi dei suoi
elementi definiti su quel punto, e percio decomponibile per somma diretta.

BIBLIOGRAFIA

[1] M. BALDASSARRI, Osservazioni sulla struttura dei fasci lisci, Atti del Conv.
Intern. di Geom. Alg. di Torino del 1961.

[2] S. BarLpassarrl Guiezzo, Proprieta di ideali in domini d’integrita moe-
theriant, Rend. del Seminario Mat. della Univ. di Padova, C.E.D.A.M.,
1970.

{3] S. BaLpassarri GHEzzO, Riduzione di moduli proiettivi a somme diretle,
C.E.D.A.M., Padova, 1974.



Un modello riducibile per somma diretta ecc. 113

[4] S. BALDASSARRI GHEZzz0, Un esempio della riduzione di moduli proiettivi
a somme dirette, Soc. Coop. Tip., Padova, 1977.
[5] 8. BaLpassarrl GHEzzO - C. MARGAGLIO - T. MILLEVOI, Introduzione ai
metodi della geometria algebrica, Cremonese, Roma, 1967.
[6] R. GOoDEMENT, Théorie des faisceaux, Actual. Scient. et Industr., n. 1252,
Hermann, Paris, 1958.
[7] A. GROTHENDIECK - J. A. DIEUDONNE, Eléments de Géométrie Algébrique, I,
Springer-Verlag, Berlin, 1971.
[8] M. RAYNAUD, Modules projectifs universels, Inventiones Math., 6, Berlin,
1968, pp. 1-26.
[9] J. P. SERRE, Faisceaux algébrique cohérents, Ann. of. Math., 61, U.S.A.,
1955, pp. 197-278.
[10] E. H. SPANIER, Algebraic Topology, Mc Graw-Hill, New York, 1966.

Manoscritto pervenuto in redazione il 29 dicembre 1978.



