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INCOLLAMENTI DI IDEALI PRIMI

E GRUPPI DI PICARD

CLAUDIO PEDRINI *)

SUMMARI - In this paper we define an explicit « glueing » ôf two prime ideals
1 and 1) 2 in a noetherian ring B, in order to get a subring A of B,

such that A is seminormal in B, and « obtained from B by glueing over the
prime A », in the sense of 1[ 10]. We show that S2
property goes down from B to A, when glueing primes of height 1. We give
sufficient conditions on B, in order that Pic A[T, T- 1 Pic A, where T
is a finite set of indeterminates.

Introduzione.

Siano A un anello noetheriano, B un sopraanello intero e finito su
A, p un i-deale primo di A. Sia A’ il più grande sottoanello di B con-
tenente A tale che:

(i) vi è un solo primo P’e Spec A’ al di sopra dit

(ii) l’omomorfismo canonico k(p) - k’( P’) dei corpi residui è

surgettivo.

C. Traverso in [ 10 ] ha chiamato l’anello A’ « ottenuto da B per incol-
lamento sul primo p di A ».

Nel presente lavoro ci siamo proposti anzitutto di definire in un
anello B un « incollamento » esplicito di due ideali primi Pi e 1P2
(non necessariamente distinti) in modo da ottenere da B un sottoanello

*) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica, via L. B. Alberti, 4,
16132 Genova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca del C.N.R.
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A tale che A risulti « ottenuto da B per incollamento sul primo
n P2 di A ».

La costruzione di tale anello A viene ottenuta a partire da un
isomorfismo cp degli anelli 1 e si dimostra, sotto oppor-
tune ipotesi su B e cp, che B risulta intero e finito su A (teoremi 1 e 3).

Si verifica poi (teoremi 2 e 4) che la proprietà S2 (o proprietà di
estensione) si mantiene da B a A se l’altezza degli ideali 1P 1 e fl52 è
eguale a 1.

La seminormalità dell’anello A equivale, per un risultato di Tra-

verso ( [ 10 ] , th. 3.6), all’isomorfismo Pic A = Pic A [ T ] , dove T è un in-
sieme finito di indeterminate su A. Ci siamo proposti di dare delle

condizioni sull’anello B perchè valga l’isomorfismo più forte Pic A =

= Pic A [ T, T -1 ] . Si ottengono i risultati seguenti. Se B è normale e se
i primi 1Pl e 1P 2 sono distinti si ha: Pic A = Pic A [ T , se e solo

se (Teorema 6). Nel caso in cui vale la seguente
condizione sufficiente (teorema 7): sia B una k-algebra finitamente

generata e normale, 1P un primo di alt~ezza &#x3E; 1 e cp u~n k-automorfismo
di periodo finito di B; allora se è normale si ha Pic A =

Il lavoro è corredato da vari esempi i quali mostrano, tra l’altro,
che certi risultati, ottenuti in [9], sull’isomorfismo Pic A = Pic A [ T ,

relativi ad un anello di dimensione 1, non si estendono, in gene-
rale, al caso dim A &#x3E; 1.

1. In questo numero vengono richiamati alcune definizioni e ri-

sultati di cui faremo uso nei paragrafi seguenti. Tutti gli anelli che si

considerano sono commutativi e con unità.

DEFINIZIONE. Siano e B anelli A e B. Dicesi conduttore di A
in B l’ideale

b è il massimo ideale di B contenuto in A.

LEMMA 1. Siano A e B anelli tali che A c B e B è un A-modulo
di tipo finito. Sia b il conduttore di A in B e p un ideale primo di
A. Allora il conduttore di Ap in Rp è bAp. Risulta inoltre AprfBp se
e solo se bc p (per la dimostrazione cfr. [ 1 ], p. 269).
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LEMMA 2. Sia A c B e b il conduttore di A in B. Le seguenti
condizioni sono equivalenti:

a) Blb è ridotto;

DIM. Cfr. [7], lemma 4.

Sia A un anello: con Ho(A ) indichiamo il gruppo abeliano delle
funzioni continue definite su Spec A e a valori in Z (questo ultimo mi-
nuto della topologia discreta).

LEMMA. 3. Se A è noetheriano, Ho(A) è libero di rango finito ed
eguale al numero delle componenti connesse di Spec A.

DIM. Cfr. [8], Prop. 1.

Se A è notheriano, si indica con ho(A) il rango di Ho(A), cioè il

numero delle componenti connesse di Spec. A.
Richiamiamo ora alcune definizioni e risultati di C. Traverso sugli

anelli seminormali (cfr. [10]) di cui faremo uso nei numeri seguenti.

DEFINIZIONE. Siano A e B anelli, A c B, B intero su A. Si dice
seminormalizzazione di A in B l’anello:

dove b indica l’immagine di b in B~ .
Se A = B+A, A si dice seminormale in B. Se B è la chiusura integrale

di A nel suo anello totale delle frazioni e A = B+A’, allora A si dice semi-
normale.

PROPOSIZIONE 1. B+A è il più grande sottanello A’ di B tale che:

( i) Per ogni primo pe Spec A esiste un solo primo Spec A’
al di sopra di p

(ii) l’omomorfismo canonico è un isomor-

f ismo.
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Drlvt. Cfr. [ 10], p. 587.

Siano A e B anelli noetheriani tali che A c B e B è integro e finito su A.

Siano p un ideale primo di A, ~1t , ..., Pn gli ideali primi di B al di sopra
dip.

Poniamo:
-   - __ _ ,

Sia A’ il sottoanello di B costituito da tutti gli démenti b E B tali che

DEFINIZIONE. A’ dicesi ottenuto da B incollando su p.

PROPOSIZIONE 2. A’ è il più grande sottoanello di B contenente A
e tale che:

( i) Esiste un solo primo p’e Spec A’ al di sopra di p;

(ii) L’omorf ismo canonico

è un isornor f ismo.

Inoltre A’ è seminormale in B e il conduttore di A’ in B contiene p.

DIM. Cfr. [ 10], p. 588.

ESEMPI. 1 ) L’anello A=k[X+Y, XY, è ottenuto da B=

k[X, Y] incollando su p=(XY, 

2) L’anello A=k[X2, Y, XY] è ottenuto da B=k[X, Y] incollando
su p= (Y, XY).

PROPOS IZIONE 3. Sia A un anello notheriano ridotto tale che la sua
chiusura integrale sia finita su A. Sia T un insieme finito di indeterminate
su A. L’omor f ismo canonico Pic A - Pic A [ T ] è un isomor f ismo se e
solo se A è seminormale.

DIM. Cfr. [ 10] pag. 593.
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PROPOSIZIONE. 4. Siano A e T come nella prop. 3 e inoltre dim A=
1. Allora l’omomorfismo canonico Pic A - Pic A[T] e un isomorfismo se

A 
_

e solo se risulta V b = b, è la chiusura integrale dî A e b il con-
duttore di A in A.

DIM. Cfr. Endô [ 5 ] th.4.7 o Bass-Murthy [ 2 ] , Th.8.1.

PROPOSIZIONE 5. Siano A e T come nella proposizione 3 e inoltre,
dim A =1. Allora l’omomorfismo canonico Pic A --~ Pic A [ T, T -1 ] è un
isomorfismo se e solo se sono verificate le seguenti due condizioni:

Di. Cfr. [2], Teorema 8.1.

DEFINIZIONE. Un diagramma commutativo di anelli e omomorfismi

dicesi un quadrato cartesiano se sono verificate le seguenti condizioni :

1) Esiste un isomorfismo a2)+-A1XA21

2 ) risulta 2cp = h2 dove 1CI e 7t2 sono le proiezioni cano-
niche di A1XA,A2 in A, e A .

LEMMA 4. Siano A un anello a e b ideali di A. Il seguente dia.

gramma commutativo è un quadrato cartesiano
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DIM. Sia

Definiamo (p : A --~ A’ ponendo cp (a)= (a, a). 9 è surgettiva: sia infatti

fi) E A’ con a. = iî(a e A), fi=5, (beA). Risulta, essendo f i (â) = f z(b) :
a --- b (mod a + b ) e quindi con ai e a, bi e b. Posto allora :

si ha ~3 ) . Risulta Ker 9=anb; inoltre la 2)
è ovviamente verificata.

Dimostriamo infine un risultato sugli anelli che verificano la cosidet-
ta « proprietà di estensione » di cui faremo uso sia nel n. 2 che nel n. 3.

PROPOSIZIONE 6. Sia A un anello noetheriano integro. Le seguenti
condizioni sono equivalenti.

( 1 ) variare di p tra i primi di altezza 1.

(2) Ogni ideale principale di A è puro (di altezza 1 ).

DIM. ( 1 ) # (2): Se gue da [6], cap. iv (5.10.17).

(2)==&#x3E;(1) Poiché basta dimostrare che cioè che, se

x E K (corpo delle frazioni di A) e x ft A, allora esiste un primo p di altez-

za 1 tale che xlfrAp. Sia x -- a allora xlfrA implica bA : aA #A. Esisteb

dunque un ideale primo proprio p associato a bA; aA, cioè esiste ceA
tale aA) : cA. Ne segue (ac)A e quindi p è asso-
ciato all’ideale principale bA. Per la (2) p ha altezza 1. Per provare che

basta dimostrare che Mp : Questo segue dall’identitâ:

Mp : aA)Ap e dal fatto che bA : 

DEFINIZIONE. Sia A un anello noetheriano integro: diremo che A

veri f ica la proprietà S2 (o« proprietà di estensione ») se verifica una del-
le condizioni equivalenti della prop. 6.

2. In questo paragrafo dimostriamo come, dato un anello B si pos-
sa (sotto opportune ipotesi) costruire un anello A incollando due primi
distintioi eP2 di B in modo che il conduttore di A in B sia esattamente

DinD2 e A risulti ottenuto da B incollando sutPinlP2 (nel senso del § 1).
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Nel teorema 1 si mostra inoltre quali sono le ipotesi sufficienti af-

finché B risulti intero e finito su A.

Questa costruzione permette di determinare, a partire da una varietà
V, e da due sottovarietà irriducibili Vi e V~ , una varietà W, ottenuta
« incollando » (o « identificando ») Vi con V2: basta supporre che esista

un isomorfismo tra Vi e V2 che induca l’identità su VinV2.

DEF. Siano B un anello ideali primi distinti,
un isomorfismo tale che risulti:

induce allora, passando al quoziente, un isomorfismo

Sia A l’anello definito da

(dove con indichiamo l’immagine di b in B/
A si dice ottenuto da B incollando mediante 9.
Risulta evidentemente:

LEMMA 5. L’ideale è primo in A e coincide con il con-
duttore di A in B.

DIM. La prima affermazione è ovvia. Sia il

conduttore: dalla definizione di A segue immediatamente pcb. Provia-
mo che b c p. Poiché 1 esiste un elemento ~ (i ~; ~
l:ï:2, 1  j  2). Supponiamo ï=l, /=2 (se fosse i = 2, ; =1 si procede
in maniera del tutto analoga). Sia xeb: risulta cioé

Poiché

cioè .

PROPOS IZIONE 7. Sia A ottenuto da B incollando
mediante 9. Le seguenti condizioni sono equivalenti.

{ i) L’omomorlismo , è surgettivo

(ii) 9 è l’identità.
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DIM. Dal lemma 4 segue che il seguente quadrato è cartesiano:

e si ha inoltre il seguente diagramma commutativo:

Proviamo che (i)==~(ii): con b e B. Dalla
(1) segue che esiste a E A tale che e quin~di x=a in

~. Dalla definizione di A e dalla commutatività di (2) si ricava

(iip(1): sia i l’omomorfismo iniettivo i:

Poniamo y = ~p(x) : dalla commutatività di (2) segue, essendo cp l’idontità,
Poiché {1) è un quadrato cartesiano esiste

=Blp, tale che: hi(z)=x, h2(z)=y. Per la definizione di A, zeA/p e
i(z)=x, i è quindi surgettivo.

TEOREMA 1. Siano B un anello noetheriano e A l’anello ottenuto
da B incollando 1 mediante un automor f ismo cp tale che

9 è l’identità. Risulta allora
a) B è intero su A;

b) B è un A-modulo di tipo f inito;

c) A è noetheriano;

d) A è seminormale in B e coincide con l’anello A’ ottenuto da B
incollando su (nel senso del n. 1).
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Posto allora

da cui

Ne segue che ~(1 :ï:~) è intero su A in quanto

Quindi ogni elemento di ntero su A. Dalla (i) della prop 6
segue che per ogni b e B es~i~s~t~e a E A tale che a = b ( ,cioéB=A+

. B è per ciô intero su A.

b ) Poiché . per ogni b E B esistono a E A e ci , ..., 

: d’altra parte risulta anche B = A -f- ~1 ~ e quindi

e quindi, essendo xiyjeA, risulta ..., Si ha pertanto

onde l’asserto.
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c) Risulta e quindi è un A-modulo noetheriano.

Basta quindi provare che p è un A-modulo noetheriano per ottenere che
A è un A-modulo noetheriano.

Siano (zi , ..., zt) démenti di n P2 che generano p come ideale
t

di B. Per ogni pep si ha: p = ~ bhzh con dalla b ) segue bh=
n 

h=l

con ahi E A e quindi Poiché p è il conduttore di
î=l n, i

A in B (Lemma 5) risulta zhxi ep(l  h  t,1  i  n) e quindi p, come idea;
le di A, è generato dagli nt elementi zhx; .

- .. - . - - _ -

k - Ki . L’automorfismo p si prolunga ad un automorfismo ~ K2 e
il seguente diagramma è commutativo:

Sia beA’: esiste allora (vedi § 1 ) xek tale che: fi(b)=wi(x), 12(b)=
= ~~(x). Ne segue:

e quindi b E A.

COROLLARIO. Nelle stesse ipotesi del Teorema 1 se B è una k-algebra
finitamente generata (k un corpo) e ~p un isomorfismo di k-algebre, A ri-
sulta una k-algebra finitamente generata.

DIM. Per la definizione di A risulta k c A c B; per la a) del Teore-
ma 1 B è intero su A. Ne segue (cfr. [ 4 ] , p. 33) che A è una k-algebra
finitamente generata.
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La proposizione seguente mostra sotto quali ipotesi B risulta la

chiusura integrale di A. Ne segue, in particolare che la varietà W otte-
nuta incollando due sottovarietà irriducibili VI e V2 di una varietà nor-
male V, è seminormale e V è la sua normalizzata.

PROPOSIZIONE 8. Con le stesse notazioni ed ipotesi del Teorema 1

supponiamo inoltre che B sia ridotto, integralmente chiuso e che risulti
( 1  i  2). Allora B coincide con la chiusura integrale Â di

A nel suo anello totale delle f razioni ed è finito su A.

DIM. Basta provare che l’anello totale delle frazioni As di A coin-
cide con l’anello totale delle frazioni BT di B. Il resto segue dal Teorema
1. Siano P’I, ..., p’n i primi minimali di A, P’I, D’N i primi minimali
di B: si ha allora

Dalle ipotesi, essendo il conduttore
di A in B, e quindi (lemma 1) esiste

perciô un solo primo di B al di sopra di cioè risulta n = N e
Si ha pertanto As = Br .

Il seguente Teorema 2 fa vedere che, incollando primi di altezza 1,
la proprietà S2 si conserva da B a A. Occorre premettere un lemma.

LEMMA 5. Siano A c B anelli integri, B intero su A e B verifica S2 .
Posto A~1) _ ~ AI, risulta 

DIM. Poiché B è intero su A ogni ideale primo ~.1 di altezza 1 di B
si contrae ad un ideale primo di altezza 1 di A e viceversa per ogni idea-
le primo p di altezza 1 di A esiste un ideale primo )P di altezza 1 di B

che si contrae a p. Inoltre ApcBp, se 1P nA p. Ne segue (prop. 6)

Poiché l’inclusione A c A~1~ è ovvia si ha l’asserto.

TEOREMA 2. Con le stesse notazioni ed ipotesi del Teorema 1, sup-
poniamo inoltre che B sia integro e Pi abbia altezza 1 ( 1  i  2).

Se B verifica la SZ , anche A verifica la S2 .
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Dim. Proviamo che A verifica la ( 1 ) della prop. 6, cioè che risulta
A =A1) = fl Ap. Basta dimostrare che se per il lem-

h(p)=l

il conduttore di A in B. Poiché

risulta ht(p) = 1 e quindi b E Ap , cioè b = a con a E A, seA-p. Ne segue :
s

da cui, essendo

OSSERVAZIONI. Il Teorema 2 non è più vero, in generale, se si to-
glie l’ipotesi che i abbia altezza 1: siano un corpo algebricamente
chiuso e A l’anello ottenuto da B=k[Y, Y] incollando Y) e

medi,ante Fautomorfismo identico di

Risulta allora

e A non verifica la proprietà S2.

ESEMPI. in tutti gli esempi che seguono k indica un corpo algebri-
camente chiuso.

e quindi:

Ne segue
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B coincide con la chiusura integrale di A, il conduttore di A in B

è X’Y) e risulta p=(X)Bn(Y)B.
Infine 
A è l’anello delle coordinate della superficie cubica di k3 di equa.

zione

Tale superficie ha l’asse X come retta doppia: tale retta coincide
con la varietà del conduttore p di A in B. Il cono tangente nel punto ge-
nerico (a, 0, 0) della retta doppia è spezzato nel piano fisso Z = 0 e nel
piano variabile a Y=2Z.

- 

2) Consideriamo ora un esempio che mostra, corne senza l’ipotesi
9=identità il Teorema 1 non sia, in generale, vero. Siano B=k[X, Y,

L’automorfismo cp di , J è allora diverse dall’identità.

e quindi

Risulta perciô: /o(X, 0)= fo(0, X), f Z(X, 0) = ai f h{0, X) per i &#x3E; o.
Poiché a= ~ 1 si trova f,(0, 0)=0 e inoltre

In conclusione risulta f E A se e solo se:
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B non è intero su A: supponiamo per assurdo che z sia intera su A,
cioè che si abbia

Per quanto sopra visto risulta fi(X, Y, Y, Z) con at E k
e Y)B. Ne segue

Deve perci aversi h(X, Y, Z) = 0 il che porta a un assurdo.

definito da ~cp( Y) = Y. Risulta allora

e B è la chiusura integrale di A.

3. In questo paragrafo dimostriamo corne, da un anello B si pos-
sa costruire un anello A ottenuto « incollando » un ideale primo 1P di B
su se stesso mediante un automorfismo cp.

In maniera analoga a quanto visto nel n. 2 per il caso di due ideali
primi distinti, si dimostra che (sotto opportune ipotesi per ~p), se B è

l’anello delle coordinate di una varietà algebrica affine V, A risulta an-
ch’esso l’anello delle coordinate di una varietà algebrica affine e A è
seminormale in B.

DEF. Siano B un anello 1 un ideale primo di B, cp un automorfi-

L’anello

(dove B indica l’immagine di b in BI ID) dicesi ottenuto da B incollando
1 mediante cp.

LEMMA 6. Si ha :
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l’automor f ismo identico. Se A ~ B, l’ideale è il conduttore di A in B

DEF. C’è solo da provare che, se A ~ B, è il conduttore: il resto

segue dalla definizione di A. Evidentemente ’ 1 un ideale di B.
Quindi contenuta nel conduttore. Sia viceversa x E A tale che x c A .
Risulta allora, per ogni b E B, Sia si ha

e quindi, essendo , integro, da segue cioè

Indichiamo con G il sottogruppo del gruppo di tutti gli automorfi-
smi di generato da p. G opera su . nel senso che l’applica-
zione x -~ ax è un endomorfismo délia i

cr e G. Risulta inoltre
1-algebra .

.&#x26;..&#x26;.

, per ogni

Ricordiamo che un gruppo di operatori G su un anello R si dice
localmente finito (cfr [ 4 ] , p. 33) se tutte le orbite di G su R sono finite.

PROPOSIZIONE 9. Siano B un anello, un ideale primo di B, cp
un automorfismo di . Detto A l’anello ottenuto da B incollando su

0 mediante cp, le seguenti condizioni sono equivalenti

(1) B è intero su A.

(2) Per ogni x esiste un intero positivo n(x) tale che = x.

(3) Il sottogruppo ciclico G generato da 9 è lacolmente f inito.

DIM (2) ~ (3): Basta osservare che le orbite di G su B/fl5 sono
tutte del tipo x, 9(x), ..., ... con x eblo.

t 3 ) ~ (1) Dalla prop. 22, a pag. 33 di [4], tenuto conto che G
opéra su ’, si ricava che J

Ne segue che B è intero su A.

(1)=~(2): Risulta intero su . esiste f(X) e
monico tale che 

Dal lemma 6 segue: e quindi è una radice
di f(X). Poiché è integro un polinomio di ha un nu-

mero finito di radici: esiste dunque un intero n(x) tale che 
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DEFINIZIONE: Se cp verifica una delle due condizioni equivalenti
(2) e (3), della proposizione 8 diremo che localmente finito.

COROLLARIO: Se localmente finito A è seminormale in B.

DIM. Dalla proposizione 8 segue che B è intero su A. Proviamo
che risulta:

Basta mostrare che B+A c A . Se è il conduttore di A in B si ha:
. Quindi per ogni risulta

Ne segue

e qui~ndi in Applicando p ad ambedue i membri si trova
da cui, essendo 7oO, si ricava b = ~(b) cioè

beA.

TEOREMA 3: Siano k un corpo, B una k-algebra finitamente gene-
rata, p un ideale primo di B di alt~ezza &#x3E; 1, ~p un k-automorf ismo 10-
calmente finito di Blo. Sia A l’anello ottenuto da B incollando p
mediante 9. Risulta allora:

1 ) A è una k-algebra finitamente generata.
2) B è intero e f inito su A.

3 ) A è seminormale in B.

4) A è ottenuto da B incollando su p (nel senso del n. 1 ).

DIM. 1 ) Risulta: k c A c B dove k è noetheriano e B è intero

su A.

Ne segue che A è una k-algebra f initamente generata (cf r ~[ 4 ] ,
p. 33); in particolare A è noetheriano
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2) Poiché non è costituito di soli divisori di 0. Sia
s un non divisore di 0 in A. Per ogni beB risulta sb=aeA e quindi
l’anello totale delle frazioni di B coincide con quello di A. B è intero
su A (prop. 9) e quindi B è contenuto nella chiusura integrale 7 di A.
Poiché A è una k-algebra finitamente generatg, i4 è un A-modulo di
tipo finito (cfr [4], th. 2, pag. 63). Essendo A noetheriano anche B è
finito su A.

3): Vedi corollario della prop. 8.

4): Sia A’ l’anello ottenuto da B incollando su !P: proviamo che
A’ c A (l’inclusione A c A’ è ovvia). L’unico ideale di B al di sopra di

stesso e quindi per ogni beA’ risulta (prçposizione Ï

da cui

Applicando p ai due membri dell’ultima relazione si trova =

7T da cui essendo segue cioè beA.

OSSERVAZIONE. Nelle ipotesi del Teorema 3 p risulta in effetti
di periodo finito, cioè esiste un intero positivo n tale che puer

ogni x. Siano infatti xi,...,xh elementi che generano come k-al~ge-
bra : poiché 9 è localmente finito esistono interi ~p~ositivi nt, ..., nh tali

h

che cpn(xi) = xi{ 1  i  h). Posto n = II ni risulta _ i _ h) e
i=l

quindi, essendo gp un k-automorfismo, per ogni 

,CAROLLARIO 2. Nelle stesse ipotesi del Teorema 3 supponiamo
inoltre che B sia integralmente chiuso. B coincide allora con la chiusura
integrale 71 di A ed è finito su A.

DIM. L’an~ello totale delle frazioni di B coincide con l’anello to-
tale delle frazioni di A : l’asserto segue allora dalla (2) del Teorema 2.

Il seguente Teorema 4 è analogo al Teorema 2: mostra che, incol-
la,ndo un primo di altezza 1 con un automorfismo localmente finito, la
proprietà S2 si conserva.

TEOREMA 4. Siano B un anello integro, P un ideale primo di al-
tezza 1 di B e cp un automorfismo localmente finito di Se B veri-

fica la proprietà S2, anche l’anello A, ottenuto da B incollando 0 me-
diante p, verifica S2.
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DIM. Dalla prop.. 9 segue che B è intero su A, mentre dal lemma
5 segue con A(1) = n Ap . In base alla prop. 6, occorre

h(p)=l

provare che Sia b e A (1): allora b appartiene a B e b EA p , con
1P il conduttore di A in B. Infatti 1P è un ideale di A e per ipotesi

Si ha dunque: con aEA, se. Applicando cp al-

l’identità j 1 si trova:

e quindi, essendo Ne segue beA.

CiÕ prova che e quindi l’asserto.

OS SERVAZIONE. Il Teorema non è vero, in generale, se 
Siano B una k-algebra integra finitamente generata che verifica la S2 ,
0 un primo di B di altezza &#x3E; 1 e cp un automorfismo localmente finito.
Risulta allora e B è intero e finito su A (Teorema 3). Ogni ideale
primo p di A, di altezza 1, non contiene il conduttore e quindi (lem-
ma 1) Ne segue:

In base alla proposizione 6, A non verifica la S2 .

ESEMPI. k indica un corpo algebricamente chiuso di caratteri-
stica diversa da 2.

e quindi si trova: B è la chiusura integrale di A;
l’idéale 1P =(Y, XY) il conduttore, e è l’anello delle
coordinate della rigata cubica di k;3 di equazione Tale superfi-
cie ha l’asse delle X come retta doppia: il cono tangente nel punto ge-
nerico (a, 0,0) è spezzato nei due piani e che varia-
no entrambi al variare di a (diversamente da quanto visto per la rigata
dell’es. 1) del n. 2).
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Ogni polinomio del tipo appartiene all’algebra gene-

rata su k da X e Y’ e cosi anche ro(X) e ne segue:

D’altra parte ogni polinomio di

quindi

B è la chiusura integrale di A, il conduttore 1P corne ideale di A è

. Si ha inoltre (vedi lemma 6):

A è l’anello délie superficie S di k3 di equazione:
La curva del piano Z = 0 è doppia per

la superficie.
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4. Se A è un anello commutativo e T = { tl , ..., t~ 1 un insieme f i-

nito di indeterminate su A, con A[T] si indica l’anello dei polinomi in
ti , ..., tn e con A[T, T-1] l’anello di gruppo A [ G ] , dove G è il gruppo
abeliano libero su ti , ..., tn . Risulta evidentemente: A[T, T-1] =(A[T]~S,
con Se A è noetheriano, ridotto, integro tale risulta
anche A[T, 

Nei numeri precedenti si è visto che, se B è normale, ogni anello A
ottenuto per incollamento mediante un automorfismo (di due primi di-
stinti o di un solo primo) da B è seminormale. Da un risultato di C.
Traverso (vedi prop. 3) segue che per tali anelli risulta Pic A = Pic

A[T].
In questo numero viene dimostrato, (cfr. Prop. 10 e Prop. 11), che

se Pic B = Pic B[T] e A è ottenuto da B per incollamento (di un primo
o ~di due primi distinti) risulta Pic A = Pic A [ T] . Inoltre si danno delle
condizioni e sufficienti affinché risulti Pic A = Pic A[T, T -1 ] , nell’ipo-
tesi che B sia integro e Pic B= Pic B[T, T-1]. È noto che la condizione
Pic A = Pic A[T, T -1 ] implica l’isomorfismo Pic A = Pic A [ T] (e
quindi la se0153inormalità), ma, in generale, non è vero il viceversa. (cfr.
[9], n. 2).

Il Teorema seguente estende al caso dell’isomorfismo Pic A = Pic

A[T, T-1] un risultato dimostrato in [2] (pag. 45 e segg) per l’isomor-
fismo Pic A = Pic A[T]. La dimostrazione è del tutto analoga a quella
di [2].

TEOREMA 5. Siano A cB anelli tali che A è ridotto e B è intero
e finito su A; siano b il conduttore di A in B e T un insieme finito dl
indeterminate su A. Risulta allora:

1 ) Se Pic B= Pic B[T] si ha l’isomor f ismo Pic A = Pic A[T]
se e soltanto se sono verificate le due seguenti condizioni:

B 
_

(a)vb=b , 

, ,11-" 
’

(b) un monomor f ismo, dove

II) Se A è integro e Pic B= Pic B[T, T-1] si ha l’isomorfismo
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Pic A = Pic A [ T, T- ] se e solo se sono verificate le seguenti condiziolli:

DIM. I ) Segue da [2], pag. 45, tenendo conto che, se la
condizione Pic B= Pic B [ T ] è automaticamente soddisfatta.

I I ) Indichiamo con G il gruppo abeliano libero su T e con A[G]

(lemma 3) Ho(A)=Ho(B)=Z e quindi (cfr. [ 2 ] , prop,. 5.12):

Si ha allora (cfr. [2], n. 7) il seguente diagramma commutativo di
successioni esatte

e quindi risulta Pic A = Pic A [ T, T -1 ] se e soltanto se coker 1=0.
Dal Teorema 7.2 di [2] (oppure dal Teorema di Milnor sui qua-

drati cartesiani; cfr. [ 1 ] , th. 5.4) segue che f è un isomofismo se e sol-
tanto se tale risulta f’ nel seguente diagramma:
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Risulta ([2], prop. 5.12).

dove I e 1 sono il nucleo rispettivamente di A’ [ G ]--~A’ e di B’ [ G ] -~B’,
definiti mandando ogni elemento di G in 1.

Dal diagramma sopra scritto, dato che le successioni esatte verti-

cali « spaccano », si ricava una successione esatta dei conuclei dei mor-
fismi verticali e quindi si trova:

(1) nil A’=nil B’; (2) Ho(A’)=Ho(B’)
(3) coker 1’-coker i’ è un monoforfismo.

La (1) è equivalente alla ~(a) (lemma 2), la (2) alla (P) (lemma 3)
e la (3) è esattamente la (y). Ne segue l’asserto.

LEMMA 7. Siano A’ e B’ anelli commutativi, 1 : A’~B’ e h : B’--~A’
omomorf ismi tali che f - h=1. Sia G un monoide o un gruppo abeliano
libero finitamente generato. Allora nel seguente diagramma commutativo

le freccie orizzontali sono dei monomorf ismi.
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Ne segue: Poiché Pic è un funtore si ricava che

Pic A’ --~ Pic B’ e Pic A’ [ G ] -~ Pic B’ [ G ] hanno entrambi un inverso e
sono quindi monoforfismi. Resta inoltre definito un omomorfismo
coker P - coker oc tale che la composizione coker a - coker 5 --&#x3E; coker a
è l’identità. Ne segue che cp è un monomorfismo.

Il lemma seguente permette di applicare il Teorema 5 al caso di un

anello ottenuto per incollamento di primi distinti

LEMMA 8. Siano B un anello noetheriano ridotto e A l’anello otte-
nuto da B incollando due ideali primi distinti mediante un au-

tomorf ismo cp tale che ~p sia l’identità. Indicato con il con-
duttore di A in B e con T insieme f inito di indeterminate, risulta:

DIM. Poniamo A’ = A / b e B’ = B/ b . I n virtù del lemma 7, (dove
G = T in (1), e G=gruppo abeliano libero su T, in ( I I )) basta provare
che esistono f : A’ ~ B’ e h : B’ - A’ tali che f 0 h =1. Sia f l’inclusio-
ne A’ - B. Si ha b = pIn )D2 (lemma 5) e l’inclusione i : A/ b - BI ~1
è un isomorfismo (prop. 7). Indichiamo con h’ : B/ b - B/ ID 1 l’omo-
morfismo canonico ottenuto passando al quoziente modulo b. Po-
nendo h = h’ 0 i- 1, si trova f 0 h =1 e quindi la tesi.

PROPOS IZIONE 10. Sia B un anello noetheriano, ridotto, tale che

Pic B= Pic B[T ] (T un insieme finito di indeterminate).
Se A è l’anello ottenuto da B incollando due primi distinti 1P e ~2

mediante un automorf ismo 9 tale che p sia l’identità, risulta Pic A =

=Pic A[T].
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DIM. Dalle ipotesi e dal teorema 1 segue A e B verificano le 
tesi del Teorema 5, 1. Dal lemma 8 si ricava che è verificata la oondi-
zione (b) del teorema 5: d’altra parte, essendo ~2, vale anche
la (a), e quindi si ha la tesi.

TEOREMA 6. Sia B un anello noetheriano integro tale che Pic B =
= Pic B[T, T-1] (T insieme finito di indeterminate); sia A l’anello ot-

tenuto da B incollando due primi distinti Pl e P2 mediante un auto-

mor f ismo ~p tale che ~p sia l’identità.
Le seguenti condizioni sono equivalenti:

DIM. A e B verificano le ipotesi del teorema 5 (vedi Teor. 1) e

quindi la (i) è equivalente alle condizioni (a), (P) e (y). La (a) è ovvia
perché risulta b = 1P 1 n P 2; la (y) segue dalla II) del lemma 8.

Basta quindi provare che la (ii) è equivalente alla condizione 

componenti irriducibili di X sono

Risulta p,erciÕ

e I=(i=1,2) è aperto e contenuto in una componente connessa.
Dunque X è connesso se e solo se 0, cioè se esiste un

ideale primo di n ~2) contenente sia PI che P2, il che è evi-
dentemente equivalente alla (ii).

Passiamo ora ad esaminare le condizioni sufficienti per gli isomor-
fismi Pic A [ T] e Pic A = Pic [AT , T -1 ] nel caso in cui A sia ottenuto

incollando su un ~solo primo di B.
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Premettiamo un lemma:

LEMMA 9. Siano R un anello integro, L il suo corpo delle f ra-
zioni, R la chiusura integrale di R in L. Siano G un gruppo di operatori
localmente finito su R e Allora, indi-

cata con S la chiusura integrale di S nel suo corpo delle f razioni, si ha

In particolare se R è normale anche S è normale.

DIM. Dalle ipotesi segue che G optera su L e, detto K il corpo
delle frazioni di S, si ha LG = K (cfr. [4], p. 34). SexeK è intero su S
x è anche intero su R e quindi 

Viceversa sia xe]ZG. Allora x è intero su R, che è a sua volta intero
su S (cfr. [ 4 ] , p. 3 3 ) . Ne segue che x è intero su S. D’altra parte 
g(x) = x, VgeG: quindi x E K.

Se B è una k-algebra f initamente generata e p è localmente finito,
qp risulta di période finito (vedi osservazione dopo il teorema 3): per
tale motivo nelle ipotesi della proposizione seguente assumiamo senz’al-
tro che w abbia periodo finito.

PROPOSIZIONE 11. Siano k un corpo, B una k-algebra finitamente
generata e ridotta, ~1 un ideale prima di B di al tezza &#x3E; 1, 9 un k-auto-
morf ismo di BIP di periodo finito e A l’anello ottenuto da B incollan-
do mediante ~. Allora se Pic B = Pic B[T] si ha Pic A = Pic A [ T ] .

Dit. Dal teorema 3 segue che B è intero e finito su A e che A
è seminormale in B. Inoltre l’anello totale delle frazioni di B coincide
con quello di A. Sia 13 la chiusura integrale di B, 5l quella di A. Risulta
evidentemente 5l=l#. Dalla ipotesi Pic B = Pic B[T] segue che B è se-
minormale in 13 (cfr. [10], th.3.6). Poiché A è seminormale in B se

ne ricava che A è seminormale (cfr. [ 10 ] , lemma 1.2). Quindi
A è seminormale: dal teorema 3.6 di [10] si ricava Pic A = Pic A[T].

TEOREMA 7. Siano k un corpo, B una k-algebra integra, finita-
mente generata, tale che Pic B = Pic B[T, T-1], P un ideale primo di
B di altezza &#x3E; 1, e 9 un k-automorfismo di di periodo finito. Sia
A l’anello ottenuto la B incollando mediante cp. Allora se è norma-
le si ha Pic A = Pic A[T, 
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DIM. Dal teorema 3 segue che B è intero e finito su A. In base

al teorema S,II per provare l’asserto basta fimostrare che sono verifica-
te le condizioni (a), (~), {~). (a) e (fi) sono ovvie perché il conduttore b
è l’ideale primo ~1. Proviamo la (y). Sia n il periodo di cp : poniamo

RG = t 1, ~p, ..., cp n-1 1. Allora G opera su R e risulta Poiché

R è integralmente chiuso, dal lemma 9 segue che anche S è integralmen-
te chiuso.

COROLLARIO. Nelle stesse ipotesi del teorema 7 supponiamo inol-
tre che k sia algebricamente chiuso e dim Allora se Pic

DIM. Basta dimostrare che risulta integralmente chiuso: il
resto segue dal teorema 7. è una k-algebra finitamente generata,
integra e di dimensione 1 e k è algebricamente chiuso. Dal teorema 1

di [9] segue: normale se e solo se Pic

ESEMPI. In tutti gli esempi che seguono k indica un corpo.

1 ) Siano B=k[X, Y], A l’anello ottenuto incollando ’Q11= (X)

2) Siano B=k[X, Y] A l’anello ottenuto incollando
[ n. 1, esempio 3). Risulta:
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Il 
_

Ne segue ha(B/ b ) = 2 : non è quindi verif icata
la (fi) del teorema 5 e perciô Pic A ~ Pic (A [ T, T-~]).

3) Siano k di caratteristica ~ 2, B=k[X, Y], L’anello
A ottenuto incollando (n. 2, esempio 1) è A = k[X2, Y, XY] . Risulta

Pic (i?/b)[7B T m ] . Dal Teorema 5 si ricava:

4) Siano k di caratteristica

L’anello A ottenuto incollando j~1 (n. 2, esempio 2) è A = k [ X , Y2,

U

Ne segue -Jb = b e Essendo k[X2] inte-

gralmente chiuso si ha Pic (A / b ) = Pic (A/ b ) [ T, T -1 ] , cioè Q =o. Ne
se gué che 0 ~ Q è un monomorfismo e quindi dal Teorema 5 si ricava :
Pic A = Pic A [ T, T -1 ] . Si osservi che in questo caso risulta ~ ~ 0, cioè
Pic Pic (B/ b } [ T, T -1 ] , e anche l’#0, cioè Pic (B/ b ) Pic

(B/ b)[T]. Si ha infatti (cfr. [2], pag. 52) dove Ik[T] = Ker
(k[T] -~ K), con E(t)= 1, VeT.

Gli esempi 1), 3) e 4) mostrano che il teorema 1 di [9] non si

estende al ~caso in cui dim A &#x3E; 1; infatti per una varietà irriducibile V,
di dimensione &#x3E; 1, definita su un corpo algebricamente chiuso, puô ri-
sultare Pic A = Pic A[T, T-1] (A anello delle caordinate di V), senza
che V sia normale.

Dall’esempio 1) si ricava anche che il teorema 2 di 9 non si esten-

de al caso dim A &#x3E; 1, cioè, che la proprietà Pic A = Pic A [ T, 
generale, non si localizza (è noto che la seminormalità, e quindi la pro-
prietà Pic A = Pic A[T], si localizza; cfr. [10], Cor.2.2).

Infatti, posto A=k[X+Y, XY, (k algebricamente chiuso),
p = b = (XY, .K2Y), pAp è il conduttore di Ap in (lemma 1)
e si ha: con 

(X)Bp e (Y)Bp sono ideali massimali distinti di Bp e quindi 
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Non è dunque verificata la condizione del teore-

ma 5 e perciô 0 = Pic Ap# Pic T-1].
Più precisamente, essendo dim Ap = dim Bop =1, si puô applicare

il teorema 8.1 di [2] e si trova cosi:

dove G indica il gruppo abeliano libero sugli elementi di T.
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