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SULLA DISINTEGRAZIONE DELLE MISURE
NEGLI SPAZI LOCALMENTE COMPATTI

P10 ANDREA ZANZOTTO *)

E ben nota l'importanza (soprattutto per le sue applicazioni al Cal-
colo delle probabilitad) del teorema che garantisce l’esistenza di una « di-
sintegrazione » per un’assegnata misura positiva . su E, rispetto a un’as-
segnata applicazione p-propria p di E in T (E, T spazi localmente com-
patti con base numerabile): ossia I’esistenza di una famiglia (A)icr di mi-
sure di probabilitd su E, tale che, posto v=p(u), \: risulti concentrata
su p~(t) per v-quasi ogni ¢, e si abbia:

w= f Adv(t).

Nella presente nota il concetto di disintegrazione viene presentato in
un certo numero di formulazioni diverse, delle quali si dimostra 1’equi-
valenza ((2.1)).

Questa presentazione consente poi di ottenere una nuova e pilt sem-
plice dimostrazione del teorema di esistenza ((3.1)), la quale, a diffe-
renza di quelle note (cfr., ad es., [3], § 3, n .1, th. 1), non fa uso del
teorema di Dunford-Pettis, e si basa invece esclusivamente su un’imme-
diata conseguenza di risultati classici, riguardanti la derivazione delle
misure in uno spazio metrico.

*) Indirizzo dell’autore: Scuola Normale Superiore, Pisa.

Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca Matematica del C.N.R
Desidero ringraziare i professori E. De Giorgi e G. Letta che mi hanno seguito
durante lo svolgimento della presente ricerca.



128 Pio Andrea Zanzotto

0. NOTAZIONI E TERMINOLOGIA. Le notazioni e la terminologia sa-
ranno sostanzialmente identiche a quelle adottate in [1], [2], [3], con
le semplificazioni derivanti dal fatto che ciascuno degli spazi topologici
considerati nel seguito sara supposto localmente compatto e dotato di
base numerabile.

Se E & un siffatto spazio, si denoterd con HK(E) lo spazio di Riesz
delle funzioni numeriche finite, continue su E e a supporto compatto; con
H.(E) il cono degli elementi positivi di H(E).

E facile vedere che esiste una parte numerabile & di K.(E), dotata
della seguente proprieta:

(0.1) Ogni elemento di X.(E) & Uinviluppo superiore di una suc-
cessione crescente di elementi di &.

(In effetti, se ©f & una base numerabile, per la topologia di E, costi-
tuita da insiemi relativamente compatti, basta scegliere, per ogni coppia
(U, V) di elementi di @£, con UcV, un elemento fu,v di H.(E), tale che
si abbia I3<fv,v<Iv, e denotare poi con & Iinsieme delle funzioni
della forma sup ifu,.v;» dove (:)ier sia una famiglia finita di numeri ra-

zionali positivi, e dove, per ogni i, (U;, V) sia una coppia di elementi
di 94, con U;cV)).

Per misura positiva su E si intendera una misura di Radon positiva
su E (ossia una forma lineare positiva su JH(E)). Per misura su E si in-
tendera una misura di Radon su E (ossia la differenza di due misure di
Radon positive).

Si denotera con NUE) lo spazio di Riesz delle misure su E, con
9N (E) il cono delle misure positive. Per ogni misura p, si porra:

lull=_ sup_ |uhl,
AL <1, fe R (E)

e la misura w si dird limitata quando risulti ||u|| < + c. La misura p si
dira poi una misura di probabilita, se & positiva e tale che |ju||=1. Per
ogni punto x di E, si denoterad con &, la misura di probabilita f — f(x)
(misura di Dirac).

La convergenza vaga di una successione (u..) di misure verso una
misura p sara la convergenza semplice di (u.) verso p. (espressa dalla
relazione: w(f)= lim w.(f) per ogni elemento f di J{(E)). Sussiste per
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essa il seguente criterio (cfr. [6], (7.2.8)), del quale ci serviremo nel se-
guito:

(0.2) Sia & una parte di H.(E), godente della proprieta (0.1).
Affinché una successione (u.) di misure su E converga vagamente, basta
che si abbia sup ||px|| < + oo e che, per ogni elemento f di &, la succes-

sione numerica (p.(f)) converga.

Ricordiamo che, per una misura positiva su E, le nozioni di inte-
grabilita essenziale ¢ di integrale essenziale si riducono (grazie all’esi-
stenza di una base numerabile per la topologia di E) alle comuni nozioni
di integrabilita e di integrale. Cosi pure, la nozione di funzione (o in-
sieme) localmente trascurabile si confonde con quella di funzione (o in-
sieme) trascurabile.

Per ogni misura positiva p su E, e per ogni funzione numerica g
localmente p-integrabile (cioé tale che fg sia y-integrabile per ogni
feHK(E)), denoteremo con g-p. la misura di base ., definita dalla densita
g (ossia la misura f+> [ fgdu.).

Data una misura positiva p. su E, e un’applicazione p di E in uno
spazio T (localmente compatto e dotato di base numerabile), la quale sia
y-~propria (cio€ tale che go p sia p-integrabile per ogni ge H(T)), denote-
remo con p(w) la misura immagine di p. attraverso p (ossia la misura v su
T definita dalla relazione: v(g)= [ (g - p)dp. per ge K(T)).

Infine, data una misura positiva v sullo spazio T, e un’applicazione
t=> A di T in T (E), la quale sia scalarmente v-integrabile rispetto alla
dualita <NUE), K(E)> (ciot tale che la funzione scalare t+> A(f) sia
v-integrabile per ogni feJ(E)), denoteremo con [ A\.dv(f) la misura
positiva p su E definita dalla relazione:

w(H)= J M(f)dw(t) per fe H(E).

1. Alcuni risultati sulla derivazione delle misure.

Sia T uno spazio localmente compatto, dotato di base numerabile.
Com’¢ ben noto, lo spazio T & metrizzabile. Pili precisamente, esiste
una distanza, compatibile con la topologia di T, tale che ogni insieme
limitato risulti relativamente compatto (cfr. [4], § 2, Exerc. 19). Noi con-
sidereremo, nel seguito del paragrafo, T munito di una siffatta distanza.
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E allora possibile identificare le misure positive su T con le « misure di
Borel regolari su T » (nel senso di [5]) che siano finite sugli insiemi li-
mitati. Di conseguenza & possibile applicare alle misure positive su T la
teoria della derivazione esposta in [5].

Richiameremo qui brevemente alcuni dei concetti e dei risultati di
questa teoria, adattando alla presente situazione il linguaggio impiegato
in [5].

Per relazione di ricoprimento (in T') si intende un insieme di coppie
del tipo (¢, A), con ¢ punto di T e A parte di T contenente £.

Se & & una relazione di ricoprimento, e se ¢ &€ un punto di T, si deno-
ta con R(#) l'insieme costituito dalle parti A di T tali che si abbia (¢,
A)e&R. Per ogni parte S di T, si pone poi c‘R(S):tLé R(®).

La relazione di ricoprimento & si dice fine in un assegnato punto ¢
di T se ad R(t) appartengono insiemi di diametro arbitrariamente piccolo.

Se v & una misura positiva su T, la relazione di ricoprimento & si
dice godere della proprieta di Vitali rispetto a v, se verifica le condizioni
seguenti:

(1) Ogni elemento di &K(T) & un insieme boreliano di T.
(2) & & fine in ciascun punto di T.

(3) Per ogni parte S di T, e per ogni relazione di ricoprimento
&', contenuta in & e fine in ciascun punto di S, & possibile trovare una
famiglia numerabile di elementi di R'(S), a due a due disgiunti, la quale
ricopra S a meno di un insieme trascurabile per la misura v.

Sussistono i due risultati seguenti (cfr. [5], (2.8.19) ¢ (2.9.8)):

(1.1) Esiste una successione (8,) di partizioni numerabili di T,
costituite da insiemi boreliani e limitati, tale che, per ogni n, 8.1 sia piil
fine di 8, , e che si abbia

lim sup {diam (A): A€8,}=0.

Inoltre, se (8.) & una siffatta successione, la relazione di ricoprimen-
to R, costituita da tutte le coppie (t, A) tali che A appartenga a 8, per
un opportuno n e che t sia un elemento di A, gode della proprieta di
Vitali rispetto a una qualsiasi misura positiva su T.
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1.2) Sia R una relazione di ricoprimento, godente della proprieta

di Vitali rispetto a una misura positiva v.
Per ogni funzione numerica h, localmente v-integrabile, esiste allora
un insieme v-trascurabile N, tale che, per ogni punto t di T-N, si abbia:

v(A)>0 per AeR(1), lim f hdv=Hh(t).
diam (A0, 4eR () V(A)

Dai due risultati sopra enunciati discende immediatamente il seguen-
te corollario (che & I'unico risultato di cui avremo bisogno per dimostrare
il teorema di disintegrazione):

(1.3) Sia v una misura positiva su T. E allora possibile associare
ad ogni punto t di T una successione (g:, »)..N di funzioni positive, v-inte.
grabili, con [ g, .dv=1, in modo tale che, per ogni funzione v-integrabile
e limitata h, la relazione

(1.4) h(t)= lim [ hg .dv
sia verificata per quasi ogni t (relativamente alla misura v).

In effetti, per dimostrare il corollario enunciato, basta prendere (8.,)
e & come in (1.1), N come in (1.2), e porre:

E—— _
- v(A, 3 4, se teT-N,

0 se teN,

dove A; . denota quello, tra gli insiemi della partizione 8., al quale ap-
partiene ¢. Dopo di ci0, la relazione (1.4) ¢ evidentemente verificata per
ogni punto ¢ di T-N.

2. 1l concetto di disintegrazione.

Siano ora E, T due spazi localmente compatti (ciascuno dotato di
una base numerabile), u una misura positiva su E, p un’applicazione p-
propria di E in T, v la misura immagine di p. attraverso p. Siano inoltre
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6 una parte numerabile di J.(E), godente della proprieta (0.1), e & una
parte numerabile di J.(T), godente della proprietd analoga, con T in
luogo di E.

Sussiste la proposizione seguente:

(2.1) Per ogni applicazione t+—> \, di T in N (E), le condizioni
seguenti sono equivalenti:

(a) L’applicazione t —> \. e scalarmente v-integrabile, e si ha:
(2.2) I Mdv()=p;

inoltre esiste un insieme N, trascurabile per la misura v, tale che, per
ogni punto t di T-N, I'applicazione p risulti M-propria e si abbia p(\;)=¢«; .

(b) Per ogni elemento f di H(E), e per ogni elemento g di H(T),
la funzione t — g(t)\(f) é v-integrabile, e si ha:

(2.3) J g\ Hdv(t)= [ (ge p)fdp.

(c) Per ogni elemento g di K .(T), I'applicazione t+> g(t)\: di T
in O .(E)é scalarmente v-integrabile, e si ha:

2.4) J g dv(t)=(gop)-p.

(d) Per ogni elemento f di X.(E), la misura limitata p(f-w) am-
mette come densita, rispetto a v, la funzione t > \(f).

(e) Per ogni elemento f di &, la misura limitata p (f-p) ammette
come densita, rispetto a v, la funzione t —> Md({f).

Mostriamo dapprima che (a) implica (b).

A questo scopo, supposta verificata la condizione (a), e fissate le
funzioni feH(E), ge K(T), osserviamo che, per ogni punto ¢ di T-N,
il complementare dell’insieme p~'(t) & \-trascurabile, e quindi la funzione
gop coincide quasi dappertutto, relativamente alla misura A;, con la
costante g(¢), sicché la funzione (go p)f ¢ integrabile (relativamente alla
stessa misura \;) e ammette come integrale il numero

J (g o p)fd\=gt)MLS).
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Ne segue
J g\(frav(t)= [ du(t) [ (g~ pYfdh.= [ (g~ p)fdu,

dove l'ultima eguaglianza ¢ dovuta all’ipotesi (2.2) e al teorema d’inte-
grazione rispetto a una misura definita come integrale di una famiglia
di misure (cfr. [2], § 3, n. 4, th. 1).

E cosi provato che (a) implica (b).

E poi evidente che le condizioni (c) e (d) sono semplici riformula-
zioni della condizione (b), e che la condizione (d) implica la condizione
(e).

Mostriamo che, inversamente, (¢) implica (d).

A questo scopo, consideriamo due funzioni positive fed{(E),
geH(T). A norma di (0.1), la funzione f & I'inviluppo superiore di una
successione crescente (f.) di elementi di &.

Per ogni n, in virth dell’ipotesi (e), la funzione ¢+ g(t)A(f.) & v-in-
tegrabile e ammette come integrale il numero

J g@®Nfn)dw(t)= [ (g p)f.dp.

Ne segue la relazione (2.3), grazie al teorema di Lebesgue sulla con-
vergenza monotona.

Mostriamo infine che le condizioni equivalenti (b), (c), (d) implica-
no la condizione (a).

Dall’ipotesi (d) discende intanto che, per ogni elemento f di K. (E),
la funzione t+> M(f) & v-integrabile e ammette come integrale il numero

Iadpavir= |l p(f-w) || =pih;

¢ cid prova la prima parte della condizione (a).

Per dimostrare la seconda parte, fissiamo he K (T) e consideriamo la
funzione p-integrabile ko p. Dalla relazione (2.2), grazie al gia citato teo-
rema d’integrazione rispetto a una misura definita come integrale di una
famiglia di misure, discende che I'insieme N(h), costituito dai punti ¢ di
T per i quali la funzione A o p non & A, -integrabile, & v-trascurabile. Inol-
tre, per ogni geH.(T), la relazione (2.4) implica che la funzione
t+—> g(t) [ (ho p)d\, (definita sul complementare di N(h)) & v-integrabile
ed ammette come integrale il numero
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_fdv(t)g(t) _r (ho p)d)v,: _f (h ° p)(g o p)d{J.: j'hgdv.

In altre parole: la misura di base v definita dalla densitd ¢+ [
J (ho p)d\(teT-N(h)) coincide con la misura h.v. Ne segue che l'insie-
me N’(h), costituito dai punti ¢ di T-N(h) per i quali la relazione

(2.3) J (B o p)d\:=nh(t)

¢ falsa, & trascurabile per la misura v.

Denotiamo con N la riunione degli insiemi N(4) U N’(k), al variare di
h in J, e fissiamo un elemento ¢ di T-N.

Per ogni hed, la funzione ko p & allora A, -integrabile e verifica la
relazione (2.5). Ma, poiché ogni elemento di J.(T) & l'inviluppo supe-
riore di una successione crescente di elementi di J, la conclusione sus-
siste per ogni elemento & di H.(T). Cid significa che p & N, -propria, e
che si ha p(A)=¢: .

La proposizione & cosi completamente dimostrata.

OsservAzIONE. Dalla seconda parte della condizione (a) discende
in particolare che, per ogni punto ¢ di T-N, la misura A, & una misura di
probabilita, ed & concentrata sull’insieme p~!(¢) (nel senso che il comple-
mentare di questo insieme & A, -trascurabile).

Un’applicazione t+>A; di T in NT.(E), per la quale siano soddi-
sfatte le condizioni equivalenti della proposizione (2.1), sard brevemente
detta una disintegrazione della misura ., rispetto all’applicazione y-pro-

pria p.

3. Esistenza di una disintegrazione.

L’analisi del concetto di disintegrazione, svolta nel paragrafo pre-
cedente, permette ora di dimostrare in maniera molto semplice, facendo
uso della sola proposizione (1.3), il seguente teorema di esistenza (cfr.
[3]1, 8§ 3,n. 1, th. 1):

(3.1) TeEoreMA. Nelle ipotesi precisate al principio del paragrafo
precedente, esiste sempre una disintegrazione della misura ., rispetto
all’applicazione p-propria p.
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Si fissi una funzione fe J.(E). La relazione p(f-w)< || f || v mostra
che la misura limitata p(f-p) si pud mettere nella forma

(3.2) p(f-v)=h;-v,

dove ks & un’opportuna funzione v-integrabile, tale che 0<h< || f1| .
Sia (g, »)t,n) erxn una famiglia di funzioni, godente delle proprieta
precisate in (1.3), e si denoti con N, I’insieme v-trascurabile costituito dai
punti £ di T per i quali & falsa la relazione (1.4) con #; in luogo di A.
Si denoti poi con N la riunione degli insiemi Ny, al variare di f in
&. Per ogni elemento ¢ di T-N, e per ogni funzione f€&, si ha allora

()= lim [ hygy, ndv= lim [ (g: .o p)fdp

(dove 'ultima eguaglianza & dovuta alla relazione (3.2) e ai teoremi d’in-
tegrazione rispetto a una misura definita da una densita e rispetto a una
misura immagine).

In altre parole, se ¢t ¢ un fissato elemento di T-N, la successione di
misure di probabilitd (g:, .o p)-u(neN) converge, su ciascun elemento
f di 8, verso il numero reale hg(f): in virth di (0.2), essa converge dunque
vagamente verso una misura positiva A., verificante la relazione

M(f)=hy(t) per ogni feb.

Possiamo completare la definizione dell’applicazione ¢ +> \: ponendo,
ad esempio, A:=0 per ogni elemento ¢ di N. Dopo di cid, per ogni fe &,
la funzione ¢+> M(f) coincide, sul complementare dell’insieme v-trascu-
rabile N, con la funzione Ay .

La condizione (e) della proposizione (2.1) & dunque soddisfatta (in
virth della relazione (3.2)), e il teorema & dimostrato.
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