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VERBANDSHOMOMORPHISMEN
ENDLICHER GRUPPEN

ROLAND SCHMIDT *)

Einleitung

In ihrer Arbeit « Endomorphisms of Lattices » [6] hat A.

Hostinsky den Begriff des Homomorphismus von Gruppen auf Ver-
bände verallgemeinert und insbesondere Homomorphismen von mo-
dularen Verbänden untersucht.

In seiner Arbeit « On the lattice of subgroups of finite groups »
[11] hat M. Suzuki Verbandsisomorphismen endlicher Gruppen un-

tersucht und dabei unter anderem die folgenden Ergebnisse erhalten :
Sei 03B2 ein Verbandsisomorphismus der endlichen Gruppe G aitf

die Gruppen gilt :
1: Ist G eine p-Gruppe, dann ist auch G6 eine p.Gruppe, ausser

wenn G zyklisch oder elementarabelsch ist ~11, Th. 3, S. 352].
2 : Ist a nicht indexerhaltend, dann existiert ein Primteiler p von o (G),

so dass G eine p’-abgeschlossene Gruppe mit zyklischem oder

ete-mentarabelschem ist [10, Th. 8, S. 45].
3 : Ist G perfekt bzw. auflösbar, so ist G03B2 ebenfalls perfekt bzw.

auflösbar [11, Th. 12, S. 359].
Ziel unserer Arbeit ist es, diese Sätze auf den Fall der Ver-

bandshomomorphismen (im Sinne der Hostinskyschen Definition) zu
verallgemeinern. Es wird sich zeigen, dass das für eine gewisse Klasse

~) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Seminar der Universität, Frankfurt a.

M., Germania occidentale
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von Verbandshomomorphismen von Gruppen G möglich ist, nämlich
für die, deren Kern (s. Definition 1.2) eine quasinormale Untergruppe
von G ist.

Um diese Verallgemeinerungen durchführen zu können, müssen
wir zunächst einige vorbereitende Sätze über Verbandsbomomorphis-
men von Gruppen beweisen, die sogar für Homomorphismen belie-

biger Verbände gelten. Deshalb beschäftigen wir uns in Teil I der

Arbeit allgemein mit Homomorphismen von Verbänden, und wir

beschränken uns dabei auf endliche Verbände, da wir uns später
nur für Verbandshomomorphismen endlicher Gruppen interessieren

werden. (In unendlichen Verbänden gelten einige unserer Sätze

nicht, z. B. der «Homomorphiesatz» für Verbä,nde (Satz 1.1), der

den Homomorphiesatz für Gruppen verallgemeinert und der grund-
legend für alles Folgende ist.)

In Teil II der Arbeit werden dann die erwähnten Suzukischen
Sätze verallgemeinert. Wir erhalten dabei unter anderem folgende
Ergebnisse :

Sei 03B2 ein Verbandshomomorphismus der endlichen Gruppe G auf
die Gruppe G03B2 und sei der Kern K = K (03B2) von a quasinormal in G.
Dann gilt:
1 : 1 (a) Ist 0 (Go) = pn und ~G : K] # pn (~ P1’imzahl), so ist Go

zyklisch oder elementarabelsch (Satz. 2.1, (b)).
(b) Ist [G : K] = pn und 0 ( G03B2) ~ pn, so ist G03B2 zyklisch oder.

elementacrabelsch (Satz 2.2).
2 : Ist a nicht indexerhaltend, dann existiert ein von

o (G03B2), so dass G03B2 eine p’-abgeschlossene Gruppe mit zyklische)n
oder elementarabelschem ist (Satz 2.3).

3 : Ist 8’1 das Herz von K, so gilt :
(a) Ist GIKi perfekt, so ist auch Ga perfekt. Ist Ga perfekt, so

ist Xi = K und GIK perfekt (Satz 2.4).
(b) G03B2 ist dann und nur dann auflösbar, wenn auflösbar ist

(Satz 2.5).
Zum Beweis dieser Sätze werden im allgemeinen die Suzuki-

schen Sätze und Methoden benutzt.

Herrn Prof. Dr. R.. Baer und Herrn Dr. O. H. Kegel bin ich

für ihre Ratschläge und Hinweise zu grossem Dank verpflichtet.
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I. - HOMOMORPHISMEN ENDLICHER vERBgNDE.

1.1. Bezeichnungen.

Wir betrachten nur endliche Verbände; « Verband» bedeutet

also immer endlicher Verband.

Seien X, m, ‘‘ Verbände, U, V Elemente von X (kurz : 
V und a bzw. 03B2 Abbildungen von X in ~ bzw. von P in

Z. Dann bezeichnen wir mit

7~ das Einselement von ,
Ox das Nullelement von ~,
[V/U] den Verband aller Tf6X mit U c 
a03B2 die Abbildung von X in Z, die durch Hintereinanderaus-

führen der Abbildungen a und entsteht.

1.2. Grundlegende Definitionen.

DEFINITION 1.1 : (c~) Ein Hornomorphisrnus des Verbandes X in
den Verband m ist eine eindeutige Abbildung a von X in P mit:

(1) zu jedem V C Ix a E 12 existiert ein U E X mit U03B2 = Y,
(2) (U u Y ) 03B2 = Ua v Va für alle U, und

(3) ist Uo = F7y so existieren U’, V’ E X mit = Y’03B2 = Oy
= Y u V’.

(b) Ein Homomorphismus 03B2 heisst ausschöpfend, wenn gilt :
(1’) zu jedem Y C W 03B2 ( W E X, V E Q) existiert ein U E X mit

IT C W und 

Die hier gegebene Definition des Homomorphismus ist eine

leichte Abschwächung der Definition von A. Hostinsky (für endliche
Verbände) [s. 6, S. 332]. Nach der üblichen Definition [s. 4, S. 16]
ist ein Homomorphismus des Verbandes X in den Verband _V eine
eindeutige Abbildung von X in Q, die Vereinigung und Durchschnitt
erhält. Unser Homomorphiebegriff deckt sich also zwar nicht mit

dem in der Verbandstheorie üblichen, wohl aber mit dem in der

Gruppentheorie gebräuchlichen, und ist damit für Anwendnngen
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in der Gruppentheorie geeigneter: während nämlich ein Homomor-

phismus a einer Gruppe (~ in eine andere g im allgemeinen keinen
Homomorphismus im üblichen Sinn des Untergruppenverbandes von
(~ in den von H induziert D. G. Higman [s. 5, Th. 2.1, S. 471]
und G. Zappa [s. 12, Teor., S. 191] zeigten, dass das nur in ganz
speziellen Fällen geschieht - , induziert a immer einen Homomor.
phismus im Hostinskyschen Sinne des Untergruppenverbandes von
(~ in den von g, wie man leicht zeigt. Wir werden uns nur mit

Homomorphismen im Sinne unserer Definition 1.1 beschäftigen; es
kann also keine Verwirrung durch die gleiche Benennung der beiden
verschiedenen Begriffe entstehen.

DEFINITION 1.2 : Der Kern li (a) eines Homomorphismus 03B2 des

Verbandes X in den Verband P ist die Vereinigung aller U E X
mit = Oy .

LEMMA 1.1: 0 sei ein Homontorphismus des Verbandes X in den
Verband ~. Dann gilt filr U, V 

Beweis : (i) folgt aus Def. 1.1, (2). (ii) ist triviale Folge von
Def. 1.1, (2), Def. 1.2 und Lemma 1.1, (i). (iii) folgt aus Def. 1.1,

(2) und (3) sowie Lemma 1.1, (ii).

DEFINITION 1.3 : Ein Homomorphismus 03B2 des Verbandes X in
den Verband 12 ist ein .

(a) Epimorphis1nus, wenn Ix ist,
(b) .Endomorphismus, wenn X. ist,
(c) Isornorphismus, 9 wenn Ixo = Iy und K (a) = Ox ist.

Es lässt sich leicht zeigen, dass unser Isomorphiebegriff mit
den anderen in der Verbandstheorie gebräuchlichen Isomorphiebe-
griffen [s. 4, S. 16] zusammenfällt.
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1.3. Der Homomorphiesatz.

Wir geben nun eine Verallgemeinerung der Homomorphiesätze
für Gruppen auf Homomorphismen von Verbänden.

LEMMà 1.2 : Sei X ein Verband und K E X.
Dann ist die Abbildung

ein Epimorphismus von X auf [Ix/KJ mit Kern K.

Bezveis : Man verifiziert ohne Mühe alle in Definition 1.1 und

1.2 geforderten Eigenschaften für 99K -

SATZ 1.1. : Sei a ein Homomorphismus des Verbandes X in den

Verband P mit Kern Ii = K(o). 
-

Dann induziert 03B2 einen Isomorphismus a von J auf’ den Ver-

band [Ix durch

und es ist wo 99, der in Lemmac 1.2 definierte Epimorphis-
mus von cY auf ist.

Beweis : Die Abbildung 03B2 ist wegen Lemma 1.1, (i) eine ein-

deutige Abbildung von in Zu zeigen sind zunächst

(1), (2) und (3) von Definition 1.1 für 03B2. Ist dann existiert

nach (1) von Def. 1.1 ein mit V. Für U = 

gilt dann U E [Iz/I] J und V, womit (1) gezeigt ist. (2) ist

trivial. Ist U 0 = (U, dann ist U 0 = Va, also

Da und ist, ist (3) für U’ _
- V’ = K erfüllt. Damit ist 03B2 ein Homomorphismus von [lxi KJ in

[Ix 03B2/OyJ. Der gern von 03B2 ist 1~C, d. h. das Nullelement von 

Da ferner das Einselement von ist, ist also

schliesslich 7 nach Definition 1.3 ein Isomorphismus. Nach Lemma
1.1 ist ferner für alle U E X. Damit ist

03B2 = ~K a, womit Satz 1.1 bewiesen ist.
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Für das Folgende benötigen wir noch ein Lemma.

LEMMA 1.3 : Seien a bzw, 03B2 Abbildungen der Verbänden X in m
bzw. 2 in Z. Dann gilt :

(i) Ist a Epimorphismus und 03B2 Homomorphismus, dann ist 
gomomorphismus.

(ii) Ist a aussehöpfender Epimorphismus und 03B2 aussehöpfender
Homom orphismus, dann ist a03B2 ausschöpfender Homomorphismus.

Beweis : (i) Dass aß eindeutige Abbildung von X in ‘" ist, ist

klar. Zu zeigen ist (1), (2), (3) von Definition 1.1 für aß. Ist

Y c I" (a03B2), so existiert ein I" a E ~ = V und dazu

ein mit U2 a = also U2 (aß) - V. Damit ist (1) gezeigt.
(2) ist trivial. Seien U, VEX mit U(aß) = V(aß) und sei R = U 

-o 
W.

W(aB)=0z
Dann ist und Nach Lemma

1.1 folgt R) a == R) m (da C Ra ist) und schliesslich
tT u B _ ~ ~ R, womit (3) gezeigt ist. Damit ist a03B2 ein Homomor-
phismus von X in Z.

(ii) Zu zeigen ist wegen (i) nur, dass a03B2 ausschöpfend ist. Sei

also Y C W (aß) ( W E c~). Dann existiert, da ~8 ausschöpfend ist, ein

U1 C Wa mit U1 03B2 = TT und, da a ausschöpfend ist, ein 
mit U2 a = U1 , also U2 (aß) = V. Damit ist (ii) gezeigt.

BEMERKUNG: Die Voraussetzung « a Epimorphismus » lässt

sich nicht zu « a Homomorphismus » abschwächen. Es braucht

nicht einmal das Produkt zweier ausschöpfender Endomorphismen
eines Verbandes wieder ein Endomorphismus zu sein, selbst wenn

der Verband der Untergruppenverband einer Gruppe ist. Dies zeigt
das folgende

BEISPIEL : Sei G das direkte Produkt einer elementarabelschen

Gruppe R der Ordnung 4 und einer Gruppe ~S, die isomorph zur
alternierenden Gruppe von 4 Elementen ist, und sei X der Unter-

gruppenverband von G. Sei weiter U die Untergruppe der Ordnung
4 von ~S und V das (direkte) Produkt von .R und einer Untergruppe
der Ordnung 3 von rS. Dann ist U n V == 0. Sei weiter 

wobei 03B2 irgendein Isomorphismus des Verbandes ] auf 

ist, und wobei t ein Isomorphismus von ] auf [ W/0]
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( W eine Untergruppe der Ordnung 2 von G ) ist. Dann sind a und

03B2 ausschöpfende Endomorphismen von X ; wäre aber aß ebenfalls
ein Endomorphismus von X, dann müsste nach Satz 1.1 [GIS] iso-

morph zu sein, was sicher nicht der Fall ist.

1.4 Aussehöpfeiide Homomorphismen.

SATZ 1.2 : Sei 03B2 ein Homomorphismus des Verbandes X in den

Verband P mit Kern K = K (03B2).
Dann sind folgende Eigenschaften äquivalent :

(i) 03B2 ist ausschöpfend,

(ii) 99K ist ausschöpfend,

Beweis: Zunächst zeigen wir, dass (ii) aus (i) folgt, nehmen
also an, dass 03B2 ausschöpfend ist. Sei weiter und W E X
mit V c W9?K. Dann ist Va C da 03B2 ausschöpfend ist, existiert

also ein II E X mit U c W und Uß = Vu. Nach Lemma 1.1 ist

V; 9~x ist also ausschöpfend.
Nun nehmen wir an, dass (ii) erfüllt, 99K also ausschöpfend ist.

Sei dann mit -KC V. Dann ist g C V c UuK;
da cpx ausschöpfend ist, existiert also ein W C U mit 

V. Damit ist W C Ut, V, womit ( U u K) n 
folgt. Die umgekehrte Ungleichung gilt bekanntlich immer [s. 4,
S. 43]. Damit ist (iii) aus (ii) hergeleitet.

Als letztes nehmen wir an, dass (iii) gilt, und wollen zeigen,
dass o ausschöpfend ist. Sei dazu W E X mit V c WQ. Sei

U = W. Dann ist U C W und nach Satz 1.1 und (iii) U 0 =

n .x) 03B2 - (( W ~ K) n Va-1) 03B2 --- TT. Damit ist gezeigt,
dass (i) aus (iii) folgt, womit Satz 1.2 bewiesen ist.

DEFINITION 1.4 : Sei 03B2 ein Homomorphismus des Verbandes X
in den Verband 12 und L E X. Dann ist 03B2L die Beschränkung von a

auf [LIOX] :
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Es braucht aL nicht für jedes ein Homomorphismus zu
sein. Der folgende Satz gibt Auskunft darüber, wann das der Fall
ist.

SATZ 1.3: Die folgenden Eigenschaften des .Homomorphismus a

des Verbandes X in den Verband t) sind äquivalent :
(a) 03B2L ist für jedes LEX ein Homomorphismus von [L/0x] in Jg.
(b) aL ist für jedes L E X ein ausschöpfender Homomorphismus

von in Ll.
(c) Der Kern K = .K (a) von a bildet mit jedem U E c~ ein mo-

dulares Paar von Elementen von X, d.h. es gilt:

und

Beweis : Dass (a) aus (b) folgt, ist trivial.

Wir wollen nun (c) aus (a) folgern, nehmen also an, dass aL

für jedes L E X ein Homomorphismus ist. Ist dann W E X, 
mit v c w09 so existiert, da ein Homomorphismus ist, ein

mit Ua w = Uo = V. Damit ist 03B2 ausschöpfend, und (i)
von (c) folgt aus Satz 1.2. Nach Lemma 1.1 ist 

andererseits aber es ist also Sei

nun ULEX mit Dann ist 

(L - K, nach Lemma 1.1 also (U v (L n g)) 03B2 =

=((UuK)nL)o und damit 

Aus Lemma 1.1 und Z n K folgt schliesslich U u (L n X ) _
womit auch (ii) von (c) aus (a) hergeleitet ist.

Wir nehmen nun an, dass (c) gilt und wollen (b) zeigen. Sei

dazu LEX; dann sind (1’), (2), (3) von Definition 1.1 für 03B2z nach-

zuweisen. Wegen (i) von (c) ist 03B2 ausschöpfend (Satz 1.2). Ist also

mit V C W03B2z , so existiert ein U E X mit U C W
und UG = UGL = Y. Damit ist (1’) gezeigt. (2) ist trivial. Sei

schliesslich U, Y E [LlOx] mit UßL = also Uß = Vo. Nach

Lemma 1.1 und (ii) von (c) folgt U u (L n .K) = V u (L n K), ausser-
dem (L n K) QL = Oy ; (3) ist also für 03B2L erfüllt. Damit ist auch (b)
aus (c) gefolgert, womit Satz 1.3 bewiesen ist.

BEMERKUNG : Ist aL ein Homomorphismus, so ist K n L der

Kern von 03B2L .
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II. VERBANDSHOMOMORPHISMEN (ZWISdHEN GRUPPEN)
MIT QUASINORMALEM KERN.

2.1. Bezeichnungen, Definitionen und Vorbemerkungen.

Wir betrachten nur endliche Gruppen; « Gruppe » bedeutet

also immer endliche Gruppe.
Sei G eine Untergruppen von G ( U, Y C G) und

g ein Element von G (g E G). Dann bezeichnen wir mit

o (G) die Ordnung von G,
die Frattiniuntergruppe von G (= Durchschnitt aller
maximalen Untergruppen von G),

c19 (G) den Untergruppenverband von G,

[ G : U ] den Index von U in G,

[ G/ U] den Verband aller W E mit U C 

U u V die minimale U und V enthaltende Untergruppe von G,
U n 1 ’ den (mengentheoretischen) Durchschnitt von U und V,

U V die Menge aller uv mit u E U, v E V,

U9 die Menge aller g-1 ug mit u E U.

Weiter bedeutet

U a G : U ist normal in G,
U Si G : U ist nicht normal in G,
U d G : U ist quasinormal in G, d.h. UW = W U für alle

q

W C G.

Das Herz von U (genauer G-Herz von U ) ist der Durchschnitt

aller Ux mit x E G. (Es ist das Produkt aller in U enthaltenen

Normalteiler von G, also der maximale in U enthaltene Normalteiler
von G.)
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G heisst perfekt., wenn es keinen Normalteiler mit Primzahlindex
in G gibt.

G heisst p’-abgeschlossen (p Primzahl), wenn die Menge Gp, der
Elemente mit zu p teilerfremder Ordnung eine (charakteristische)
Untergruppe von G ist.

G ist eine P.Gruppe [s. 10, S. 11], wenn G entweder eine ele-
mentarabelsche p.Gruppe ist oder von Elementen a1 , ..., an und b

erzeugt wird mit ap = bq = = aj a; , bai b-1 = ai mit rq 1 (p),
r =1= 1 (p), p, q Primzahlen, p # q.

DEFINITION 2.1 : Ein Verbandshomomorphismus (-epi-, -endo-, -iso-

morphismus) (kurz : V-Homomorphismus, ...) einer Gruppe G in eine
Gruppe g ist ein Homomorphismus (Epi- , Endo- , Isomorphismus)
des Untergruppenverbandes von G in den von H.

Sei 03B2 ein V-Homomorphismus von G in g mit Kern K.
Dann bezeichne

03B2 den nach Satz 1.1 von 03B2 in [ G/K] induzierten Isomorphismus,
R’: R o-1 für R C G03B2 ,

g : G ist verbandsisomorph zu H (d. h. a ist ein C).9-Iso-

morphismus).
Satz 1.3 zeigt, dass 03B2 nur dann in jeder Untergruppe von G

wieder einen V-Homomorphismus induziert, wenn der Kern von a

modular in 6 ist, d. h. mit jeder Untergruppe von G ein modulares
Paar von Untergruppen bildet. Man wird deshalb, wenn man inter-
essante Ergebnisse erhalten will, voraussetzen müssen, dass g mo-
dular in G ist. Modulare Untergruppen einer Gruppe brauchen nicht
subnormal zu sein : da man aber über modulare (und nicht notwen-
dig subnormale) Untergruppen von Gruppen recht wenig weiss,
werden wir uns im folgenden auf c19-Homomorphismen 03B2 beschrän-

ken, deren Kerne modular und subnormal und somit bekanntlich
(s. etwa [3, Satz 7]) quasinormal sind. Damit ist für jedes L c G
aL ein c»-Homomorphismus mit Kern K m L, also mit quasinormalem
Kern [s. 8, S. 208]. Das wird bei unseren Induktionsbeweisen immer
wieder benutzt.

Ausserdem wird beim Beweis unserer Sätze der folgende Satz
von Ito und Sz6p (s. [7, S. 168] ; ein ähnlicher Satz wurde von

Kegel [8, Satz 3] bewiesen) eine wichtige Rolle spielen.
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LEMMA 2.1 : (Ito, Sz6p) Sei K ein Quasinormalteiler der end-

lichen Gruppe G und sei I~1 das Herz von K. Dann gilt:
(a) KIK, ist nilpotent,
(b) G enthält zu jedem Primteiler p von [K: Kl] einen K

enthaltenden Normalteiter N mit ~G : N] = p.

Bemerkung : 1. Ito und Sz6p setzen noch voraus, dass K kein
Normalteiler von G ist. Ist aber Ka G, dann ist = und (a)
und (b) sind trivialerweise richtig.

2. Die Behauptung N ~ K in (b) fehlt in der Formulierung
des Satzes bei Ito und Sz6p. Sie beweisen sie aber mit. Sie zeigen :
ist pein Primteiler von [I~ : so existiert ein Normalteiler 

von G/.K1, dessen Faktorgruppe eine p-Gruppe ist, so dass (Kg)/Kt
echt in enthalten ist [a. a. 0., S. 169]. Dann existiert eine

maximale Untergruppe N von G, die enthält ; N hat natürlich
die in (b) genannten Eigenschaften.

2.2. V-Homomorphismen auf p Gruppen.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit V-Homomorphismen
mit quasinormalem Kern auf p-Gruppen beschäftigen.

SATZ 2.1 : Sei 03B2 ein V-Homomorphismus der endlichen Gruppe G
auf die p-Gruppe Go der und sei G.

q

Dann gilt :
(a) jS"(7)] G oder [ G : 1 K (Ö)] = q’t, q P~rimzah l.
(b) Ist [G : .K (03B2)] ~ ~~, so ist Go zyklisch oder elementarabelsch.

Be2veis : Wir beweisen zunächst (a). Wir nehmen an, (a) sei

falsch. Seien dann G, 03B2 unter allen Gegenbeispielen zu (a) minimal,
d. h. G03B2 habe unter allen p-Gruppen, zu denen es ein G und ein

03B2 gibt, so dass der Satz falsch wird, minimale Ordnung ~», und G
sei unter den zu Go gehörigen Urbildgruppen, für die der Satz

falsch wird, erneut minimal. Wir zeigen nun
(i) G 03B2 ist nicht zyklisch.
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Bew. : Angenommen wäre zyklisch. Sei 1~ die maximale

Untergruppe von GQ. Dann ist 1~’ = 1~ o-1 die einzige maximale

Untergruppe von G, die K = .K (03B2) enthält. Wäre R’ einzige maxi-
male Untergruppe von G, so folgte G zyklisch, also G, was

nicht geht. Sei also S eine weitere maximale Untergruppe von G,
S # R’. Dann ist also Damit ist 

wegen der Minimalität von 6 ist also K m oder [S : K n s] = qn, q
Primzahl. Im ersten Falle ist nach Satz 1.1 8) V G 03B2, also

~S) verbandsisomorph zu einer zyklischen Gruppe der Ord-

nung pn, damit selbst eine zyklische Gruppe der Ordnung qn, q
Primzahl [s. 1, (2.2), S. 5]. In jedem Fall ist also [S : ~’J 
Primzahl. Da ist q ,

Das ist ein Widerspruch, womit (i) gezeigt ist.

Sei nun K1 das Herz von K. Da und der von 03B2 in 

induzierte V-Homomorphismus ein Gegenbeispiel zur Behauptung
darstellen, folgt Ki = 1 wegen der Minimalität von G. Es ist

(ii) K q-Gruppe, q Primzahl.
Bew. : Angenommen K wäre keine Gruppe mit Primzahlpotenz-

ordnung. Dann gäbe es also zwei Primzahlen die o (K)
teilen. Nach dem Lemma von Ito und Sz6p existierten Normalteiler

von G mit [G : Ni] (i = 1, 2). Sei M eine weitere maxi-
male Untergruppe von G mit K c M. Dann teilt 
= [G : NiJ den Index von K in M (i = 1, 2). Damit ist [M: K]
keine Primzahlpotenz ; da G minimales Gegenbeispiel zu (a) war,
folgt also M. Somit ist K E Ni (i 1, 2) ; nach Induktionsan-

nahme ist also .gJ = und KJ = Da aber KcNinN2
ist, ist Pi = p2 , 1 was nicht der Fall sein sollte. Damit ist (ii)
gezeigt.

Nach dem Lemma von Ito und Sz6p existiert nun ein

Normalteiler N von G mit N und [G : NJ = q. Es ist

(iii) Ka N und [31: KJ = qn-1 für jede maximale Untergruppe
mit KCM. 

’

Beiv. : Angenommen N. Nach Induktionsannahme ist dann

[N : K] = rn-1, r Primzahl. Sei h’2 das N-Herz von K. Da q die

Ordnung von teilt, existiert nach Lemma 2.1 ein Normalteiler
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N1 von N mit [N : N1] = q und Damit ist r = q, also

~G : ~] = q16, was ja nicht der Fall ist. Es ist also K N. Ist nun
M eine maximale Untergruppe von G mit K C M -Y9 so ist M,
also nach Induktionsannahme [3f : K] = da q --- ~.l~l ; ein

Teiler von [M: K ] ist.

Wir zeigen schliesslich :

(iv) N/K ist nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung pn-2 r (p &#x3E; r,
r Primzahl); ferner ist n &#x3E; 3 und q = p oder q = r.

Bew. : Nach (i) ist G03B2 nicht zyklisch, somit n 1. Wäre n = 2,
so wäre G. Es ist also n ~ 3.

Daher teilt nach (iii) q die Ordnung von kann aber

keine q-Gruppe sein, da sonst [G : K] = qn folgen würde. Somit ist
N/K überhaupt keine Gruppe mit Primzahlpotenzordnung. Anderer-

seits ist N/.K verbandsisomorph zur p-Gruppe N03B2 (der Ordnung pn-1).
Dann ist N03B2 abelsche P-Gruppe [10, Th. 12, S. 12] und somit [l, Th.
11.2., S. 23] nichtabelsche P-C ruppe der Ordnung pn-2 r, r  p, r
Primzahl. Da q ein Teiler von o(N/.K ) ist, ist also q = r oder q = p,
womit (iv) bewiesen ist.

Wir nehmen nun zunächst an : q = p.
Dann sei LIK die p-Sylowuntergruppe von LIK hat dann

die Ordnung pn-2. Ferner ist nach (iii) [lVl n N :1~] = pn-2 für jede
maximale Untergruppe M von G mit also 

für alle solchen M. Damit ist L der Durchschnitt aller K enthalten-

den maximalen Untergruppen von G und somit L03B2 die Frattinigruppe
W (Ga) von G03B2. Es folgt La G und G03B2. a induziert also einen

V-Isomorphismus von G/L auf die elementarabelsche p-Gruppe
G/L ist also nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung pr,p~r.

N/L ist dann eine r-Sylowgruppe von G/L, die normal in G/L ist.

Das widerspricht aber der Struktur der P- Gruppe.
Es ist also q ~ p, somit nach (iv) q = r.
Nach (iii) teilt dann qn-2 die Ordnung von N/K ; nach (iv) ist

also n = 3. Wäre nun 0 (Go) = 1, dann existierten minimale Unter-
gruppen Ui von G03B2 mit U Ui = G03B2. Es wäre somit K in jedem Uz’

i

maximale Untergruppe und Quasinormalteiler, also Normalteiler

[s. 9, Th. 16, S. 438]. Damit wäre schliesslich ITo G, was nicht der

Fall ist. Es ist also 0 (Ga) ~ 1. Sei P = ( ~ (Ga)) 03B2-1. Dann ist Pa G
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und G : P~ _ ~q. Damit ist ein Normalteiler vom Index p in

N/K; einen solchen Normalteiler gibt es aber in einer nichtabelschen
Gruppe der Ordnung q) nicht.

Das ist ein endgültiger Widerspruch, womit Satz 2.1, (a) bewie -
sen ist.

(b) ist eine einfache Folgerung aus (a). Nach (a) ist (0)J G
oder (G : I~~ = qn, q Primzahl. Im ersten Fall induziert 03B2-1 einen

09-Isomorphismus von Go auf G/K, also einer p-Gruppe auf eine

Gruppen, die keine p Gruppe ist. Nach einem Satz von Suzuki [10, Th.
12, S. 12] ist G03B2 dann zyklisch oder elementarabelsch. Im zweiten

Fall ist (G : K] = qn, q ~ ~, und wir können annehmen, dass K W G
ist. Wir können ausserdem annehmen, dass das Herz .K1 von Tf
gleich 1 ist, da sich die weiteren Betrachtungen in abspielen.
Dann ist nach dem Lemma von Ito und Sz6p .K und damit auch
G eine q Gruppe. Ware G03B2 nicht zyklisch, dann existierte ein Nor-
malteiler N von Ga mit elementarabelscher Faktorgruppe der Ordnung
~2. Da G eine q-Gruppe ist, wäre N’a G. Damit induzierte 03B2 einen

09-Isomorphismus von G/N’ auf also einer elementarabelschen

Gruppe der Ordnung q2 auf eine elementarabelsche Gruppe der Ord-
nung p2. Das ist aber für p ~ q unmöglich. Es ist also G03B2 zyklisch,
was zu zeigen war.

Damit ist Satz 2.1 bewiesen.

SATZ 2.2: Sei 03B2 ein V-Homomorphismus der endlichen Gruppe
G auf Go mit und 

q

Dann ist Ga p-Gruppe oder zyklische q- Gruppe, q Pi-imzahl (und
damit [GIKJ J Kette) oder nichtabelsche der Ordnung pn-1 q,
p &#x3E; q (und damit und elementaracbelsche p-Gruppe).

Beweis: Ist K = I~ (03B2) a G, so ist Satz 2.2 triviale Folge eines
Satzes von Suzuki [10, Tb. 12, S. 12]. Sei also G. Wir nehmen

an, dass die Voraussetzungen des Satzes erfüllt sind und Go keine

p-Gruppe ist. Wir können ausserdem wieder annehmen, dass das Herz
.K1 von K gleich 1 ist. Dann ist, da [6~: = ist, g, also auch G,
eine jp Gruppe (nach dem Lemma von Ito und Szep). Dann ist 09(G)
ein nach unten semimodularer Verband, dessen Intervalle alle irre-
duzibel sind [10, Prop. 1.5, S. 12]. Das gleiche gilt für und
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damit auch, nach Satz 1.1, für ~ (6~0). Nach Suzuki 
S. 12] ist dann entweder

(i) Ga q-Gruppe (q Primzahl), oder es gilt
(ii) G03B2 besitzt einen Normalteiler N mit N abelsche q-Gruppe,
zyklisch der Ordnung r (q, r Primzahlen), und es existiert ein

b E G mit bab-1 = a8, a E N, wobei s unabhängig von a und s =1= 1,
sr - 1 (q) ist.

Im Fall (i) ist G03B2 zyklisch nach Satz 2.1, (b). Dann ist ]
natürlich eine Kette.

Im Fall (ii) wollen wir zeigen, dass N elementarabelsch ist.

Angenommen N enthielte Elemente der Ordnung q2. Sei dann N,
eine zyklische Untergruppe von N der Ordnung q2, sei .R eine r-Sy-
lowgruppe von Go und sei M I~. Dann ist o (M) = q2 r und

l1f. Weiter enthält M genau q2 Untergruppen der Ordnung r,
insgesamt also q2 -~- 1 minimale Untergruppen. Damit wird all

Vereinigung minimaler Untergruppen, y woraus M’ folgt. 03B2

induziert also einen c»-lsomorphismus der p-Gruppe auf

M. Es folgt p - q, und, da q &#x3E; 2 ist, ist die Anzahl der mini-

malen Untergruppen von nach einem Satz von Kulakoff

[s. 13, S. 1~3] - ~ --~- 1 ( ~2), andererseits, wie eben gezeigt, gleich
~2 + 1. Das ist aber unmöglich. Damit ist N elementarabelsch und
daher G03B2 Vereinigung minimaler Untergruppen. Es folgt G,
im Widerspruch zur Annahme KZ G. Der Fall (ii) kann also nicht
auftreten, womit Satz 2.2 bewiesen ist.

2.3. Singuläre V-Homomorphismen.
DEFINITION 2.2 : Sei 03B2 ein 09-Homomorphismus der Gruppe G

in die Gruppe .H mit Kern K.

(a) 03B2 heisst indexerlzaltend, wenn für alle U E C)J (G ) mit

K C U C G gilt: [G: U] = [Go: Uo].

(b) 03B2 heisst wenn a nicht indexerhaltend ist.

LEMMA 2.2: Sei a ein V-Homomorphismus der Gruppe G auf
die Gruppe Go, sei K(o)  G und sei, K(o)] = o (S) für jede

q

von G a.

Dann ist 03B2 indexerhaltend.
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Beweis : Die Voraussetzungen vererben sich auf Untergruppen
U von G = K C U und die darin induzierten V-Homo-

morphismen Wir machen Induktion und haben daher nur zu

zeigen, dass [G : .KJ = o (G ~) ist. Sei also p irgendeine Primzahl
und sei pn bzw. p~ die maximale p- Potenz, die 0 (G 0) bzw. ( G : K]
teilt. Sei T eine p-Sylowgruppe von G. Da ist, ist K: K ] =

q

] eine p.Potenz, andererseits p kein Teiler von 
also Ferner ist eine p.Gruppe, da eine
q-Untergruppe von in einer q-Sylowgruppe Q von G a

enthalten wäre, für die die Bedingung [Q’: K] = o (Q) sicher ver-
letzt wäre. Ist also S eine p-Sylowgruppe von die 

enthält, dann ist Da aber [~S’ : I~] eine p-Potenz ist,
ist schliesslich Tu K = S’, also Damit ist Lemma 2.2

gezeigt.

DEFINITION 2.3 : Sei 03B2 ein flfl.Homomorphismus der Gruppe G
in die Gruppe H und p eine Primzahl. Dann heisst

(a) 03B2 singulär an der Stelle p, wenn es eine p.Sylowgruppe
S von G 03B2 mit [S 03B2-1 : K (03B2)] ~ o (~’ ) gibt,

(b) o singulär von 1. Art an der Stelle p, wenn a singulär an
der Stelle p ist und es keine P-Gruppe T C Go gibt, die eine p-
Sylowgruppe 8 von G a als echten Normalteiler enthält,

(c) 03B2 singulär von 2. Art an der Stelle p, wenn 03B2 singulär an
der Stelle ~, die Singularität aber nicht von 1. Art ist.

Lemma 2.2 besagt also, dass es, wenn 03B2 ein singulärer c»-Ho-
momorphismus mit quasinormalem Kern ist, eine Primzahl p gibt,
so dass 03B2 singulär an der Stelle p ist. Es gilt aber sogar :

LEMMA 2.3 : Sei 03B2 ein singulärer V-Homomorphismus der Gr1tppe
G auf G a mit quasinormale1n Kern K = 

Dann existiert eine Prirnzahl p, so dass a singulär von 1. Art

an der Stelle p ist.

Beweis : [s. 10, S. 43] Angenommen, das Lemma wäre falsch.

Sei dann 03B2 ein c»-Homomorphismus von G auf Go, der nicht in-

dexerhaltend ist, dessen Singularitäten aber alle von 2. Art sind.
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Nach Lemma 2.2 ist [S’ : K] =f= o (8) für eine q-Sylowgruppe 8 von
03B2 also singulär an der Stelle q. Da 03B2 nur Singularitäten 2.

Art hat, existiert eine P-Gruppe T c in der S ein echter Nor-

malteiler ist. Die Ordnung von T ist dann gleich q’2 r, r  q, r
Primzahl. Da T Vereinigung minimaler Untergruppen ist, ist .Ka T’,
also T’/K eine P-Gruppe der Ordnung qn+1 oder qn s, s C q. Da

aber 03B2 singulär an der Stelle q ist, ist keine q-Gruppe, also
o (T’/K) = Sei Q die Untergruppe von G 03B2, für die Q’/K die
q-Sylowuntergruppe von ist. Dann ist Q keine q-Gruppe, ent-
hält also eine Untergruppe .R der Ordnung r. R ist in einer r-

Sylowgruppe U von Go enthalten. Da ist, ist o

singulär an der Stelle r. Nach Voraussetzung ist die Singularität
von 2. Art. Damit ist U in einer P-Gruppe VC 6~ als echter

Normalteiler enthalten, womit i- der grössere Primteiler von o ( Y )
ist. Weiter ist wie oben V’ und Y’/h’ P-Gruppe der Ordnung

r &#x3E; t, t Primzahl. Da aber Y ist, ist q = ~R’ : K~
ein Teiler der Ordnung von es ist also q = t. Wir haben

somit r  q und r &#x3E; q, was offensichtlich ein Widerspruch ist.

Damit ist Lemma 2.3 bewiesen.

LEMMA 2.4: Sei a ein V-Homomorphismus mit quasinormalem
der Gruppen G auf der singulär von 1. Art an

der Stelle p ist ( p Primzahl).
Dann ist G 0 

Beweise: Wir nehmen an, das Lemma sei falsch. Sei dann G,03B2
ein minimales Gegenbeispiel, d. h. das Lemma für alle Gruppen H
mit 0 (.H ) ~ o (G ) und deren c»-Homomorphismen richtig.

Wäre G, so induzierte 03B2 einen flfl.Isomorphismus von G/K
auf der singulär von 1. Art an der Stelle p wäre. Nach einem
Satz von Suzuki [10, Prop. 2.8., S. 43] wäre dann G 03B2 p’-abgeschlos-
sen. (Die Suzukische Definition von « singulär an der Stelle p »
für V-Isomorphismen stimmt mit unserer nicht genau überein.

Wenn ein V-Isomorphismus t von G, auf G2 (nach unserer Defi-

nition) singulär an der Stelle p ist, so ist nach Suzukischer Defi-

nition wl singulär an der Stelle p. Damit ergibt der oben erwähnte
Satz von Suzuki hier wirklich, dass G (J und nicht G/K p’-abgeschlos-
sen ist.) Da G aber ein Gegenbeispiel ist, ist das unmöglich.
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Damit ist KN G. Sei K1 das Herz von K. Da und der

von 03B2 in G/.K1 induzierte flfl.Homomorphismus ein Gegenbeispiel
zu unserem Lemma darstellen, folgt - 1 wegen der Minimalität

von G.

Sei nun S eine p-Sylowgruppe von Ga (0 (8) = pn). Dann gilt :
(i) zyklisch oder elementarabelsch und Ga/8 zyk-

lisch der Ordnung Primzahl.

Bew.: Da 03B2 singulär an der Stelle p ist, existiert eine p-Sy-
lowgruppe S1 von mit [Si : K] § o (81). Nach Satz 2.1, (b) ist

dann Si zyklisch oder elementarabelsch. Wäre der Normalisator H

von Si in 6 a eine echte Untergruppe von G a, dann wäre H nach
Induktion p’-abgeschlossen und, da Si a .g ist, wäre H = S, X Hp,.
Da S1 abelsch ist, läge also 81 im Zentrum seines Normalisators.

Nach einem Satz von Burnside [2, Th. 2, S. 327] wäre dann aber
G 03B2 p’-abgeschlossen, was ja nicht der Fall sein sollte. Es ist also

g = G 03B2, d. = 81 ~ Wäre nun nicht zyklisch von
Priinzahlpotenzordnung, so enthielte G 03B2 mindestens 2 maximale

Untergruppen U1, U2, y die enthalten. Nach Induktionsannahme

wären beide p’-abgeschlossen. Damit läge 8 im Zentrum jeder dieser
beiden Gruppen und daher im Zentrum von Somit wäre G a

aber erneut (nach dem Satz von Burnside) p’-abgeschlossen, was
nicht geht. Damit ist (i) bewiesen.

Sei nun Q1 eine q-Sylowgruppe von G03B2. Dann ist Q1 zyklisch
und G 03B2 (da G Gegenbeispiel). Sei Q die maximale Untergruppe
von Q1 . Dann ist ~SQ und nach Induktionsannahme also

somit 8Q = ~S X Q. Ferner ist 9i ? also Q a Damit

ist Q der Durchschnitt aller q-Sylowgruppen von G 03B2.

Wir unterscheiden nun 2 Fälle :

1. Fall : ~S ist zyklisch.

Sei dann die maximale Untergruppe von ~S. Es gilt:
(ii) x Q, ist nichtabelsche P-Gruppe

der Ordnung ferner ist die Vereinigung ihrer g-Sy-
lowgruppen.

Da Q einzige maximale Untergruppe jeder q-Sylowgruppe
von G a ist, ist Q in jeder maximalen Untergruppe von G03B2 enthalten.
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Das gleiche gilt für Damit Q. Da [G a : Q] _
= pq ist, ist x Q und nichtabelsche

P-Gruppe der Ordnung pq. Da vom Index

q ist, ist p &#x3E; q. Es existiert somit kein Normalteiler vom Index P
in G a ; die Vereinigung der q-Sylowgruppen von Go ist also gleich

Damit ist (ii) gezeigt.
Da K l G ist, existiert nach Lemma 2.1 ein Normalteiler N

von 6 mit [ G : == i- (r Primzahl) und K c N. Sei P = ( G 03B2)) 0-1.
Es gilt : i

(iii) .K ist und G/P nichtabelsche P-Gruppe
der Ordnung r.

Beu~. : Da eine P-Gruppe ist, existieren ausser N

noch zwei weitere maximale Untergruppen U1,U2 von G mit Ui p K.
Dann ist N n (i = 1~ 2), also Pa 6. 03B2 induziert somit einen

V-Isomorphismus von G/P auf die nichtabelsche P-Gruppe 
der Ordnung &#x3E; q. Damit ist G/P entweder elementarabelsch
der Ordnung p2 oder nichtabelsch der Ordnung pp, , _p &#x3E; Pi. Das

erste ist unmöglich; denn nach Satz 2.1, (a) ist [8’ : K] = s’~ , s
Primzahl (oder dann ist aber auch [~S’ : .g ) = sn , dz 8

zyklisch ist) und, da 03B2 singulär an der Stelle p ist, ist Es

folgte somit S’ c: P, also ~S C ~ ( G 03B2~~ was sicher nicht der Fall ist.

Es ist also o (G/P ) = PPi’P &#x3E; pi . Da N/P Normalteiler vom Index
r in G/P ist, ist schliesslich pl r. Ferner ist, da G/P nichtabelsch

N die einzige .K enthaltende maximale Untergruppe von G, die
normal in G ist. Nach dem Lemma von Ito und Sz6p ist also K

eine r-Gruppe. Damit ist (iii) bewiesen.

(iv) G.

Sei U irgendeine q-Sylowgruppe von Dann ist, wie

gezeigt wurde, Q maximale Untergruppe von U. Wir zeigen, dass
U’ ist. Dann folgt G, da nach (ii) Vereinigung ihrer

q-Sylow~gruppen ist. Ist U’, so ist zyklische t-Gruppe
(t Primzahl), also U’. Ist KW U’, so folgt aus Satz 2.1, (a)
und Lemma 2.1 [U’ : L~] _ ~~m, also U’ r-Gruppe. Dann ist aber

ebenfalls U’. Damit ist (iv) gezeigt.
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o induziert also einen C)9-Isomorphismus 0 von G/Q’ auf G 03B2/Q,
der singulär an der Stelle p ist. Wäre die Singularität von 1. Art,
so folgte [10, Prop. 2.8, S. 43], dass und damit auch G03B2

p’-abgeschlossen wäre. Die Singularität ist also von 2. Art, d. h.

Ga/Q P-Gruppe. Damit ist SQIQ elementarabelsch, ausserdem zyk-
lisch, hat also die Ordnung p. Es folgt 8, = 1 und somit nach (ii)
~ ( G 03B2) = Q, d. h. Q’ = P. Ferner ist Q’ # K und damit, wegen
(iii) und Satz 2.1, [ U’ : für jede q-Sylowgruppe U von G 03B2.

Da nach (iii) [N : P ~ = p ~ r ist, ist also U’ ~ N für jedes solche
U und folglich N = (SQ)’. Damit ist [~S’ : K _ [N: Q’] = p, was
ein Widerspruch ist, da 03B2 singulär an der Stelle p sein sollte.

Fall 1 kann also nicht auftreten.

2. Fall : S ist elementarabelsch, aber nicht zyklisch.
Wir zeigen auch hier zunächst:

(v) h’ ist r-Gruppe, r Primzahl.
Beic. : Angenommen, das wäre nicht so. Dann teilten Primzahlen

... , ps (s ~ 2) die Ordnung von .K. Nach dem Lemma von Ito
und Sz6p ist I~ nilpotent, also pi-abgeschlossen für jedes pi . Es
ist ferner K~ ~S’, da S Vereinigung minimaler Untergruppen ist.

Sei U eine q-Sylowgruppe von Dann ist K ~ U’, nach Satz
2.1, (a) also [U’ : .K] = tm , t Primzahl. Sei D das U’-Herz von K.

Dann ist nach dem Lemma von Ito und Sz6p t-Gruppe, also
t für ein i. Sei D1 = Kpi . Dann ist D1 charakteristische Un-

,

tergruppe von .K und, da ist, ist D1 a S-. Ferner ist D, g D
und somit also D1 charakteristisch in D. Da 

,

ist, ist also D1 a U’ und somit schliesslich D1 a G. Da s &#x3E; 2 war,
ist D1 ~ 1. Das ist ein Widerspruch, da I~ keinen Normalteiler

# 1 von G enthält.

(vi) Es ist S-, nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung
für jede q-Sylowgruppe U von Go und

p # r # s.
Bew : Da S Vereinigung minimaler Untergruppen ist, ist S’

und damit nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung p"-1 s, 8 .P,
da 03B2 singulär an der Stelle p ist. Sei U eine q-Sylowgruppe von
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Ga. Da U’ ist, ist nach Satz 2.1, (a) und Lemma 2.1 [ U’ : I~] = r’~ .
Ausserdem folgt o(U)&#x3E;q2, also o(Q)&#x3E; q. Sei nun W die Unter-

gruppe der Ordnung q von Q. Dann ist W, ferner

(o (8), o ( ~W)) = 1. Nach einem Satz von Suzuki [10, Th. 4, S. 5] ist

W) = cV (8) X c19 (W). Ferner ist W’ (da maximal
in W’), also K d W)’. Damit induziert ;;-1 einen V-Isomorphismus
von S u W auf Es folgt also W),IK) X

Nach Suzuki [10, Th. 4, 8. 5] ist dann (,S ~ 
= X und (o o = 1, also (pn-ls, r) = 1.
Da n ~ 2 ist, folgt p # r # s, womit (vi) vollständig bewiesen
ist.

(vii) Q’  G.

Bew : Wir wollen zeigen, dass Q’ der Durchschnitt der r-Sylow-
gruppen von 6 ist. Dann folgt natürlich G. Sei also Reine

r-Sylowgruppe von G. Dann ist, da K r-Gruppe und Quasi-
normalteiler von G ist, KR wieder eine r-Gruppe, damit KR = .R,
d. h. K C R. Es folgt also da aber (nach (vi)) r kein

Teiler von [~’’ : g ] ist, ist Dann ist R u n 8 = 1 die

p-Sylowgruppe von also I~03B2 q-Gruppe. Sei U eine q-Sylowgruppe
von die Ru enthält. Dann ist da aber nach (vi) U’

eine r-Gruppe ist, ist 1~ = U’. Ist andererseits V eine beliebige
q-Sylowgruppe von G03B2, so ist V’ (nach (vi)) eine r-Sylowgruppe von
G. Der Durchschnitt der r-Sylowgruppen von G ist also gleich Q’,
da der Durchschnitt der q-Sylowgruppen von G03B2 gleich Q ist.

Wie im ersten Fall induziert u nun einen flfl-Isomorphismus
von G/Q’ auf der singulär von 2. Art an der Stelle p ist.

Es ist also und damit auch eine P-Gruppe. Nach (vi)
teilen aber die Ordnung von G/Q’, und es ist ~ r # s ~~
(ebenfalls nach (vi)). Damit hätte die Ordnung der P-(j-ruppe G/ Q’
drei verschiedene Primteiler, was sicher unmöglich ist.

Dieser Widerspruch zeigt, dass auch der 2. Fall nicht auftreten
kann, also 8 weder zyklisch noch elementarabelsch sein kann. Das
ist aber ein Widerspruch zu (i), womit das Lemma bewiesen ist.

Es folgt nun sofort:

SATZ 2.3: Sei 03B2 ein V-Homomorphismus der endlichen Gruppe
G auf Go mit quasiYvorP1alePi Kern g (03B2).
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Ist 03B2 nicht indexerhaltend, dann existiert ein von

o (Go), so dass Go eine p’-abgeschlossene Gruppe mit zylclischem oder

elementarabelschem Go/(Go)p, ist.

Beweis : Sei a singulärer V-Homomorphismus von G auf G03B2 mit

quasinormalem Kern K (0). Dann gibt es nach Lemma 2.3 eine

Primzahl p, so dass 03B2 singulär von 1. Art an der Stelle p ist. Nach
Lemma 2.4 ist dann G03B2 pi-abgeschlossen. Nach Satz 2.1, (b) sind

ferner die p-Sylowgruppen von G03B2 zyklisch oder elementarabelsch.

Damit ist schliesslich auch Gal(6a)p, zyklisch oder elementarabelsch,
womit Satz 2.3 bewiesen ist.

2.4. V-Homomorphismen perfekter und auflösbarer Gruppen.
Wir benötigen zunächst zwei Lemmata, die etwas über die

Bilder maximaler Normalteiler bei V-Homomorphismen mit quasi-
normalem Kern aussagen.

LEMMA 2.5: Sei 03B2 ein V-Homomorphismus mit quasinormalem
Kern Ir der Gruppe G auf Go, sei R a Go mit [ 6,u : RI = p (p 
zahl) und sei G.

Dann existiert ein Normalteiler D von G03B2 mit

nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung qr, q, r Primzah len.

Beweis: Wir nehmen an, das Lemma wäre falsch. Sei dann

G, u minimales Gegenbeispiel, d.h. das Lemma für alle Gruppen
IC mit o (H ) C o ( G) und deren c19-Homomorphismen richtig. Dann
gilt:

Bew. : Wäre G, so würde 03B2-1 einen flfl Isomorphismus von
G03B2 auf G/K induzieren. Nach einem Satz von Suzuki [11, Lemma
9, S. 358] existierte ein Normalteiler D1 von Go mit 

Di a G, G/Di P-Gruppe. Dann ist vom Index p,
also ist D,1 = qn p (q &#x3E; p oder g = ~) und R/D elementar-

abelsche q-Gruppe. Da ist, ist eine P-Gruppe der

Ordnung qn-1 r, r Primzahl, i- C q. Sei D die Untergruppe von G03B2,
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für die D’/Di die q-Sylowgruppe von ist. Dann hat D alle

im Lemma geforderten Eigenschaften. Da 6 ein Gegenbeispiel ist,
ist das unmöglich (i) ist also gezeigt.

Nach Lemma 2.1 existiert nun ein Normalteiler N von G mit

KC N und Primzahl. Da ist, ist N ~ R’.
Weiter ist

Bew: Wäre so wäre ~ G. Sei 

Dann ist D a Na mit [Nu : D] = p, also [N : D’] = q, q Primzahl.

Da G ist, ist also G/D’ nichtabelsche -P-Gruppe der Ordnung
qr. Daher ist D Durchschnitt von R und mindestens 2 weiteren

maximalen Untergruppen von also D d Ga. Damit hat D alle

im Lemma geforderten Eigenschaften, was nicht möglich ist; (ii)
ist also gezeigt.

Da R G03B2 ist, ist Na vom Index p ; nach (ii) gilt
ausserdem (R n Nu) aNl = R’ n N d N. Da G minimales Gegenbeispiel
ist, existiert somit ein Normalteiler D1 von mit R n N03B2,

1V und N/Di nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung
st (89 t Primzahlen ; sei etwa s &#x3E; t). Wir zeigen nun .

(iii) D1 a G03B2 und Di a G ; ferner gilt r  t  s.

Bew.: Da l~’ maximal und nicht normal in 6 ist, ist 1~’ sein

eigener Normalisator. Es existiert also ein x E N mit = 8#R’.
Da Di  N ist, ist Di =Di , also und damit Di c R’ n S.

Wäre nun R’ n 8 C N, so wäre = = 1V n 8. Dann

hätte aber D = (R’ 03B2 alle im Lemma geforderten Eigenschaften,
was nicht geht.

Es ist also R’ n N und damit Di = N n (R’ n 8)1 R’ n 8.
Da ausserdem N ist&#x3E; ist schliesslich Di d G.

Da d N (nach (ii)) ist, ist [N n R’ : Di] der kleinere

Primteiler von [N: Dil, also gleich t..Damit ist ~G : I~’] = s. Wäre
R’/Di (und damit auch SIDI) abelsch, dann hätte D = R m 8 u die
im Lemma geforderten Eigenschaften.-Es ist also nichtabelsche

Gruppe der Ordnung rt und damit da vom

Index  ist.
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Ist MIDI eine maximale Untergruppe von G/Di , die von

R’ / Dl und N/Di verschieden ist, dann ist maximal in

1Vl/Di (und damit auch in R’/Di), da G03B2 und [Go: R] = p ist.

Ferner ist M n R’ ~ N n R’ ; denn sonst hätte D = R’) o alle
im Lemma geforderten Eigenschaften, was nicht geht. besitzt

t von R’)lDi verschiedene maximale Untergruppen und s

Konjugierte. Da 2 C r  t  s ist, ist t C s - 1 ; somit existieren
zwei Konjugierte von R’, die sich mit .R’ in derselben Gruppe T
schneiden. TIDI ist r.Sylowgruppe von G/Di . Es liegt also jede
r-Sylowgruppe von G1Di in mindestens 3 maximalen Untergruppen
von Seien T1/D’1, T21Di zwei in R’lDi liegende r-Sylowgrup-
pen von G/Di . Dann ist T, n T2 = Di , y a GQ (i = 1, 2) und
damit auch D1 Tl 6 n T2 womit (iii) gezeigt ist.

induziert nun in einen 9fl.Isomorphismus, der 
auf die nicht normale Untergruppe R-’lDi von G/Di abbildet. Damit
existiert [11, Lemma 9, S. 358] ein Normalteiler DID, von GolD1
mit D C R, G1Di und G03B2/D P-Gruppe. Dann ist auch

G/D’ P-Gruppe und,  t  s ist (nach (iii)), ist D ~ 

hat also alle im Lemma geforderten Eigenschaften, was ein endgül-
tiger Widerspruch ist. Damit ist Lemma 2.5 bewiesen.

LEMMA 2.6 : Sei 03B2 ein indexerhaltender V-Homomorphismus mit
quasinormalem der Gruppe G auf G03B2.

Dann gilt :
(a) Ist N ein maximaler Normalteiler von G, so ist Go.

(b) Ist R ein maximaler Normalteiler von Go, so ist R 03B2-1 a G.

Beweis : (a) [s. 10, Prop. 2.6., S. 42].
Wir zeigen zunächst:

(i) Ist und [G : N] = p (~ Primzahl), so ist Go.

Bew.: Wir nehmen an, (i) wäre falsch. Sei dann G ein mini-

males Gegenbeispiel zu (i), d.h. (i) für alle Untergruppen von G
und deren V-Homomorphismen richtig.

Wäre K fiß N, so wäre KuN= G, also Go
und damit G03B2, was nicht sein kann. Es ist also K C N.
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Da Nu Z Go ist, existiert ein 8 C G mit S Z K, so dass ~S03B2 in

G03B2 zu Na konjugiert ist. Da 03B2 indexerhaltend ist, ist =

Sei D = N -· ~S. Dann ist ~, [~ : D] = p und
Os indexerhaltend; da G ein minimales Gegenbeispiel ist, folgt D03B2a So.
Da Nu von 8u nicht normalisiert wird, existiert ein s E 80 mit

= M =f= N03B2. Da s E ~’03B2 ist, ist auch M =t= ~S03B2 und Da C M. Da

aber ist, ist also 

M’. Damit ist D d M’, [.lVl’ : D] = p und 03B2~~ index-

erhaltend ; nach Induktionsannahme folgt also auch J9ot M, somit
schliesslich Da ist, ist abelsch. Das

kann aber nicht sein, da und G03B2 ist. Damit ist (i) gezeigt.
Sei nun N maximaler Normalteiler von G mit nichtabelscher

(einfacher) Faktorgruppe. Dann existieren G, so dass N eine
maximale Untergruppe in jedem Ui ist, mit l) Ui, = G. Da o" index-i i

erhaltend ist, ist nach (i) = für alle i, also No  Go.
Damit ist (a) gezeigt.

(b) Ist R von Primzahlindex in G03B2, so existiert, falls G

ist, nach Lemma 2.5 ein Normalteiler D von G03B2 mit D’ G
und G/D’ nichtabelsche P-Gruppe der Ordnung qr, q, r Primzahlen.
Da ist, ist [I~’ : D’] r, wenn r  q ist. Da G/D’ P-Gruppe
ist, ist auch P-Gruppe und, da G03B2 ist, ist [R : 
~ [R’ : D’], woraus natürlich folgt, dass 03B2 singulär ist. Das ist aber

ein Widerspruch, da 03B2 indexerhaltend ist. Es ist also G, falls

R von Primzahlindex in G03B2 ist.

Ist 1~ nicht maximale Untergruppe von so existieren wie

unter (a) minimale Untergruppen von deren Vereinigung
ist. Dann folgt Y~’ für alle i, also R’ G. Damit ist

Lemma 2.6 bewiesen.

Wir können nun die in der Einleitung angekündigten Sätze
über V-Homomorphismen von perfekten und von auflösbaren Gruppen
beweisen.

SATZ 2.4 : Sei 03B2 ein V-Homomorphismus mit quasinornlalem Kern
g der endlichen Gruppe G auf Go und sei h’1 das Herz von K. Dann
gilt :

(a) Ist perfel:t, so ist auch Go perfekt.
(b) Ist G03B2 perfekt, so ist Ki = K rund GIK 
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Beweis : (a) Da perfekt ist, ist G (nach dem Lemma
von Ito und Sz6p oder nach [8, Satz 3]). 03B2 induziert also einen

flfl.Isomorphismus der perfekten Gruppe G/K auf Nach einem

Satz von Suzuki [10, Th. 9, S. 46] ist dann G03B2 perfekt.
(b) Ist Ga perfekt, so enthält G03B2 keinen Normalteiler mit

abelscher Faktorgruppe ; nach Satz 2.3 ist 03B2 also indexerhaltend.

Existierte ein Normalteiler N ~ .g von G mit Primzahlindex p, dann

wäre, da 03B2 indexerhaltend ist, G03B2 (Lemma 2.6) und 
Das ist aber unmöglich, da G03B2 perfekt ist. Es existiert also kein

Normalteiler N ~ K mit Primzahlindex in G ; es ist also G

(nach dem Lemma von Ito und Sz6p) und ausserdem perfekt.

SATZ 2.5 : Sei o ein V-Homomorphismus mit quasinormalem Kern
K der endlichen Gruppe G auf G03B2 und sei Ki das Herz von K. Dann
gilt : Gu ist dann und nur dann auflösbar, wenn auflösbar ist.

Beweis : (a) Wir zeigen zunächst, dass G03B2 auflösbar ist, falls

auflösbar ist, und machen dazu Induktion. Sei also die Behaup-
tung für Gruppen kleinerer Ordnung als o (G) und deren C).9-Ho-

momorphismen richtig und sei auflösbar. Nach Satz 2.4, (b)
ist G03B2 nicht perfekt. Es existiert also ein Normalteiler .R von

Primzahlindex in G03B2. Dann ist G, und wenn K2 das R’-Herz
von g ist, so ist Kl, also auflösbar. Nach Induktions-

annahme ist also _ .R auflösbar. Da auch auflösbar

ist, ist somit G03B2 auflösbar und der erste Teil unseres Satzes bewiesen.

(b) Wir zeigen nun, ebenfalls mit Induktion, dass auflös-

bar ist, falls G03B2 auflösbar ist. Sei die Behauptung für Gruppen
kleinerer Ordnung als o (G) und deren C).9-Homomorphismen richtig
und sei G03B2 auflösbar. Ist G, so ist nach einem Satz von

Suzuki [10, Th. 10, S. 46] auflösbar. Ist g ~ G, so existiert nach dem
Lemma von Ito und Sz6p ein Normalteiler 1V ~ g von G von
Primzahlindex. Da NON auflösbar und Ne G ist ist auflösbar,
wenn K2 das N-Herz von K ist. Da ist, folgt I~1
und, da KIK, nach Lemma 2.1 nilpotent ist, ist auflösbar.

Es ist also G/N, und K21Ki und somit schliesslich auch 
auflösbar. Damit ist Satz 2.5 bewiesen.
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